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81 Unendliche Galoistheorie

Erinnerung: Eine algebraische Korpererweiterung L/K heifit galoissch, wenn sie normal
und separabel ist. Hierfiir muss L/K keinen endlichen Grad haben. Zum Beispiel ist fiir
einen endlichen Korper F, mit p Elementen (p Primzahl) der algebraische Abschluss F,
galoissch {iber IF,. Wir definieren auch in dieser allgemeinen Situation

Definition 1.1 Gal(L/K) := Autg(L) = {0 : L — L | o Koérperautomorphismus,
o(z) = x fir alle z € K}.

Der Hauptsatz der Galoistheorie gilt aber in der einfachen Form (Korrespondenz zwischen
allen Untergruppen von Gal(L/K) und allen Zwischenkorpern von L/K) nur fiir endliche

Erweiterungen! Um hier eine richtige Aussage zu erhalten, braucht man eine Topologie
auf Gal(L/K):

Definition 1.2 Sei L/ K eine Galoiserweiterung. Die Krulltopologie auf G = Gal(L/K)
ist dadurch definiert, dass fiir jedes Element o € G die Nebenklassen

o-Gal(L/K") , K'/K endlich,
eine Umgebungsbasis von ¢ bilden.

Dies liefert wirklich eine Topologie: nach Standardsétzen der Topologie haben wir zu
zeigen: Seien 0 Gal(L/K') und 7 Gal(L/K") wie oben gegeben, und sei p € o Gal(L/K')N
T Gal(L/K"). Dann gibt es eine endliche Erweiterung K" /K mit

pGal(L/K") C o Gal(L/K")NTGal(L/K").

Dies gilt aber fir K" = K'- K" (Kompositum), denn es ist Gal(L/K") = Gal(L/K') N
Gal(L/K") und wegen p € o Gal(L/K'") folgt pGal(L/K") C o Gal(L/K') und ebenso
folgt pGal(L/K") C 7 Gal(L/K").

Lemma 1.3 Mit dieser Topologie wird G = Gal(L/K) eine topologische Gruppe, d.h.,
die Multiplikation
p:GxG—G, (0,7)— o1

und die Inversenbildung
1:G—G, oot

sind stetige Abbildungen.
Beweis: selbst

Satz 1.4 G = Gal(L/K) ist (beziiglich der Krulltopologie) kompakt (also insbesondere
hausdorffsch) und total unzusammenhéngend (d.h., fiir jedes o € G ist die Zusammen-
hangskomponente von o gleich {o}).



Zum Beweis bemerken wir

Bemerkungen 1.5 (a) Sei H eine topologische Gruppe (siehe 1.3). Dann ist fiir jedes
7 € H die Linkstranslation
L,-H—H , ow—r710

ein Homéomorphismus (entsprechend fiir die Rechtstranslation R, : ¢ +— o7). Denn
L, = u(7,—) ist stetig, mit Inversem L,-:. Also vermittelt 7 Bijektionen

U; = { Umgebungen der Eins } — Us; = { Umgebungen von 7}
Z(1) — Z(1)

wobei Z(o) die Zusammenhangskomponente eines Elements o bezeichnet.

(b) Ist L/K endlich, so ist die Krulltopologie auf Gal(L/K) die diskrete Topologie (da
{o} offen ist fiir jedes 0 € Gal(L/K), also jede Teilmenge).

Lemma 1.6 Die Abbildung

h: Gal(L/K) — I1 Gal(K'/K)
K'/Kendlich, normal
K'CL
o — (o1%)

ist injektiv mit abgeschlossenem Bild
G = {(ox) € [[Gal(K'/K) | fir K' C K" gilt ogn|gr = o/} .

(Sprechweise: Wir nennen eine Familie (o) kompatibel, wenn sie in G liegt).
Die Abbildung
ala
ist ein Homoomorphismus. (Hierbei trigt [[ Gal(K'/K) die Produkttopologie beziiglich
der diskreten Topologien auf den endlichen Gruppen Gal(K'/K)).

Erinnerung 1.7 Sei (X;);cs eine Familie von topologischen Raumen. Die Produkttopo-
logie auf

X=]X
iel
ist die Topologie, fiir die die Mengen
iel

mit U; C X; offen fiir alle i und U; = X; fiir fast alle ¢ eine Basis bilden (d.h., die offenen
Mengen sind Vereinigungen dieser Mengen). Eine Subbasis bilden die Mengen

H Xz X Uj

iel

i#]
fir j € I und U; C X offen (endliche Durchschnitte von diesen Mengen bilden eine Basis
der Topologie).



Diese Produkttopologie ist die grobste Topologie, fiir die alle Projektionen

stetig sind. Ist Y ein topologischer Raum, so ist eine Abbildung f : Y — [[ X; genau
i€l

dann stetig, wenn alle Komponentenabbildungen f; = p; o f : Y — X stetig sind. Dies

liefert die universelle Eigenschaft

Abby (Y, T1 Xi) = [T Abby (Y, X;)
i€l el

wobei Abbg (Y, X) die Menge der stetigen Abbildungen f : Y — X bezeichnet.

Beweis von Lemma 1.6: Sei (L;);er die Familie der Zwischenkorper L; von L/ K mit L;/K
endlich und galoissch. Wir betrachten also

h: G:=Gal(L/K)— [[Gal(L;/K) = H

el

(a) h ist injektiv: Ist oy, = id fiir alle ¢ € I, so ist ojx = id fiir alle Teilkorper K’ von
L/K die endlich iiber K sind (betrachte den Normalenkorper N(K') D K’ D K, der einer
der Korper L; ist). Daher ist o = id.

(b) h(G) = G : “C” Klar

“2” Ist (oy,) eine kompatible Familie, so definiere o € Gal(L/K) mit o(x) = oy, () fiir
x € L; (beachte |J L; = L, s.0.).

il
(c) G ist abgeschlossen: Wir zeigen, dass das Komplement von G offen ist. Sei (0y) €
[1Gal(L;/K),(0;) ¢ G, also nicht kompatibel. Also gibt es j, k € I mit L; C Lj aber

el
o] L # 0. Dann ist die Menge

{(m:) € [ Gal(Li/K) | 7j = 0,7 = ok}
i€l
eine offene Umgebung von (o;), die im Komplement von G liegt.

(d) h ist stetig: Die Mengen
U ="Uq; =[] Gal(Li/ K) x {0},
i

fir j € I und 0; € Gal(L;/K), bilden eine Subbasis der Produkttopologie. Hat o, kein
Urbild in Gal(L/K), so ist h='(U) leer, also offen (wir werden spéter sehen, dass dieser
Fall nicht eintritt). Ist o ein Urbild von o; in Gal(L/K), so ist h™(U) = o - Gal(L/L;)
offen.

(e) h ist offen aufs Bild: h(oc Gal(L/L;)) = h(G) NU,,, fir o; = 0|Lj. Also ist h ein
Homoémorphismus und wir haben Lemma 1.6 bewiesen.

Hieraus folgt nun die erste Behauptung in Satz 1.4, da [[ Gal(L;/K) nach dem Satz von

i€l
Tychonov (siehe z.B. Lang ‘Real Analysis’ IT §3 Theorem 3) kompakt ist, und G hierin
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abgeschlossen. Fiir die zweite Behauptung geniigt es zu zeigen, dass H = [[ Gal(L;/K)
el
total unzusammenhéngend ist.

Dazu zeigen wir, dass Z(1), die Zusammenhangskomponente der Eins in H, gleich {1} ist

(hieraus folgt mit 1.5 Z(o) = o fiir alle 0 € G): Offenbar liegt Z(1) in jeder Menge M, die

1 enthélt und zugleich offen und abgeschlossen ist (aus Z(1) = (Z(1)NM)uU(Z(1)NCM)

folgt Z(1)NCM = 0, da Z(1) zusammenhéngend und Z(1)NM # () ist). Damit liegt Z(1)

im Durchschnitt aller Untergruppen U;; = [[ Gal(L;/K) x {1}. Dieser Durchschnitt ist
i#]

aber {1}.
Wir erhalten nun

Satz 1.8 (Hauptsatz der Galoistheorie fiir unendliche Erweiterungen) (a) Sei L/K eine
Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G = Gal(L/K). Dann ist die Zuordnung

2 K’ ~~ Gal(L/K")

eine bijektive, Inklusions-umkehrende Bijektion zwischen den Zwischenkérpern von L/K
und den abgeschlossenen Untergruppen von G. Die Umkehrabbildung ist

D Ur~ LY,

wobei LY = {z € L | uz = z fiir alle u € U} der Fixkorper von U in L ist.

(b) Die offenen Untergruppen von G entsprechen gerade den Zwischenkorpern K C K’ C
L, fiir die K'/K endlich ist.

(c) Fiir einen Zwischenkorper K C K’ C List K’/ K genau dann normal, wenn Gal(L/K')
ein Normalteiler in Gal(L/K) ist. In diesem Fall hat man einen kanonischen Isomorphis-
mus von topologischen Gruppen

Gal(L/K)/Gal(L/K") = Gal(K'/K) .

Wir benotigen

Lemma 1.9 Ist eine Untergruppe U einer topologischen Gruppe H offen, so ist sie auch
abgeschlossen. Ist U abgeschlossen und von endlichem Index, so ist U auch offen.

Beweis: 1) Fiir jedes h € H ist die Nebenklasse hU wieder offen (1.5). Daher ist

H~U= \J hU
heU

offen.
n
2) Ist oy,...,0, ein Repriasentantensystem fiir H/U, o1 € U, so ist H U = |Jo;U

=2
abgeschlossen. O



Lemma 1.10 Ist L/K galoissch und K’ ein Zwischenkorper, der wieder galoissch iiber
K ist, so ist der Homomorphismus

Gal(L/K) — Gal(K'/K)

o ol
surjektiv.
Beweis Sei 2 ein algebraischer Abschluss von L und & € Gal(K'/K). Der K-Homomorphismus
0 K SK < LQ

lasst sich nach Algebra I, Lemma 16.9 zu einem Isomorphismus ¢ :  — () fortsetzen,
wobei wir K’ vermoge K' — L — § einbetten. Wir erhalten also ein kommutatives
Diagramm

¥

~

0 0
L L
K’ u K

\K

Da L/K normal ist, gilt /(L) C L (Ist & € L und p das Minimalpolynom von « iiber K,
so ist 1 (a) wieder eine Nullstelle von p, also in L). Durch Betrachtung von 1~ sehen wir,
dass 0 = 1|1, : L — L ein Isomorphismus ist, also o € Gal(L/K), und nach Konstruktion
ist 0'|K/ =0.

!/

Beweis von Satz 1.8: (a): Wohldefiniertheit der Korrespondenz: Ist K’/K eine endliche
Teilerweiterung von L/K, so ist Gal(L/K') nach Definition offen, und nach 1.9 auch
abgeschlossen. Ist K'/K eine beliebige Teilerweiterung, so ist

Gal(L/K') = NGal(L/K,),

wobei K, /K die endlichen Teilerweiterungen von K /K’ durchliuft (jedes o € K ist in
der endlichen Teilerweiterung K («)/K enthalten). Also ist Gal(L/K') abgeschlossen.

Weiter ist klar, dass fiir Zwischenkorper K’ C K” von L/K die Inklusion Gal(L/K") C
Gal(L/K'") gilt und fiir abgeschlossene Untergruppen U < V von Gal(L/K) die Inklusion
LV c LY.

Bijektivitit der Korrespondenz: 1) Sei K’ Zwischenkorper, dann ist LEUE/K) = K7 also
OV = id:

Die Inklusion “D”ist klar. Angenommen es gibt ein o € LEYE/K) mit o ¢ K’. Dann gibt
es eine endliche Galoiserweiterung N/K’ in L/K' mit & € N, und ein @ € Gal(N/K")
mit o # o (denn NCUW/K) — K’ nach klassischer Galoistheorie). Aber nach 1.10 gibt
es ein 0 € Gal(L/K') mit o| 5y = 7, also oa # . Widerspruch dazu dass o € LEUE/K)



2) Ist H < Gal(L/K) eine abgeschlossene Untergruppe, so ist Gal(L/L") = H also
VP = id: Wir zeigen allgemeiner:

Lemma 1.11 Ist H < Gal(L/K) eine beliebige Untergruppe und H der Abschluss, so ist
H = Gal(L/L").

Beweis Sei wieder (L;);c; die Familie der Zwischenkorper von L/K mit L;/K endlich

galoissch. Sei f; : Gal(L/K) — Gal(L;/K) die Einschrankungsabbildung und H; = f;(H).

Wegen L = |J L; liegt o € Gal(L/K) genau dann in Gal(L/L*), wenn o|y fiir alle i € I
iel ’

trivial auf L7 = LZH  operiert. Nach endlicher Galoistheorie gilt dies genau dann, wenn

U|Li € H;, denn Gal(L;/ L") = H;. Also gilt

o € Gal(L/L%) & fiir alle i € I ist fi(o) € H;

& fiir alle i € I gibt es ein 7; € H mit f;(7;) = fi(o0)

& fiir alle 7 € I gibt es ein 7; € H mit 7; € £, '(fi(0)) = 0 Gal(L/L;)

& firallei € Iist o Gal(L/L;) N H # ()

so€eH,

denn die Mengen o Gal(L/L;) bilden eine Umgebungsbasis von ¢ (ist K’/K endlicher
Zwischenkorper von L/K und N(K')/K der Normalenkorper, so ist Gal(L/N(K")) C
Gal(L/K")).

b) Wir zeigen, dass die offenen Untergruppen U < Gal(L/K) den endlichen Zwischener-
weiterungen entsprechen:

Ist K'/K eine endliche Erweiterung, K’ C L, so ist nach Definition der Krulltopologie
Gal(L/K') offen. Ist umgekehrt U < Gal(L/K) eine offene Untergruppe, so gibt es einen
Zwischenkorper K C K’ C L mit K'/K endlich, so dass Gal(L/K") C U. Es folgt

K C LU C LGal(L/K’) - K’

und damit die Endlichkeit von LY /K.
¢) Ist K'/K ein Zwischenkorper von L/K und o € Gal(L/K), so gilt offenbar

Gal(L)o(K")) = 0 Gal(L/K)o ™.

Ist K'/K normal, so gilt o(K’) = K’, also Gal(L/o(K') = Gal(L/K") fiir alle o, also
ist dies ist ein Normalteiler. Ist umgekehrt Gal(L/K') ein Normalteiler, so folgt mit der
Galoiskorrespondenz o(K') = K' fiir alle 0 € Gal(L/K). Hieraus folgt, dass K’/ K normal
ist: Ist @ € K’ und & ein Konjugiertes von « in einem algebraischen Abschluss L von L,
also eine andere Nullstelle des Minmalpolynoms von « iiber K, so gibt es nach Algebra
I, Satz 16.15, eine K-Einbettung ¢ : L — L mit ¢(a) = &. Da L/K galoissch ist, gilt
Y(L) € Lund 0 = |7, € Gal(L/K). Wegen o(K') = K' folgt & € K!

Nach 1.10 ist weiter
Gal(L/K) — Gal(K'/K)

surjektiv mit Kern Gal(L/K'). Mit dem Homomorphiesatz folgt die Isomorphie

Gal(L/K)/Gal(L/K") > Gal(K'/K).



Wir haben noch die Topologie zu betrachten. Rechts nehmen wir die Krulltopologie.
Links sei die Quotiententopologie (beziiglich der Krulltopologie auf Gal(L/K) und der
Surjektion 7 : Gal(L/K) — Gal(L/K)/Gal(L/K')) betrachtet:

Ist f: X — Y eine Abbildung, wobei X ein topologischer Raum ist, so gibt es eine feinste
Topologie auf Y, fiir die f stetig ist: definiere

V CYoffen & f1(V)C X offen.
Diese Topologie heifit die Finaltopologie beziiglich f. Ist f surjektiv, so spricht man auch
von der Quotiententopologie.

Dass, mit diesen Topologien, der obige Gruppenhomomorphismus ein Homémorphismus
ist, folgt nun aus der Ubungsaufgabe 2) ii).

82 Projektive und induktive Limiten

Um Galoisgruppen konzeptioneller beschreiben zu kénnen, fithren wir projektive Limiten
ein, die auch in anderen Gebieten der Mathematik wichtig sind. Der duale Begriff (im
Sinne der Kategorientheorie) ist der von induktiven Limiten.

Definition 2.1 Eine (teil-)geordnete Menge (1, <) heifit filtrierend (oder gerichtet, oder
induktiv geordnet), wenn gilt:
Fiir je zwei Elemente i, j € I gibt es ein k € [ mit ¢ < k und j < k.

Beispiele 2.2 (a) Jede totalgeordnete Menge ist filtrierend, zum Beispiel (N, <).
(b) Die Potenzmenge B(M) einer Menge M ist beziiglich der Inklusion C filtrierend.

(c) Sei L/K eine Korpererweiterung. Die Menge aller Zwischenkorper K’ ist beziiglich
der Inklusion filtrierend geordnet.

(d) Dasselbe gilt fiir alle endlichen Teilerweiterungen K’/K, und ebenso fiir alle endlichen
normalen Teilerweiterungen K" /K.

(e) N mit der Teilerordnung | ist filtrierend geordnet.

Definition 2.3 Sei [ eine filtrierend geordnete Menge. Ein induktives (bzw. projektives)
System von Mengen ist eine Familie

(Xi)iers (aig)i<)  (baw. ((Xi)ier, (Bji)i<;))
von Mengen X; (fiir i € I) und Abbildungen

Qg5 o Xz — Xj (furzgjlnf)

so dass gilt
ajpoa = ay firi<j<k
(bow. 0By = Pu firi<j<k).

Die Abbildungen «;; (bzw. (3;;) heiflen die Ubergangsabbildungen des Systems.
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Man erhilt also den Begriff des projektiven Systems aus dem eines induktiven Systems
durch “Umdrehen der Pfeile”. Ebenso hat man projektive und induktive Systeme von
Gruppen (die X; sind Gruppen und die Ubergangsabbildungen sind Homorphismen) oder
Ringen (...) oder topologischen Réumen (....).

Beispiele 2.4 (a) Sei R ein Ring und a C R ein Ideal. Dann erhélt man ein projektives
System von Ringen iiber (N, <) durch

n  t~ R/a"
m<mn t R/a" — R/a™.

Insbesondere hat man das projektive System
(Z/p"Z)nen
mit Ubergangsabbildungen
= LN — Z)p" T — ... — L)p*T — )T

(b) Man erhélt ein projektives System von abelschen Gruppen iiber (N, |) durch

n +— Z/nZ
m|n — Z/nZ — Z/mZ.

(c) Man erhélt ein induktives System iiber (N, |) durch

n — Z/nZ
mln — Z/m — Z/nZ
a — -a.

(d) Sei L/K eine Galoiserweiterung. Dann ist die Menge K = Kp/x der endlichen ga-
loisschen Korpererweiterungen K’/K induktiv geordnet (2.2(d)), und wir erhalten ein
projektives System von endlichen Gruppen iiber K durch

K' ~ Gal(K'/K)
K'C K" — Gal(K"/K) - Ga(K'/K).

Definition 2.5 (a) Der projektive Limes X = l@ X, eines projektiven Systems (X, 3;;)
iel
von Mengen ist definiert als die Menge

limX; = {(x;) € [[ Xi | Bji(z;) = ; fiir alle ¢ < j}
— i€l
el
der kompatiblen Familien im Produkt [] X;.
icl

(b) Der induktive Limes lim X; eines induktiven Systems (X;, a;;) von Mengen ist definiert

H

iel
als der Quotient

i€l el



der disjunkten Vereinigung [[ X; der Mengen X; nach der folgenden Aquivalenzrelation
el
~: fiir z; € X; und z; € X gilt

Ty~ Tj = dk e I, Z,j < k mit Oéik(l'i) = ajk(xj) in Xk .

Haben die X; Zusatzstrukturen, so iibertrégt sich dies iiblicherweise auf die Limiten. Hat
man z.B. ein projektives (bzw. induktives) System von Gruppen, so ist der projektive
(bzw. induktive) Limes wieder eine Gruppe. Entsprechendes gilt fiir Ringe etc.

Beispiele 2.6 (vergleiche 2.4) (a) Sei R ein Ring und a ein Ideal. Dann heifit

R:=lim R/a"
(_
die a-adische Komplettierung von R und ist ein Ring. Die Elemente von R sind kompatible
Familien (@, ),ey mit @, € R/a™.

Die Kompatibilitat heiflt, dass fiir Reprasentanten a,, von a, gilt:
api1 = a, mod a”.

Man hat einen Ringhomomorphismus

der im allgemeinen weder injektiv noch surjektiv ist. Offenbar ist

kerp = () a”.
n>1
Sei zum Beispiel R = Z und a = (p) das von einer Primzahl p erzeugte Hauptideal. Dann
heif3t
Ly = lim Z[p"Z
die p-adische Komplettierung von Z. Die Abbildung ¢ : Z — Z, ist injektiv, da
offenbar () (p") = 0. Jedes Element @ € Z/p"Z wird durch ein eindeutig bestimmtes

n>1
Element @ € Z mit 0 < a < p" représentiert werden, und dieses kann wiederum in

eindeutiger Weise als
n—1
a=> ¢p
i=0

mit Zahlen 0 < ¢; < p — 1 geschrieben werden (p-adische Entwicklung). Daher kann jedes
Element o € Z,, in eindeutiger Weise als eine formale Reihe

(%) a=>ap (a;€Z,0<a;<p—1)
i=0
geschrieben werden: setzen wir

n—1
ap=> a;p'€Z (n>1),
i—0

)

9



so bedeutet (%) die kompatible Familie

(aimod (p"))n>1 -

Dies zeigt, dass es iiberabzéhlbar viele Elemente in Z,, gibt (die Menge der Familien (a;);>0
mit a; € {0,...,p — 1} ist iiberabzihlbar). Insbesondere ist Z — Z, nicht surjektiv. Z,
heifit auch der Ring der (ganzen) p-adischen Zahlen.

(b) Man definiert Z = lim Z/nZ. Hierbei ist der projektive Limes wie in 2.4(b) durch

(N, |) indiziert. Ist n € N und
n=p’*...p"

die Primfaktorzerlegung, so hat man bekanntlich eine kanonische Zerlegung
(2.6.1) ZInZ = L)pML x ... x L/p" 7
(chinesischer Restsatz). Dies ist kompatibel mit den Ubergangsabbildungen: fiir m | n ist

_ mi m
m=mp;...p"

mit m; <n; (i=1,...,r), und das Diagramm
(26.2) LD — T xx DL
Z/mL—>ZL/p™Z  X-x  LpZ

ist kommutativ. Dies liefert einen kanonischen Ringisomorphismus
Z=5112,,
p

wobei das Produkt rechts iiber alle Primzahlen lauft. (Hierfiir ist es am besten, wenn man
formal n = [[ p"» schreibt, wobei das Produkt tiber alle Primzahlen l4uft und n, = 0 fiir

P

fast alle p, und die rechte Seite von (2.6.1) als
[1Z/p™2Z,
p

entsprechend fiir (2.6.2)).

(c) Fiir das induktive System (Z/nZ),en von 2.4 (c) erhélt man einen Isomorphismus von
abelschen Gruppen
limZ/nZ — Q/Z,
der a +nZ € Z/nZ auf die Restklasse von ¢ mod Z abbildet: Fiir jedes feste n € N ist
die Abbildung
Z/nZ — QJZ
a+nZ w— S+7
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ein wohldefinierter, injektiver Gruppenhomomorphismus. Dieser ist kompatibel mit den
Ubergangsabbildungen: fiir m | n ist

a+ mZ Z/mZ ~ + 7
Q/z
a+nZ Z/nZ e+ 7

kommutativ. Hieraus folgt leicht die Behauptung (vergleiche auch Ubungsaufgabe 3(i)).

Die Gruppe Q/Z wird auch die “Priifergruppe” genannt. Sie ist isomorph zur Gruppe
1(C) aller Einheitswurzeln in C*, vermdge der Abbildung

Q/Z = u(C)

;P
§+Z — 627m‘1.

(d) Ist L/K eine Galoiserweiterung, so ist nach Lemma 1.6

(2.6.3) Gal(L/K) > lim  Gal(K'/K)

K’E’CL/K

wobei Kk die gerichtete Menge der endlichen normalen Teilerweiterungen K’/K von
L/K ist.

(e) Ist (X;);es ein projektives System von topologischen Rdumen, so versieht man

imX; € T1X;

i€l el

mit der Unterraumtopologie, beziiglich der Produkttopologie auf dem Produkt rechts.

(f) Wendet man dies auf die Beispiele (a), (b) und (d) an, bezglich der diskreten Topo-
logien auf den R/a", bzw. Z/nZ, bzw. Gal(K'/K), so erhalten R = lim R/a", Z,, Z und

ZLm Gal(K'/K) Topologien. Weiter sieht man leicht, das man so topologische Gruppen,
fiir R, Z,, und Z sogar topologische Ringe (die Multiplikation ist ebenfalls stetig) erhélt.

Lemma 1.6 besagt dann, dass der Isomorphismus (2.6.3) auch ein Homéomorphismus ist,
also ein Isomorphismus topologischer Gruppen.
Wir kénnen nun die absolute Galoisgruppe
Gr, = Gal(F,/F,)
eines endlichen Korpers IF, mit ¢ Elementen beschreiben.
Satz 2.7 Es gibt einen kanonischen Isomorphismus von topologischen Gruppen
Z = G, .
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Beweis Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es genau eine Erweiterung vom Grad n iiber F,,
ndmlich Fg . Diese ist galoissch, und es gibt einen kanonischen Isomorphismus

Z/nZ = Gal(Fp/F,)
lmod nZ ~ Fry,

wobei F'r, der Frobeniusautomorphismus ist, der durch die Vorschrift
Fry(z) =27 (fur alle x € Fyn)

gegeben ist. Dies ist kompatibel mit den Ubergangsabbildungen: Es ist genau dann Fom C
Fn, wenn m | n, und dann ist

]_ Z/TLZ NH Gal (Fqn/Fq) F?"q

| | |

1 Z]mZ —— Gal(Fm /F,) Fr,

kommutativ. Das projektive System (Gal(K'/F,))krer s, indentifiziert sich also mit dem
a/*q

projektiven System (Z/nZ)nc,)) aus 2.4 (b); entsprechend erhélt man einen Isomorphis-
mus

~

Z = lim Z/nZ — lim Gal(Fy /F,) = lim Gal(K'/F,)
n n K’

der projektiven Limiten, der eine kompatible Familie (a,), links auf die kompatible Fa-
milie (Frg" p )n rechts abbildet. Die Behauptung des Satzes folgt mit 2.6 (d), (e) und

(f).

Bemerkung 2.8 Wir haben die Abbildung

= Gal(F,,F,),
= Py

Z
1

HN)

H
—>
wobei Fr, der Frobeniusautomorphismus von F, ist: Fr,(z) = 9. Der erste Homomor-
phismus ist injektiv aber nicht surjektiv, da schon keine der Kompositionen

Z—7=1]2,— Z,
p

injektiv ist (2.6(a)). Aber es gilt, dass Z dicht in Z (und damit auch dicht in Gal(F,/F,))
liegt (Beweis selbst!).

83 Kohomologie von Gruppen und pro-endlichen Gruppen
Die folgende Definition ist parallel formuliert fiir den Fall, dass Topologien auf G und

A gegeben sind, wobei man stetige Abbildungen betrachtet, oder dass keine Topologie
vorliegt (dquivalent: die Topologie ist die diskrete, so dass alle Abbildungen stetig sind).
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Definition 3.1 Sei G eine (topologische) Gruppe und A ein (stetiger) G-Modul, d.h.,
eine abelsche Gruppe A zusammen mit einer (stetigen) Verkniipfung

nw: GxA — A

(0,a) — oa

fiir die gilt
ola+b) = oca+ob

o1(o2a) = (o109)a
la = a

fir alle a,b € A,0,01,00 € GG und das Einselement 1 € G. Fiir n € Ny definiere die
Gruppe der (stetigen) n-Ketten auf G mit Koeffizienten in A

C"G,A)={f:G" — A| f stetig }
(wobei C°(G,A) = {f: G* = {x} — A} = A) sowie das n-te Differential
g "G, A) — C™HY(G, A)
durch

°(a)(o) oa — a,
0'(f)(01,02) o1f(02) = f(o102) + f(01),
O"(f)o1,...,0n11) = o1f(o2,...,00)

n .
+ > (=1)'f(o1,...,0i-1,0i0i11,0it2, ..., On)
i=1

+(=1)"" f(oy,...,0p) fiirn > 1

Lemma 3.2 0" ist wohldefiniert, und
%G, A) L oG, A) L e, A) —
ist ein Komplex, d.h., es ist 9"T19" = 0 fiir alle n.

Beweis: 0"0"! = 0: selbst nachrechnen oder in einschligigen Biichern nachsehen, wo es
auch konzeptionellere Beweise gibt. Sind wir im Fall einer topologischen Gruppe und eines
stetigen G-Moduls A, so ist 0"(f) wieder stetig, da p: G x A — A und die Verkniipfung
g X G — (@ stetig sind.

Definition 3.3 (a) Die n-te (stetige) Kohomologie(gruppe) von G mit Koeffizienten
in A ist definiert als die n-te Homologie dieses Komplexes, d.h.,

H"(G, A) = ker 0" /mboximd™*

fiir n > 0 (wobei 7! := 0). Beachte: Wegen 9"0" ! = 0 gilt im 9"~ ! C ker 9.
(b) Die Elemente in

Z"(G, A) = ker " = {f € C™(G, A) | 9" = 0}

13



heiflen die (stetigen) n-Kozykel (von G mit Koeffizienten in A).

(c) Die Elemente in
B"(G,A)= im 0" ' ={f € C(G,A) | f=0"""g fiir g€ C"HG, A)}

heiien die n-Korander.

Es ist also H"(G, A) = Z"(G, A)/B"(G, A).
Dies ist ein Spezialfall einer allgemeinen Konstruktion:
Bemerkung/Definition 3.4 (a) Eine Folge
R oA o A LR
von abelschen Gruppen C*(i € Z) und Homomorphismen von abelschen Gruppen nennt

man Komplex (von abelschen Gruppen), wenn 9" o 9" = 0 fiir alle n € Z.

(b) In diesem Fall heifit

H™"(C") :=ker 9"/ im 0"
die n-te Kohomologie(gruppe) des Komplexes (Beachte: 9" o "' = 0 bedeutet gerade
im 9"~ ! C ker 9").

(c) Ein Komplex (C",9') heifit exakt, wenn an allen Stellen ker 9" = im 9"! gilt, also
wenn die Kohomologie iiberall verschwindet (Die Kohomologie misst also die Abweichung
von der Exaktheit).

(d) Sei C" ein Komplex. Ist C™ = 0 fiir alle n < 0, so nennt man C" einen positiven
Komplex und schreibt nur C° — C' — ..., entsprechend fiir negative Komplexe ... —
C ' —=C°% wo C" =0 fiir n > 0.

Der Komplex C"(G, A) aus 3.1 ist also ein positiver Komplex. Eine verwandte Definition
ist
Definition 3.5 (a) Eine Sequenz

Am L qmt L gnt 05 e

von abelschen Gruppen A° und Gruppenhomomorphismen & (mit m < n) heifit ein
Komplex, wenn 0’ o 91 = 0 fiir alle i, m < i < n, und heifit weiter exakt an der
Stelle i (m < i < n), wenn im 9! = ker &, sowie exakt, wenn dies fiir alle i, m < i < n,
gilt (es gibt also keine Bedingung an den Stellen m und n).

(b) Eine exakte Sequenz
0—-A5B5C—0

heifft kurze exakte Sequenz.

Lemma 3.6 Eine Sequenz
0—-ASB2C—0

14



ist exakt genau dann, wenn gilt
(i) ¢ ist injektiv,

(ii) p ist surjektiv,

(ili) im (i) = ker(p).

Beweis ker(i) = im (0 — A) = 0 gilt genau dann wenn ¢ injektiv ist und im (p) =
ker(C' — 0) = C gilt genau dann, wenn p surjektiv ist.

~

Bemerkung 3.7 In diesem Fall liefert der Homomorphiesatz eine Isomorphie B/i(A) —
C', und wir kénnen ¢(A) mit A identifizieren. Ist umgekehrt p : B — C eine Epimorphismus
von abelschen Gruppen und A = ker(p), so erhalten wir eine exakte Sequenz

0—-ASBLCOS 0,

wobei ¢ die Inklusion ist. In diesem Sinne entspricht eine kurze exakte Sequenz
0—-A—-B—-C—0

einer Beziehung

B/ASC.

Wir betrachten nun die Kohomologiegruppen in niedrigen Dimensionen, n = 0,1, 2:
H°(G,A):
Lemma 3.8 Es gibt eine kanonische Isomorphie
HY(G, A) = A
wo A% ={a € A| oa = a fiir alle 0 € G} der Fixmodul von A unter G ist.

Beweis Es ist H(G, A) = ker 8°, und 0° identifiziert sich mit

A L ova, A

a — f:G— Amnit f(o)=0a—a.

Daher ist ker 9° = A€,

H'(G,A):

ZY(@G, A) ist die Gruppe der (stetigen) Abbildungen f: G — A mit
floT) = flo) +of(7).

Diese werden auch verschrinkte Homomorphismen genannt. Die Gruppe B'(G, A)
der 1-Korénder ist die Gruppe von Abbildungen f : G — A von der Form

flo)=0ca—a
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fiir ein festes a € A. Wir sehen sofort

Lemma 3.9 Operiert G trivial auf A (d.h., oa = a fiir alle 0 € G,a € A), so ist
HY(G,A) = Hom(G,A)  (bzw. Homeon(G, A))

die Gruppe der Homomorphismen von G nach A (bzw. die Gruppe der stetigen Homo-
morphismen, wenn wir Topologien haben).

H?(G,A):
Z*(G, A) ist die Gruppe der (stetigen) Abbildungen f: G x G — A mit

flor,p)+ flo,7) = flo,mp) + o f(7,p).

Diese heiflen auch Faktorensysteme. Die 2-Korénder sind die Funktionen von der Form

flo,7) =g(0) — g(o7) +og(7)

fiir eine beliebige (stetige) Abbildung g : G — A; man nennt diese die trivialen Fakto-
rensysteme.

Die Faktorensysteme haben mit Gruppenerweiterungen zu tun. Wir beschreiben dies nur
fiir Gruppen ohne Topologie.

Definition 3.10 Seien G und A Gruppen (nicht notwendig kommutativ). Eine Gruppe-
nerweiterung von G mit A ist eine exakte Sequenz

1-ASELSG—1,
d.h., + und 7 sind Gruppenhomomorphismen, ¢ ist injektiv, 7 ist surjektiv, und es ist
im ¢ = ker .

Im Folgenden fassen wir ¢ immer als Inklusion auf, indem wir ¢ € A mit «(a) € G
identifizieren. Dann haben wir also eine Gruppe F, die A als Normalteiler enthélt, so dass
E/AS G.

Lemma 3.11 Sei A abelsch. Dann wird A zu einem G-Modul, indem man fiir a € A und
g € G definiert

g(a) = gag—".

wobei g € E ein Lift von g ist, also ein Urbild von ¢ unter 7 : £ — G.

Beweis: Da A ein Normalteiler ist, ist g(a) € A.

Da A kommutativ ist, ist g(a) unabhingig von §. Ist ndmlich g ein anderer Lift von g, so
ist g =gb firein b€ A (da g7'g € kerm = A), und damit

gag~ = gbab~'g™" = gag™',

da A kommutativ ist.
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A ist ein G-Modul: Offenbar ist 1(a) = a. Weiter ist fiir a,a’ € A

gla-d)=gadg™' = gGag'ga'g™!
= g(a)-g(d),

die Operation von G also vertriglich mit der (hier multiplikativ geschriebenen) Ver-
kniipfung von A. Die Beziehung (gh)(a) = g(h(a)) ist klar, da gh ein Lift von gh ist,
wenn ¢ bzw. h Lifts von g bzw. h sind.

Wir ordnen nun der Gruppenerweiterung ein Faktorensystem zu. Sei
s:G—F

ein Schnitt von 7 : F — @, also eine Abbildung mit 7s = idg (Fiir jedes g € G wihlt
also s einen Lift § von g aus; nach dem Auswahlaxiom gibt es eine solche Abbildung
immer). Fir 0,7 € G werden s(o) - s(1) und s(o7) unter 7 beide auf o7 abgebildet; sie
unterscheiden sich also um ein Element in ker 7 = A. Es gibt also ein eindeutig bestimmtes
f(o,7) € A mit

s(o) - s(r) = f(o,7) - (o7).

Lemma 3.12 (i) Die Abbildung f : (0,7) — f(o,7) ist ein Faktorensystem, d.h., ein
2-Kozykel.

(ii) Die zugehorige Kohomologieklasse
[f] € H*(G, A).
ist unabhéngig von der Wahl des Schnittes s

Beweis (i) Dies folgt aus der Assoziativitit s(o)(s(7)s(p)) = (s(o)s(7))s(p):

s(o)(s(r)s(p)) = s(0)f(r.p)s(rp) = s(0)f (7, p)s(0) " s(a)s(7p)
= crg (T, )) (0)s(7p) (nach Definition 3.11)

/(

i

V2)

f
f(r,p))f(o,7p)s(o7p)
7,7)s(07)s(p)

(s(o)s(7))s(p) (o
o1) f(oT,p)s(aTp)

Hieraus folgt die 2-Kozykeleigenschaft (multiplikative Schreibweise!)

U(f(T7 p))f(a, Tp) = f((f, T)f(UT7 p)
O]

(ii) Sei t : G — E ein weiterer Schnitt, d.h., Rechtsinverses von 7 (7t = idg). Dann gibt
es fiir jedes 0 € G ein Element a(o) € A mit



so folgt
a(o)s(o)a(T)s(T) = g(o,7)a(oT)s(oT)

a(o)o(a(r))f(o,7)s(oT),
also

g(o,7) = f(o,7) - o(a(r))alor) ta(o).

Damit unterscheiden sich f und g nur an den 1-Korand

(0.7) = ola(r)alo,7) " a(v).

Definition 3.13 Zwei Gruppenerweiterungen von G mit A

—- A - F — G — 1
N

1
1 A —- B — G — 1

heiflen dquivalent, wenn es ein kommutatives Diagramm

1 - A - F — G — 1
1 le I
1 - A - F — G — 1

mit einem Gruppenisomorphismus ¢ gibt.
Es gilt dann:

Satz 3.14 Die Zuordnung aus 3.12 induziert eine Bijektion
Ext(G,A) = H*(G, A),

wobei Ext(G, A) die Menge der Aquivalenzklassen von Gruppenerweiterungen von G mit
A ist; dabei sei die Struktur von A als G-Modul fixiert.

Beweis: Ubungsaufgabe.

84 Grundlagen iiber Moduln und homologischen Algebra
Sei R ein Ring mit Eins (nicht notwendig kommutativ).

Definition 4.1 (a) Ein (linker) R-Modul ist eine abelsche Gruppe (M, +) zusammen
mit einer Verkniipfung

RxM — M

(r,m) — rm

so dass gilt
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i) r(m+n) = rm+rn

i) (r+sm = rm-+sn
(iii) (rs)ym = r(sm)
(iv) Im = m

fiir alle r,s € R und m,n € M.

(b) Seien M und N R-Moduln. Eine Abbildung ¢ : M — N heiit Homomorphismus
von R-Moduln (oder R-linear), wenn gilt:

(i) w(my +ma) = p(m1) + @(my) fir alle my, my € M (d.h., ¢ ist ein Gruppenhomomor-
phismus von (M, +) nach (N, +)),

(ii) @(rm) = re(m) fur alle m € M,r € R.
Sei Hompg(M, N) die abelsche Gruppe der R-linearen Abbildungen von M nach N.

Bemerkungen 4.2 (a) Ein rechter R-Modul M ist ebenso definiert, wobei man allerdings
die Eigenschaft (iii) ersetzt durch

(iii") (rs)m = s(rm).
Schreibt man die Verkniipfung anders, namlich

MxR — M
(m,r) — mr,

so wird hieraus die einleuchtendere Beziehung

m(rs) = (mr)s.

(b) Fiir einen kommutativen Ring sind Links- und Rechtsmoduln dasselbe.

(c) Wie iiblich nennt man eine R-lineare Abbildung ¢ : M — N Monomorphismus (bzw.
Epimorphismus, bzw. Isomorphismus), wenn sie injektiv (bzw. surjektiv, bzw. bijektiv)
ist.

(d) Die Komposition von R-linearen Abbildungen ist wieder linear. Das Inverse eines

R-Moduls-Isomorphismus ist wieder R-linear.

Beispiele 4.3 (a) Jede abelsche Gruppe A wird zu einem Z-Modul durch die Definition

na=a+...+a (n-mal) firneN,

Oa = 0
(—n)a = —(na) fiirneN.

Man sieht, dass abelsche Gruppen und Z-Moduln dasselbe sind.
(b) Ist (M;)icr eine Familie von R-Moduln, so werden die abelschen Gruppen

[IM;, 2 DM

iel i€l
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zu R-Moduln durch die Definition 7(m;)ier := (rmy)ier.
Bezeichnung: diskretes Produkt bzw. direkte Summe der R-Moduln M;.

(c) Ist K ein Korper , so ist ein K-Modul dasselbe wie ein K-Vektorraum.

Definition 4.4 Ein R-Modul M heifit freier R-Modul, wenn es eine Familie (m;);c; von
Elementen m; € M gibt, so dass gilt: Jedes Element m & M besitzt eine eindeutige
Darstellung
m=> rm;,
el

wobei r; € R und r; = 0 fiir fast alle ¢ € I (so dass die Summe rechts endlich ist, wenn
wir die Summanden mit r; = 0 weglassen). Eine solche Familie (my);c; heifit Basis von
M.

Beispiele 4.5 (a) Sei I eine Menge. Dann ist der R-Modul

FR<I) = @R

i€l

frei mit Basis (e;)ier, wobei e; = (0;;);er, mit dem Kronecker-Symbol

1, 5=1
o = { 0, jAi
(mit 0,1 € R). Fr(I) heifit auch der freie R-Modul iiber I. Manchmal identifiziert man
e; mit 7 und schreibt die Elemente als formale Linearkombinationen

Zriia

i€l
mit r; € R, r; = 0 fiir fast alle 1.

(b) Der Z-Modul M = Z/5Z ist nicht frei, denn fiir jedes m € Z/5Z ist 1-m = m = 6-m.
Aber M ist ein freier Modul iiber dem Ring Z/57Z.

Lemma 4.6 (universelle Eigenschaft des freien Moduls) Sei M ein R-Modul und (m;);er
eine Familie von Elementen m; € M. Dann gibt es genau einen R-Modul-Homomorphismus

o: Fp(l) > M

mit p(e;) = m; fiir alle i € I (Es gilt also Homg(Fr(I), M) = Abb(I, M) vermoge
p — (p(ei))ier)-

Beweis: Setze ¢((r;)) = > rim;.
icl

Bemerkungen 4.7 M ist genau dann frei mit Basis (m;);c; wenn das obige ¢ ein Iso-
morphismus ist.

Definition 4.8 Sei M ein R-Modul. Ein (R-)Untermodul von M ist eine Teilmenge
N C M, fir die gilt:
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(i) N ist Untergruppe beziiglich +,
(ii) fiir alle n € N und r € R gilt rn € N.

Lemma 4.9 Ist ¢ : M — N ein Homomorphismus von R-Moduln, so ist ker ¢ ein
Untermodul von M und im ¢ ein Untermodul von N.

Beweis: leicht!

Satz 4.10 Ist M ein R-Modul und N C M ein Untermodul, so wird die Faktorgruppe
M/N
zu einem R-Modul durch die Definition
r(m+ N) := rm+ N firre RmeM

(also r - m = 7m, wenn ™ die Nebenklasse von m € M bezeichnet). Die Surjektion
m: M — M/N ist R-linear.

Beweis: selbst!

Bemerkungen 4.11 Der Homomorphiesatz sowie erster und zweiter Isomorphiesatz
iibertragen sich auf R-Moduln:

(a) Eine R-lineare Abbildung ¢ : M — N induziert einen R-Modul-Isomorphismus

M/kerp = im .

(b) Fiir Untermoduln Ny, Ny C M hat man einen R-Modul-Isomorphismus

N /(Ny 0 Na) = (N) + Ny)/Ns .

(¢) Fiir Untermoduln M3 C My C M; hat man einen R-Isomorphismus

(My/Ms)/(My/Ms) = My /M, .

Wir kommen nun zur homologischen Algebra von R-Moduln.

Definition 4.12 Wir definieren Komplexe von R-Moduln wieder als Sequenzen

8n+1

an
= M S M MR

wobei die M"™ R-Moduln sind und die 9" lineare Abbildungen mit 9""'9" = 0. Die n-te
Kohomologie ist der R-Modul

H"(M') =ker 9"/ im 0"

und der Komplex heifit exakt an der Stelle n wenn H™(M") = 0 bzw. exakt, wenn er an
allen Stellen exakt ist.
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Definition 4.13 Seien C" und D" Komplexe von R-Moduln, wobei R ein Ring ist (fiir
R = Z haben wir also einfach Komplexe von abelschen Gruppen). Ein Morphismus von
Komplexen (von R-Moduln)

p:C =D

ist eine Kollektion von Homomorphismen von R-Moduln
o O D

die kompatibel mit den Differentialen sind, d.h., fiir die alle Quadrate

41

kommutativ sind (hierbei sind 9% und 9%, die Differentiale fiir C* bzw. D). Es muss also
gelten ¢ 19L = 9%, (vereinfachte Schreibweise, ohne Grade: @dc = dpyp).

Lemma 4.13 Ein Morphismus von Komplexen
p:C =D
induziert Homomorphismen
¢\ =H'(p): H'(C) — H'(D)

in der Kohomologie. Dabei gilt (id¢). = idyic) und (Y). = ., fiir einen weiteren
Morphismus von Komplexen ¢ : D" — E".

Beweis Wegen der Kompatibilitit mit den Differentialen induziert
0 C"— D'

Abbildungen . ‘
kerdp, — kerdp
im o5 —  im 9yt

und daher eine wohldefinierte R-lineare Abbildung

o HC) - o),
[a] :=amod im J;' — ¢'(a)mod im 95t =: [¢i(a)]
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(fiir @ € ker 9;). Die weiteren Aussagen sind klar.

Auch im Folgenden bezeichne [a] die Kohomologieklasse eines Zykels a.
Definition 4.14 Eine Sequenz
c4piE
von (Morphismen von) Komplexen heifit exakt, wenn die Sequenz
i S pi Y i
fiir alle ¢ exakt ist.
Satz 4.15 (lange exakte Kohomologiesequenz) Sei R ein Ring und
0-C 4D %E -0

eine kurze exakte Sequenz von Komplexen von R-Moduln. Dann gibt es kanonische R-
Modulhomomorphismen

§':HY(E) — HT(C)
fiir alle ¢ (Verbindungshomomorphismen genannt), so dass die Sequenz
im1 ey O pris ey h rris ey YE prig ey O pridkl s v

exakt ist.

Beweis Wir haben ein kommutatives Diagramm

(4.15.1)
. pit2 . .
00— Cz+2 IR Dz+2 Ez+2 0
Jdo (4) dp
! ¢i+1 ! ¢7L+1
0 —> it = DIt —— gitl ——)
oc (2) |op (3) |oe
(1 ) wz
0 c" d D' E 0
80 8D (1) 8E
! ! ,¢,i71
0 — (il —=> pi~l —> gi-l —>

wobei die Zeilen kurze exakte Sequenzen sind.
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1) Exaktheit bei H'(D'): Es ist klar, dass 1.¢, = 0 (da ¥.¢. = (¥¢). = 0, = 0). Sei
[d'] € H'(D') mit v,[d"] = 0. Dann gibt es ein ¢! € E*~! mit ¢*(d") = dge'~!. Wegen
der Surjektivitit von ¢! gibt es ein d*~t € D! mit ¢ 1di ! = e, Es folgt
wz(dz o 8Ddi71) — aEeifl o wiaDdifl — aEwifldifl _ w’iaDdifl =0
(Kommutativitdt von (1)). Wegen Exaktheit der i-ten Zeile gibt es also ein ¢! € C* mit
¢ict = d' — Opd~t. Es gilt dafiir
qﬁ”lﬁcci = (9Dd>l = 8Ddl - 8D8Ddi’1 =0

wegen Kommutativitit von (2), wegen dpdp = 0 und da d’ ein Zykel ist. Da ¢! injektiv
ist, folgt Occ® = 0, d.h., ¢’ ist ein Zykel. Es folgt

[d] = [d" — opd'™'] = [¢'c'] = ¢L[c'] € im 4.

2) Definition von §%: Sei [¢'] € H'(E"), also ¢’ € E' mit Oge' = 0. Wegen Surjektivitit
von ¢! gibt es ein d* € D' mit ¢'d" = e'. Betrachte nun
8Ddi € DL

Es gilt
vHopdt = OpY'd.  Kommutativitit von (3))
= Oge' =0 (Voraussetzung) .

Wegen Exaktheit der i-ten Zeile gibt es also ein ¢! € C*! mit ¢ttt = dpd’. Fiir
dieses Element gilt ' . o .
¢z+28001+1 — 8D¢z+lcz+1 — aDaDdz =0

(Kommutativitét von (4) und dpdp = 0), also dec™! = 0, da ¢ injektiv ist. Also ist
¢ ein Zykel. Wir setzen

(4.15.2) 5([e']) = [ € HT(C) .

Fazit: Die Definition von ¢° kann wie folgt veranschaulicht werden:

i+1 Fd)”; i
C 8Dd

di——¢'

Wohldefiniertheit: Sei ¢t € E' ein anderer Zykel mit [ef] = [¢f], und seien d € D (mit
¢'dl = e') und ¢t € CT! (mit ¢t et = Opdi) entsprechend wie oben gewihlt. Wir
haben zu zeigen, dass [cit!] = [¢'T!] € HTH(C").

Nach Voraussetzung gibt es ein e'~! € E*~! mit

i i i—1
el =¢e"+0ce' ",
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und wegen Surjektivitit von ¢! gibt es ein d"! € D! mit ¢ ld = 7t Wir
berechnen

W(Jz g 8Ddi+1) — il L Opdi—!

el — el — Qg1 (Kommutativitét von (1))

el —el — et =0.

Wegen der Exaktheit der i-ten Zeile gibt es also ein ¢ € O mit ¢ici = di — d' — dpdi—".
Wir behaupten, dass

(4.15.3) ¢t = ¢t 4 goc
woraus [cit1] = [¢i+1] folgt. Es ist

¢i+1(67§ — ¢ty = 3D67i — Opd
= 8D(dl —d — 8Ddi‘1) (Wegen 8D8D = 0)
= Jpd'c = "o (Kommutativitit von (2))
Wegen Injektivitdt von ¢! folgt hieraus (4.15.3).

Exaktheit bei H'(E'): Es ist leicht zu sehen, dass d'¢p! = 0 : Ist [e] € im 9%, so
kénnen wir oben d* € Z(D’), d.h., als Zykel wihlen. Dann ist dpd’ = 0, also ™! = 0,
nach Definition (4.15.2) also d([e']) = 0. Sei nun umgekehrt 6([e’]) = 0, also (mit obigen
Bezeichnungen) [¢""!] = 0, d.h.,

At = G

fiir ein ¢' € C*. Es folgt (weiter mit obigen Bezeichnungen)

aDdi — ¢i+1ci+1 — ¢i+1acci
= Opd'c (Kommutativitit von (2)).

Fiir d' = d'— ¢’ gilt also dpd’ = 0, d.h., di € Zi(D) und idi = pidi —igict = id = ¢
(wegen 1'¢" = 0), also B
bl = [e'].

Exaktheit bei H"(C"): Ubungsaufgabe!
Da i beliebig war, folgt die Behauptung.

Corollar 4.16 (Schlangenlemma) Sei

(4.16.1) 0 A’ B’ C' 0

ol

0 A B C 0

ein kommutatives Diagramm von R-Moduln mit exakten Zeilen. Dann hat man eine ka-
nonische exakte Sequenz

(4.16.2) 0 — ker f — kerg — kerh KN coker f — coker g — cokerh — 0.
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Hierbei definiert man:
Definition 4.17 Sei ¢ : M — N ein Homomorphismus von R-Moduln. Dann heifit
coker ¢ := N/imgp
der Cokern von .
Bemerkung: Mit dieser Definition haben wir immer eine exakte Sequenz
0—>kergp‘i>Mi>Nﬂ>cokerg0—>0
wobei ¢ die Inklusion ist und p die kanonische Projektion.

Beweis des Schlangenlemmas: Wir fassen (4.16.1) als eine kurze exakte Sequenz von
Komplexen auf, wobei wir oberhalb und unterhalb mit Nullen ergénzen:

0 0 0 0 0

0 A B’ C’ 0
f g h

0 A B C 0

0 0 0 0 0

Die lange exakte Kohomologiesequenz aus 4.15 liefert dann gerade (4.16.2): Die Koho-
mologie bei A, B und C ist gerade ker f, ker g und ker h, und die Kohomologie bei A’, B’
und C” ist gerade A’'/im f, B’/im g und C’/im h. Der Homomorphismus ¢ in (4.16.2) ist
gerade der Verbindungshomomorphismus. Alle anderen Kohomologiegruppen sind null.

Bemerkungen 4.18 (a) Das folgende Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten lie-
fert eine Erkdrung des Namens und die Definition der Abbildungen (und — durch ’Dia-
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grammjagd’ — auch einen Beweis des Schlangenlemmas):

0 0 0
)
_____ > coker f —— coker g —— coker h ——=0
/
/
I , K4
\ 0 A—L s p c' 0
\
\
f g h '
\
0 A—r —-p—" .0 0 |

Die untere Sequenz der Kerne wird von « und 3 induziert, die obige Sequenz der Cokerne
von o und (. Der Homomorphismus ¢ ist wie folgt definiert: Fiir ¢ € ker h C C' sei b ein
Lift von ¢ in B ((b) = ¢) und ¥’ = g(b) € B’. Dann “liegt 0’ schon in A” (wenn wir o/
als Inklusion auffassen), genauer gibt es ein o’ € A’ mit a(a’) = ' (da F'(V) = h(c) =0
und ker # = im «’). Man hat dann

d(c) = Klasse von a’ in cokerf .

Dies folgt aus den Definitionen in 4.15. Andererseits kann man, mit den hier beschriebe-
nen Abbildungen, auch leicht die Wohldefiniertheit von ¢ und die Exaktheit von (4.16.2)
beweisen.

(b) In Biichern wird oft das leichtere Schlangenlemma bewiesen und die lange exakte
Kohomologiesequenz daraus abgeleitet.

Corollar 4.19 Sei
0—-—A—-B—-C—=0

eine exakte Sequenz von abelschen Gruppen und sei n € N. Dann hat man eine exakte
Sequenz
0 — A[n] — B[n] — C[n] - A/n — B/n — C/n —0.

Fiir eine abelsche Gruppe D sei hierbei
D[n] := {deD|n-d=0}
die Gruppe der n-Torsionselemente und
D/n = D/nD,

mit nD = {nd | de€ D} C D.
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Beweis: Schlangenlemma auf

anwenden, wobei — die n-Multiplikation x — nz bezeichnet.

Corollar 4.20 (vergleiche Beispiel 2.6 (c))

Q/Zn] = Z/nZ

Beweis: Anwendung von 4.19 auf die exakte Sequenz
0-Z2Z—-Q—-Q/Z—0,

wobei Q[n] = 0 und Q/nQ = 0.

85 Anwendung auf Gruppenkohomologie
Sei GG eine Gruppe oder eine topologische Gruppe.

Definition 5.1 Seien A und B zwei (stetige) G-Moduln. Eine Abbildung
p:A— B

heifit (Homo-)Morphismus von G-Moduln, wenn ¢ ein (stetiger) Gruppenhomomor-
phismus ist und wenn gilt:

p(oa) = op(a) firallec e Gundac A.

Lemma 5.2 Ein Homomorphismus ¢ : A — B von G-Moduln induziert einen kanonischen
Homomorphismus von abelschen Gruppen in der Gruppenkohomologie

p. HY(G, A) — HI(G, B)

fiir alle ¢ > 0. Es gilt dabei id, = id und (Yp). = 1.p, fiir einen weiteren Homomorphis-
mus von G-Moduln ¢ : B — C.

Beweis: ¢ induziert einen Homomorphismus
' (G, A) — CYG, B)
auf den (stetigen) i-Koketten durch
(f:G"—=A) = (pof:G" = B).

28



Es folgt sofort aus den Definitionen, dass die ¢* kompatibel mit den Differentialen sind
(O¢" = ¢'19), also einen Morphismus

¢: (G, A) — (G, B)

von Komplexen induzieren. Die Behauptung folgt nun durch Ubergang zur Kohomologie
(Lemma 4.13).

Satz 5.3 (lange exakte Kohomologiesequenz) Sei

04582 C—0
eine exakte Sequenz von (stetigen) G-Moduln, d.h., & und 3 seien G-Modul-Homomorphis-

men und die Sequenz sei exakt. Im Fall von stetigen G-Moduln gelte

[ besitzt einen stetigen Schnitt als Mengenabbildung,
(5.3.1) d.h., es gibt eine stetige Abbildung s: C' — B
(nicht notwendig ein Homomorphismus) mit fs = id¢ .

Dann gibt es eine kanonische exakte Kohomologiesequenz

0 — H'G,A) % HYG,B) & HYG.0) & HYG,A) —
— H(G,A) % H(GB % H(@GO0) > HYWGA —

Beweis: Wir haben nur zu zeigen, dass
0— C(G,A) % C(G,B) 2 C(G,C)— 0

eine kurze exakte Sequenz (von Komplexen) ist; dann folgt die Behauptung durch Ubergang
zur Kohomologie (Satz 4.15). Es ist also zu zeigen, dass fiir jedes i die Sequenz

0 — CI(G, A) S (@, B) % ¢i(G,C) — 0

exakt ist. Die Injektivitit von o’ und die Exaktheit bei C*(G, B) folgt leicht aus der

Exaktheit von 0 — A % B 2 €. Sei nun s : ¢ — B ein (stetiger) Schnitt von . Die
Existenz von s folgt aus dem Auswahlaxiom bzw. (im stetigen Fall) aus der Annahme
(5.3.1). Dann ist die Abbildung

ein mengentheoretischer Schnitt von 3¢, d.h., es gilt 3's® = id. Hieraus folgt sofort die
Surjektivitdt von 3%, also die Exaktheit bei C*(G, C).

Proposition 5.4 (Wechsel der Gruppe) (a) Seien G und G’ (topologische) Gruppen, sei
A ein (stetiger) G-Modul und A’ ein (stetiger) G'-Modul. Weiter seien

.G —-G |, p: A A
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(stetige) Gruppenhomomorphismen mit

p(r(g')(a) = g'v(a)

fir alle a € A und alle ¢’ € G’ ((7, ) heifit dann ein kompatibles Paar). Dann erhalten
wir hieraus kanonische Homomorphismen

(m, )« : H'(G,A) — H"(G', A")
fir alle n > 0.
(b) (Funktorialitét) Es ist (idg,ida). = id. Ist
7T/'G”—>GI g01'14/_>14//
ein weiteres kompatibles Paar, so ist (77’, ') kompatibel und es gilt

(7”7-,7 Splgp)* = (7T/7 90,)*(77-7 (10)* : Hn(Gv A) - Hn(G”a AH) .

Beweis (a): Wir erhalten die kanonischen Homomorphismen

CM(G,A) — C"(G', A"
(f:G"—=A) — (pofor": (G')"—=A4A")

|

G'—A

Diese sind offenbar kompatibel mit den Differentialen und induzieren also einen Morphis-
mus von Komplexen

C(G,A) — C(GA).
Die Behauptung folgt nun aus Lemma 4.13.
(b): Dies folgt sofort aus der Konstruktion und 4.13.

Beispiele/Definition 5.5 (a) Sei H < G eine Untergruppe und A ein (stetiger) G-
Modul. Dann wird A ein (stetiger) H-Modul durch Restriktion der Operation auf H. Das
Paar

i H—>G , id:A— A
ist kompatibel und definiert einen kanonischen Homomorphismus
Res : H"(G,A) — H"(H,A),

fiir jedes n > 0, den man die Restriktion von G nach H nennt.

(b) Sei N < G ein Normalteiler und A ein (stetiger) G-Modul. Dann wird der Fixmodul
AN
ein (stetiger) G/N-Modul durch die Definition

(gN)a = ga firallege Gundae€ A.
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(dies ist wohldefiniert, da na = a fiir alle n € N, falls a € AY). Das Paar
TG—»G/N , i:AV — A
ist nach Konstruktion kompatibel und definiert einen kanonischen Homomorphismus
Inf: H"(G/N,AY) — H"(G, A),
fiir jedes n > 0, den man die Inflation von G/N nach G nennt.
Wir wenden dies nun auf die sogenannte Galoiskohomologie an.

Definition 5.6 Sei L/ K eine (moglicherweise unendliche) Galoiserweiterung von Korpern
und G = Gal(L/K) die Galoisgruppe, versehen mit der Krulltopologie. Ein diskreter
G-Modul ist ein stetiger G-Modul A, wobei A die diskrete Topologie trégt.

Lemma 5.7 Sei A ein G-Modul. Dann sind dquivalent:

(a) A ist diskreter G-Modul.

(b) Fiir alle a € A ist der Stabilisator

Stg(a) ={g € G| ga =a}

(vergleiche Algebra I, Def. 17.4) offen in G.

(c) A= |J AY, wobei die Vereinigung iiber alle offenen Untergruppen von G liuft.
U<G

Beweis (a) = (b): Fiir a € A restringiere

p: GxA — A

(g,2) — gx

auf die offene Menge G x {a}. Das Urbild der offenen Menge {a} ist gerade Stg(a) x {a}.
(b) = (c): Fiir a € A gilt a € ASt(@),
(c) = (a): Sei a € A und sei U < G eine offene Untergruppe mit a € AY. Fiir (g,b) €
pt({a}) ist dann Ugx {b} eine offene Umgebung von (g, b) mit u(Ugx {b}) = {gb} = {a}.
Beispiele 5.8 (a) In der Situation von 5.6 sind (L,+) und (L*,-) stetige Gal(L/K)-
Moduln.
(b) Jeder Untermodul eines stetigen G-Moduls ist wieder ein stetiger G-Modul.
Bemerkungen 5.9 (a) Ein stetiger Gal(L/K)-Modul A heifit auch ein Galoismodul

fir L/K, und
H"(Gal(L/K), A)

heifit die n-te Galoiskohomologie von A. Sie wird auch kiirzer mit H"(L/K, A) bezeich-
net.
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(b) Sei insbesondere K der separable Abschluss eines Korpers K (die Menge aller iiber K
separablen Elemente in dem algebraischen Abschluss K von K). Dann ist K, /K galoissch,
und

Gk = Gal(K/K)

heifit die absolute Galoisgruppe von K (vergleiche 2.7 fiir den Fall K = F,). Fiir einen
diskreten Gx-Modul A schreibt man auch

H"(K,A) = H"(K,/K, A) = H"(Gg, A).

Das Verstdndnis der absoluten Galoisgruppen und ihrer Galoiskohomologie ist ein wich-
tiges Thema der Zahlentheorie/arithmetischen Geometrie.

Sei nun weiter L/K eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G = Gal(L/K), und sei A
ein diskreter G-Modul. Ist L’ ein Zwischenkorper von L/K, der galoissch iiber K ist, und
ist Upy = Gal(L/L’) der zugehorige abgeschlossene Normalteiler in G, so ist

AUL/

ein Gal(L'/K)-Modul (vermoge der Isomorphie Gal(L'/K) = G/Uy/), und fur einen wei-
teren Zwischenkorper L” mit L O L” O L' O K und L”/K galoissch gilt

AUL/ _ (AUL//)GGZ(L”/L')
fir die Untergruppe Gal(L"/L") C Gal(L"/K).

L 1

L Uy = Gal(L/L")

Gal(L" /L")
L Uy = Gal(L/L) ;s Gal(L"/K)
Gal(L'/K) /
K G = Gal(L/K)
Wir haben also eine Inflationsabbildung
(5.10.1) Infrop  HY(L'JK, A"v) — H*(L" /K, A"v")

Weiter ist nach 5.4 (b) klar, dass fiir eine weitere galoissche Teilerweiterung L"” /K mit
L"DL'DL gﬂt

(5102) ]’I’LfL////L/ = -[nfL”’/L” O ]nfL”/L’ s
sowie In fr, = id.

Insbesondere erhalten wir ein induktives System

(5.10.3) (H™(L'/K,A"r))

L'eK(L/K)
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mit den Inflationen (5.10.1) als Ubergangsabbildungen, wobei IC(L/K) die induktiv ge-
ordnete Menge der endlichen galoisschen Teilerweiterungen von L/K ist (vergleiche 2.4
(d)). Fiir diese ist jeweils Uy, offen und Gal(L'/K') endlich.

Weiter hat man fiir L/, L” € K(L/K) und L' C L” ein kommutatives Diagramm

(5.10.4) H"(L"/K, AU

InfL/L”

InfL”/L’ Hn(L/K, A)

1%7

H™(L'/ K, A%) |

nach (5.10.3) fiir L” = L. Nach der universellen Eigenschaft des induktiven Limes (siehe
Ubungsaufgabe 3) liefert dies einen kanonischen Homomorphismus

(5.10.5) lim  H"(L'/K, AUy — HY(L/K, A).
L'ekK(L/K)

Explizit wird ein Element links, reprisentiert durch ein x € H"(L'/K, AYL") fiir ein L' €
K(L/K), abgebildet auf Infr /i (x).

Der folgende Satz zeigt, dass man die Galoiskohomologie von L/K als induktiven Limes
der Kohomologien der endlichen Gruppen Gal(L'/K) berechnen kann.

Satz 5.10 Die Abbildung (5.10.5) ist ein Isomorphismus.

Beweis: Nach Definition wird In f7,;, durch den Morphismus von Komplexen

C" (@, A) 0 C™(@G, A) 0 C"Y(@, A)

Tanl Ta’ﬂ Tan+l

s ——= O N Gal(L' [ K), AV ) 2 C™(Gal (L' | K), AV ) —2= O™ (Gal(L' | K ), AVv ) — -

induziert. Hierbei ist o (f) = ifp" fiir eine r-Kokette g : Gal(L'/K)" — AYr'| wobei
p: G — Gal(L'/K) = G/Uy die Projektion und i : AV — A die Inklusion ist. Offenbar
sind alle a” injektiv.

Surjektivitat von (5.10.5): Es geniigt zu zeigen: Ist f € C"(G, A), so gibt es ein L' €
K(L/K) und ein g € C"(Gal(L'/K), AVv) mit a™(g) = f. Ist ndmlich f ein n-Kozykel,
so ist g ebenfalls ein Kozykel, wegen a"™1dg = da"g = 0f = 0 und Injektivitit von o,

und damit ist [f] = [ag] = ou[g] = Infr/(g].

Sei also f : G™ — A ein Element in C"(G, A), also eine stetige Abbildung. Mit G ist auch
G™ kompakt, also auch f(G"), da A als diskreter topologischer Raum offenbar Haus-
dorffsch ist. Da A diskret ist, bedeutet dies, dass f(G™) endlich ist. Da jedes Element
a € A im Fixmodul AY fiir eine offene Untergruppe U < G liegt, gibt es eine offene
Untergruppe U < G mit

fgry c A”.
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Dabei kénnen wir durch Ubergang zu einer offenen Untergruppe annehmen, dass U < G
ein offener Normalteiler ist (Ist U = Gal(L/K’) fir eine endliche Teilerweiterung K’/ K,
so betrachte U’ = Gal(L/L’) fiir die normale Hiille L'/ K von K'/K).

Weiter ist wegen der Stetigkeit von f und der Diskretheit von A fiir jedes g = (g1, ...,9,) €
G™ die Menge f~'({f(g1,---,9n)}) offen, enthélt also eine offene Umgebung ¢;U; X ... X
gnUn =: U(g) von g, mit offenen Untergruppen Uy, ..., U, von G. Wie oben kénnen wir
annehmen, dass die U; offene Normalteiler von G sind. Da G" kompakt ist, wird G™ von
endlich vielen U (g™, ... U(g") iiberdeckt. Sei N der Durchschnitt des obigen U und aller
U;, die in den endlich vielen U(g")) auftreten. Dann hingt f nur von den Nebenklassen
modulo N ab, ist also konstant auf allen Mengen

G N x ... X g, N

fiir alle (g1,...,9,) € G™. AuBerdem hat f wegen N C U Bild in AV.
Ist nun L' = L%, so ist nach (unendlicher) Galoistheorie L'/K eine endliche Galoiser-

weiterung und N = Gal(L/L") = Uy = ker(G 5 Gal(L'/K)), und nach Konstruktion
liegt f im Bild von

o C"(Gal(L'/K), AU — C™(G, A)
(Urbild von f ist g mit g((p(¢1),---,2(gn))) = f(g1,-- -, 9n))-
Injektivitit von (5.10.5): Sel g € Z™(Gal(L'/K), AVv) mit Infr,/]g] = la} 9] = 0.
Es gibt also ein f; € C" (G, A) mit df; = %19 Nach dem ersten Schritt gibt es
eine endliche galoissche Teilerweiterung L”/K und ein g, € C" Y (Gal(L"/K), AVr") mit

aTL‘7L1,, g1 = f1. Dabei kénnen wir annehmen, dass L” O L' (Verkleinern des Normalteilers
N oben). Bilden wir dann

apnp o CT(Gal(L'/K)AY) — C"(Gal(L"/K), AV
wie oben, so folgt
az/L//Oéz///L/g = Ozz/L/g = afl = 804272,,91 = O/E/L,,agl y

also af, 9 = dg1 wegen Injektivitdt von af L Dies bedeutet, dass Infr//[g] =
[a}n1,9] = 0, also dass [g] im induktiven Limes gleich 0 ist.

Wir fithren noch ein niitzliches Hilfsmittel zur Berechnung von Kohomologie ein. Sei G
eine Gruppe mit diskreter Topologie oder G = Gal(L/K) fiir eine Galoiserweiterung L/ K,
versehen mit der Krulltopologie.

Lemma /Definition 5.11 Sei A eine abelsche Gruppe und
MCE(A) ={f:G — A| f stetig }

wobei A die diskrete Topolgie trigt. Dann wird M%(A) ein diskreter G-Modul durch die
Definition

(9f)(h) = f(hg)
fiir g, h € G und heifit der coinduzierte Modul zu A.
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Beweis der Behauptungen: 1) M%(A) ist ein G-Modul: Es ist klar, dass 1- f = f und
dass g(f1 + f2) = gf1 + gfe fiir g € G. Weiter gilt

(91(g2/))(h) = (g2f)(hg1) = [f((hg1)g2)
= f(Mag2) = ((q192)f)(h),

also ¢1(g2f) = (g192) f filr g1, 92 € G.

2) M (A) ist ein diskreter G-Modul: Fiir G mit diskreter Topologie ist nichts zu zeigen;
sei also G = Gal(L/K) eine Galoisgruppe. Ist f : G — A stetig, wobei A die diskrete
Topologie hat, so gibt es nach dem Beweis von Satz 5.10 einen offenen Normalteiler
N < G, so dass f(g) = f(gn) fir alle n € N. Dies bedeutet aber f = nf fir alle n € N.
Der Stabilisator von f in G enthélt also N, ist also offen.

Bemerkungen 5.12 Fiir G mit diskreter Topologie ist MY(A) einfach die Menge al-
ler Abbildungen f : G — A. Insbesondere hat man fiir eine endliche Gruppe G einen
Gruppenisomorphimus

MG(A) = PA
cEA

f = (f(o-il))aEG’a

und dies wird ein Isomorphismus von G-Moduln, wenn G rechts wie folgt operiert:
T(ts)occ = (ar-10)0cc -
Insbesondere gibt es einen Isomorphismus von G-Moduln
M(zZ) = Z[G],

wobei Z[G] der Gruppenring ist (siche Ubungsaufgabe 11). Der Nutzen der coinduzierten
G-Moduln liegt in der folgenden Eigenschaft:

Proposition 5.13 (a) Unter den Voraussetzungen von 5.11 gilt

H™(G,M%(A)) =0 firalle n>0.

(b) Weiter gibt es einen kanonischen Isomorphismus

H(G,M%(A) = A.

Beweis (a) Sein > 1 und f € Z"(G, M%(A)). Definiere eine Abbildung
h: GM'— MY(A)

durch
h(glu cee 7gn71)(g> = f(g7g17 s ;gn71)<1) :

Dann ist i wohldefiniert und stetig (beziiglich der diskreten Topologie auf M“(A)): Nach
dem Beweis von Satz 5.10 gibt es wegen der Stetigkeit von f einen offenen Normalteiler
N <G, sodass f: G" — MS(A) iiber (G/N)" faktorisiert. Daher hingt h(gi, ..., gn 1)
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nur von g mod N ab, ist also stetig, d.h., in M%(A), und weiter faktorisiert h iiber
(G/N)"! und ist somit stetig.

Weiter berechnen wir fiir g1, ..., ¢,, 9 € G mit Definition 3.1
((Ouh)(g1, - - 9n))(9)

= [g1h(g2, - gn) + 2(—1)%(91, 3 9iGit1, 5 9n) F (1)1, gn1)](9)

n—1
= [f(g.gl7g27 s 7gn> + ;(_1)Zf(gagla <o ik, - - 7gn) + (_1)nh(gagla s 7gn71)](1)

wegen Of = 0. Also ist f = Oh € B"(G, M%(A)) wie behauptet.

(b): Fiir f € MY(A) gilt: f € M9(A) < f(h) = f(hg) fiir alle h,g € G & f
ist konstant. Die Abbildung a +— f mit f(g) = a fiir alle ¢ € G induziert also den
Isomorphismus in (b).

Corollar 5.14 Ist G eine endliche Gruppe, so ist H"(G, Z[G]) = 0 fiir alle n > 0.

Lemma 5.15 Sei A ein diskreter G-Modul. Dann ist die Abbildung

iA A — MG(A)
a — f,mit f,(g9) = ga

ein injektiver Homomorphismus von G-Moduln (wobei rechts A nur als abelsche Gruppe
aufgefasst wird).

Beweis Fiir h € G ist fr.(g9) = g(ha) = (gh)a = f.(gh) = (hf.)(g), also fra = hfa.

Bemerkung 5.16 Setzen wir B := coker iy = M%(A)/A, so erhalten wir eine kurze
exakte Sequenz von diskreten GG-Moduln

0— A< M®(A) — B—0.
In der langen exakten Kohomologiesequenz
0— AY — (M%(A)® - B¢ - HY(G, A) — ...
ist nach 5.13 H"(G, MY(A)) = 0 fiir n > 1. Dies liefert eine exakte Sequenz
0— A~ A— BY - HY(G,A) =0

und I[somorphismen

H™G,B) = H'(G, A).

Hierdurch kann man die Kohomologie von A im Grad ¢ (man spricht auch von Dimension
i) durch die Kohomologie von B im Grad i — 1 berechnen. Dies heifit die Methode der
Dimensionsverschiebung.

Eine andere Anwendung ist:
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Satz 5.17 Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung N. Fiir jeden G-Modul A und jedes
n > 0 gilt
N-H"(G,A)=0.

Beweis: Wir haben die Homomorphismen von G-Moduln

AL MG S oA
a +— (0 oa)

f = 2 o f(o).

oeG

Fiir ¢ = i4 (und allgemeine G!) siehe 5.15. Die Abbildung 7 = 74 ist nur fiir endliches G
definiert. Die Additivitat ist klar, und fiir 7 € G gilt

n(rf) =2 o7 flor) = X 7(o7) " f(oT) = 7 (f).

ceG oeG

Offenbar gilt mi = N, d.h., 7(i(a)) = N - a. Dann ist auch die Komposition
H™(G, A) = H"(G, ME(A)) ™ H"(G, A)

die Multiplikation mit N (N, = N, wie man aus der Definition sieht). Andererseits ist
diese Komposition null, da H"(G, M(A)) =0 (n > 0). Es folgt die Behauptung.

86 Hilbert 90 und Kummer-Theorie

Satz 6.1 (Hilberts Satz 90) Sei L/K eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Dann

1st
Hl(L/K,LX) = HI(G,LX) =0.

Beweis: Nach der Limeseigenschaft Satz 5.10 geniigt es, dies fiir endliche Galoiserweite-
rungen zu zeigen (Beachte: Fiir einen Zwischenkérper M von L/K ist L* Gal(L/M) — Jfx
nach Galoistheorie). Sei also G endlich und

f:G— L~

ein 1-Kozykel. Wegen der linearen Unabhéngigkeit von Kérperhomomorphismen (Algebra
I, Corollar 20.3) ist dann
>, flo)o

oeG

nicht die Nullabbildung; es gibt also ein o € L* mit

= Y flo)ola) #0,

oceG

d.h., 8 € L*. Fir 7 € G gilt dann weiter wegen der Kozykel-Eigenschaft (f(70) =
7f(o) - f(7))

7(8) = X 7flo)ro(e) = 3 f(r)" f(ro)ro(a) = f(7)7'5.

ceG geG
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Dabher ist
fry=r@) - =7 -(BFH" firalle T€GqG,

also ein f Korand.

Dieser Satz hat viele Anwendungen; eine davon ist die Kummer-Theorie (vergleiche auch
Algebra I, §20):

Sei K ein Korper und K ein separabler Abschluss von K. Weiter sei n eine natiirliche
Zahl, die in K invertierbar ist (d.h., char(K) { n) und p, C K die Gruppe der n-ten
Einheitswurzeln in K. Dann ist p, zyklisch von der Ordnung n (siehe Algebra I, Lemma,
15.6(e)). Jede separable Erweiterung L von K fassen wir als Teilkorper von K, auf. Fir
jedes solche L sei pu, (L) = pu, N L die Menge der n-ten Einheitswurzeln in L.

Satz 6.2 (Kummer-Isomorphismus) Sei L/K eine galoissche Korpererweiterung. Dann
gibt es einen Isomorphismus

(LX) O KX (K*)" = HY(LJK, (L))

der fiir ein a € K* mit a = ", 6 € L, die Klasse von « auf die Klasse des Kozykels

o (B)

0= —2= € pin(L)

5]
abbildet.

Beweis: Wir haben eine exakte Sequenz von diskreten Gal(L/K)-Moduln
1 — pn(L) — L5 (L) — 1,

wobei — fiir den Homomorphismus z — 2™ steht. Dies liefert die exakte Kohomologiese-
quenz

KX 5 ("N K* % HY(L/K, up(L)) — HY(L/K,L*) = 0.
Hierbei haben wir benutzt, dass mit G = Gal(L/K) gilt: (L*)¢ = K>, ((L*)")¢ =
(L*)" N K>, sowie H'(G,L*) = 0 (Hilbert 90). Weiter ist § der Verbindungshomomor-
phismus. Wegen der Exaktheit der Kohomologiesequenz folgt die Surjektivitdt von 6 und
die Behauptung des Satzes mit dem Homomorphiesatz, da das Bild der ersten Abbil-

dung (K*)" ist. Die explizite Beschreibung von § folgt aus der Definition von ¢ und des
Differentials 0" : L* — CY(G, L*).

Corollar 6.3 Es gibt einen Isomorphismus

KXY 5 Y (K ).

Beweis: Dies folgt aus 6.2 fiir L = K, weil (K)"NK* = K* gilt: Fiir jedes o € K* gibt
es nadmlich ein § € K mit 8" = . Denn zunéchst gibt es ein solches [ im algebraischen
Abschluss, als Nullstelle des Polynoms X™ — «, aber ( ist in K, da dieses Polynom
separabel ist (wegen char(K) 1 n, vergleiche Algebra I, Beweis von Satz 20.5).
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Bemerkung 6.4 Wir haben also eine exakte Sequenz von diskreten G x-Moduln
1=, — KX 5K —1,

die sogenannte Kummer-Sequenz. Corollar 6.3 folgt auch direkt aus der zugehorigen

Kohomologiesequenz.

Satz 6.2 kann noch zu einer Existenzaussage verschirft werden.

Definition 6.5 K enthalte alle n-ten Einheitswurzeln (d.h., es gelte u,(K) = u,). Ei-
ne Galoiserweiterung L/K heie Kummer-Erweiterung vom Exponenten n, wenn L/K
abelsch vom Exponenten n ist.

Hier definieren wir fiir n € N:

Definition 6.6 (a) Eine abelsche Gruppe A heifit von Exponenten n, wenn nA = 0, d.h.,
na = 0 fiir alle a € A.

(b) Eine Galoiserweiterung L/K heifit abelsch (bzw. abelsch vom Exponenten n), wenn
Gal(L/K) abelsch (bzw. abelsch von Exponenten n) ist.

Satz 6.7 (Kummer-Korrespondenz) Es gelte u,, € K. Dann gibt es zueinander inverse,
inklusionserhaltende Bijektionen

endliche Kummer- R Untergruppen A C K*
K := < Erweiterungen L/K v mit (K*)” C A und =D
vom Exponenten n — | A/(K*)™ endlich

mittels der Zuordnungen

L ,ﬂ AL - (Lx)anx
P
La = L(YA) — A

Hierbei sei L(V/A) = L(/a | a € A).

Beweis: Fiir L € C gilt (K*)" C A, € K*, und nach Satz 6.2 haben wir einen Isomor-
phismus
Ap/(KX) 2 HY(Gal(L/K), )

Da L/K endlich ist, ist H'(Gal(L/K), u,) offenbar endlich, also liegt Az, in D. Ist umge-
kehrt A € D, so ist fiir jedes @ € A die Erweiterung K (/«)/K galoissch, mit zyklischer
Galoisgruppe von Exponenten n (wegen p, C K, nach der Kummer-Theorie aus Algebra,
I, §20). Seien aq,...,a, € A Elemente, deren Nebenklassen ein Reprisentantensystem
fur die endliche Gruppe A/(K*)™ bilden. Fiir jedes a € A gilt dann o = «;, ... ;4" mit
i1,-..,0s € {1,...,r} und v € K* und daher

K({/a) C K(ya..... i/ar).

Daher ist La = K(V/A) = K(/ax,..., /a,) das Kompositum der K(/a;) und daher
endlich iiber K und abelsch vom Exponenten n (beachte Algebra I, Lemma 21.4), also in
IC. Die Zuordnungen ¢ und 1 sind also wohldefiniert.
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Weiter gilt

(6.7.1) K(Y/A)CL ,dh, ¢¢L C L.

Fir o € oL = Ay = (L*)"N K* gilt ndmlich K ({/a) C L. Denn hier bezeichnet {/« ein
Element v € K, mit v = «. Andererseits gilt nach Definition o = " fiir ein g € L*.
Damit folgt (v/3)" = a/a =1, also v/ = ¢ € u, C K. Es folgt K(vy) = K(8) C L.
Insgesamt folgt VoL = K (/Ar) C L, also (6.7.1). Andererseits gilt

(6.7.2) (LIO"NK* DA ,dh, ¢vA D A.

Sei némlich Ly = K(/A) und o € A. Dann gibt es ein § € La mit " = a, und es folgt
a€ (L))" NK* = pypA.

Weiter sind ¢ und ¢ offenbar inklusionsend-erhaltend, d.h., es gilt

Lcl = Ap C Ap

(673) ACA = LA C Lar.

Wir zeigen nun ¢L = L fir L € K. Nach Voraussetzung ist Gal(L/K) eine endliche
abelsche Gruppe von Exponenten n. Wir benutzen

Satz 6.8 (Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen) Jede endlich abelsche Gruppe ist
direktes Produkt von zyklischen Gruppen.

Beweis: Spéter.

Danach ist

(6.7.4) Gal(L/K) = @ A,

i=1
mit zyklischen Gruppen A;, die notwendigerweise ebenfalls von Exponenten n sind. Die

Projektionen
Gal(L/K) — A;

entsprechen nach Galoistheorie Teilerweiterungen L; C L mit Gal(L;/K) = A; (L; = LA
mit A} = @;4A;), und wegen (6.7.4) ist L das Kompositum der L;. Nach der Kum-
mertheorie fiir zyklische Erweiterungen (Algebra I, Satz 20.7) gibt es fiir jedes i ein o; € K
mit L, = K({/a;) (Ist L;/ K zyklisch von Grad my, so gilt m; | n, also p,, € pu, C K, und

nach Algebra I 20.7 gibt es ein 3; € K mit L; = L( "™/3;). Wir koénnen dann «o; = (3,

nehmen). Nach Konstruktion ist {/a; € L, also o; € Ay, also L; C K({/Ar). Damit liegt
auch das Kompositum L in K ({/AL). Wegen (6.7.1) folgt Gleichheit.

Wir zeigen nun ¢ipA = A. Sei A = ¢gpA und L = Ln = A, so dass A = Aj. Nach
(6.7.2) ist A C A, und wir erhalten ein Diagramm

A=y = (L) () s HVL/K, )
|

A/(K)"
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Angenommen A & A. Dann ist U := §(A/(K*)") eine echte Untergruppe von
H'(L/K, ptn) = Hom(G, j1,.)
wobei G = Gal(L/K). Sei
H={oceG|x(o)=1 firale xeU},
Nach dem folgenden Satz 6.10 (siche Bemerkung 6.11) ist H # 1. Andererseits gilt

ceH & da)o)=1 furalle ae€A
& o(Ya)= {Ja firale ae A

da L = K(/A) — Widerspruch!. Daher gilt A = A, d.h., ¢ A = A, und Satz 6.7 ist

bewiesen.

Definition 6.9 Fiir eine endliche abelsche Gruppe A heifit
AY = Hom(A,Q/Z)

das Pontrjagin-Dual von A.

Satz 6.10 (Dualitdtstheorie fiir endliche abelsche Gruppen) Sei A eine endliche abelsche
Gruppe.

(a) AV ist nicht-kanonisch isomorph zu A. Insbesondere ist AY wieder endlich und abelsch
und hat dieselbe Ordnung wie A

(b) Ist A vom Exponenten n € N; so gilt

AY = Hom(A,Z/n7Z) .

(c) Die kanonische Abbildung

og A — AV
a — (x+— x(a))
ist ein Isomorphismus.
(d) Ist
0-A2BL0—0

eine exakte Sequenz von endlichen abelschen Gruppen, so ist
v BY pval gy
0—-C"—>B"— A" =0

exakt (Fiir einen beliebigen Homomorphismus ¢ : A — B sei dabei ¢¥ : BY — AY durch
BY 3 x — xop e AY definiert).

(e) Fiir eine Untergruppe U < A sei

U= ={xeA | xy =0}
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Dann ist die Zuordnung

Uw— Ut

eine Inklusions-umkehrende Bijektion zwischen den Untergruppen von A und den Unter-
gruppen von AY. Dabei gilt AY/U+ = UV,

Bemerkung 6.11 Aus diesem Satz folgt die Beziehung H # {1} im obigen Beweis:
Identifizieren wir die beiden zyklischen Gruppen pu,, und Z/nZ, so ist

Hom(G,u,) = Hom(G,Z/nZ) = G" .
Gehen wir zur additiven Schreibweise tiber, so erhalten wir fiir U 5 GV die exakte Sequenz
0—-U—-G'—-G'/U—0
mit nicht-trivialem GY/U und eine exakte Sequenz
0— (GY/U)Y -G —-UY—0

wobei (GY/U)Y nicht-trivial ist. Die Abbildung GVY — UY (die ¢ € (GY)Y auf ¢\U

abbildet) hat also nicht-trivialen Kern. Benutzen wir die Isomorphie ¢g : G = GVV, so
gibt es also ein a € G, a nicht-trivial, mit ¢g(a)(x) = x(a) = 0 fur alle x € U. Dies liefert
ein nicht-triviales Element in der Gruppe H oben.

Beweis von Satz 6.10: (b): Hat A den Exponenten n, so gilt fiir y € A" :

(nx)(a) = n - x(a) = x(na) = x(0) = 0.

Insbesondere hat x Bild in Q/Z[n] = Z/nZ (vergleiche 4.20), und A" ist wieder vom
Exponenten n.

Es geniigt im Folgenden, Gruppen von einem festen Exponenten n zu betrachten.

(a) Fiir Z/nZ gilt kanonisch

Z/nZ = Hom(Z/nZ,7/n7) = (Z/nZ)"

b —  (pp mit pp(1) =)

(also pp(a) = ab). Fiir eine endliche zyklische Gruppe A folgt eine nicht-kanonische Iso-
morphie A = AY durch Wahl eines Isomorphismus A = Z/nZ. Fiir eine beliebige endliche
abelsche Gruppe A gibt es nach Satz 6.8 zyklische Untergruppen Ay, ..., A, mit

A=A40...0A,.
Es gibt dann aber eine kanonische Isomorphie

Ao oA > (4 o. . 0A4)

6.10.1 . r
( ) (Xl»- .- 7X7") = X mit X(alv s 7a7“) = sz(al)

Hieraus folgt (a).
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(c): Dies folgt wieder leicht fiir zyklische Gruppen A: Ist A von der Ordnung n und a
ein Erzeugendes, so gibt es fir jedes m € Z/nZ genau ein xm mit xm(a) = m. Der
Homomorphismus

0a: A— AV

ist dann injektiv, denn es ist yg(ka) = k # 0 fiir ka # 0. Da A"V diesselbe Ordnung wie
A hat, muss ¢4 bijektiv sein. Der Fall eines beliebigen A folgt dann wieder mit (6.10.1).

(d) Die Exaktheit von

0—CV ﬂ BY @ AY
folgt leicht. (Spater werden wir dies im allgemeinen Rahmen von R-Moduln beweisen).
Dann muss o surjektiv sein, denn es ist |AY| = |A| = |B| - |C|™' = |BY|-|CVY]7! =
|BY/C"Y|, die Injektion BY/CY — AY (Homomorphiesatz!) ist also ein Isomorphismus.

(e): Fiir Untergruppen U,V C A ist die Beziehung
UCV = V-CU"
klar. Definieren wir nun auch fiir Untergruppen X C AV ein ‘orthogonales Komplement’
Xt={acA|x(a)=0 VyxeX},

so zeigen wir, dass
X = X+

eine Umkehrabbildung zu U + U* ist: Die exakte Sequenz
0-USA— AU -0
liefert nach (d) eine exakte Sequenz
0— (A/U) — AV 5 UY 0.
Aber offenbar ist gerade U+ = ker", dies liefert eine exakte Sequenz
0-utLavyv o,
wobei j die Inklusion ist. Nochmaliges Dualisieren liefert ein kommutatives Diagramm

j\/

0 vV i AWV

@UTZ ZTW

U——A

(UL —>0

mit exakter oberer Zeile. Offenbar ist gerade U+t = ker(jV o p4), und es folgt U+ = U.
Genauso folgt X+ = X fiir X < AV,

87 Moduln iiber Hauptidealringen und der Elementarteilersatz
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Sei R ein Ring.
Definition 7.1 Sei M ein R-Modul. Die Linge von M (Bez. {g(M)) ist das Supremum
aller Langen ¢ von Ketten von Untermoduln

0SMGM,G...C M =M.

(Es ist also £r(M) € NgU {oo}).

Lemma 7.2 (Additivitéit in exakten Sequenzen) (a) Ist
0—=M5MEM -0
eine exakte Sequenz von R-Moduln, so gilt
Cr(M) =Llr(M") + tr(M").
Insbesondere hat M genau dann endliche Lange, wenn dies fiir M’ und M” gilt.
(b) Fiir R-Moduln My, M, gilt (r(My & My) = (r(My) + (r(Ms).

Beweis (a): (Wir fassen i als Inklusion auf) Hat man Ketten von Untermoduln

C oy C C A = M

VEAE Eap o

e ’

so ist mit M; = o~ 1(M]")
0SMS..SMSMS..SM=M

eine Kette der Lénge r + s. Dies zeigt
(7.2.1) Cr(M) > Lp(M') + Lr(M").

Sei umgekehrt

eine Kette von Untermoduln in M. Wir erhalten kommutative Diagramme mit exakten

Zeilen
0 — MiHOM’ — Mi—‘rl — @(MH—I) — 0
®) Sy S|
0 - MinM — M, — M) — 0.

Ist @(M;) = @(M;11), so muss M; N M G My N M’ sein, wie man zum Beispiel mit dem
Schlangenlemma (4.16) sieht. Es gilt also ¢(M;) G @(M;y1) oder My "M’ G My 0 M,
fiir jedes 0 < i < ¢ — 1. Hieraus folgt

(7.2.2) 0 < Lp(M') + Lr(M")

und damit die Gleichheit in (7.2.1). Der Zusatz folgt ebenfalls aus den obigen Uberlegungen.
(b) folgt aus (a) und der exakten Sequenz

O — M1 — Ml@MQ — M2 — 0
z = (2,0),(z,y) &y

Beispiel 7.3 Die Lange der abelschen Gruppen (= Z-Moduln)
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Z7./57 x 7.]57
7.)257
ist jeweils gleich 2, denn die Lange von Z/5Z ist gleich 1, da diese Gruppe keine echte
Untergruppe hat.

Sei nun R ein kommutativer Ring mit Eins.

Lemma /Definition 7.4 Sei M ein R-Modul.

(a) Sei (M;);er eine Familie von Untermoduln M; C M. Dann ist
S M; = {Zmz | m; € M;, m; =0 fiir fast alle i € I}
el el

der kleinste Untermodul von M der alle M; enthalt und heifit die Summe der Untermo-
duln Mz

(b) Sei (x;);es eine Familie von Elementen z; € M. Dann ist

<xi|i€I>R = ZRxl,
el

der kleinste Untermodul der alle x; enthélt und heifit der von den z; erzeugte Unter-

modul. Hierbei sei Rx := {ax | a € R} fiir x € M.

(c) Die Familie (z;);c; heiit ein Erzeugendensysten von M, wenn < x; | i € [ >g= M,
also wenn es fiir jedes x € M Elemente a; € R gibt, fiir alle ¢ € I, a; = 0 fiir fast alle 1,
mit r = > a;x;.

i€l
(d) M heifit endlich erzeugt, wenn M von endlich vielen Elementen erzeugt wird.

(e) M heifit zyklischer R-Modul, wenn M von einem Element erzeugt wird (d.h., M = Rz
fiir ein x € M).

Beweis der Behauptungen: klar!
Bespiel 7.5 Z/25Z ist zyklisch, Z /57 x Z/57 nicht (warum?).

Definition 7.6 Sei M ein R-Modul.

(a) Eine Familie (x;);e; von Elementen z; € M heifit linear unabhéngig (oder frei),
wenn gilt: Ist
Z a;T; = 0

i€l
mit a; € R (1 € I), a; = 0 fir fast alle i € I, so gilt a; = 0 fiir alle ¢ € 1.

(b) Der Rang von M (Bezeichnung rg(M)) ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger
Elemente in M (d.h., die maximale Kardinalitét einer freien Familie in M).

Bespiele 7.7 (a) Z und Q haben beide den Z-Rang 1 (vergleiche Ubungsaufgabe 17).
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(b) Z/25Z hat Rang 0 als Z-Modul und Rang 1 als Z/25Z-Modul.

Definition 7.8 Sei R ein Integritétsring und M ein R-Modul.
(a) Ein Element x € M heifit Torsionselement, wenn es ein a € R~ {0} gibt mit az = 0.
(b) M heifit ein Torsionsmodul, wenn jedes Element Torsionselement ist.

(¢) M heiBt torsionsfrei, wenn 0 € M das einzige Torsionselement ist.

Bespiel 7.9 (a) Offenbar ist fiir eine abelsche Gruppe (= Z-Modul) A ein Element a € A
genau dann ein Torsionselement, wenn es endliche Ordnung hat.

(b) Q/Z ist eine Torsionsgruppe (=Torsions-Z-Modul), da jedes Element endliche Ord-
nung hat, aber Q/Z hat keinen endlichen Exponenten.

Bemerkung 7.10 Ein Modul iiber einem Integritatsring R ist genau dann ein Torsions-
modul, wenn er Rang null hat.

Sei nun R ein Hauptidealring (integer, jedes Ideal ist ein Hauptideal, d.h., von einem
Element erzeugt). Nach Algebra I, Satz 6.18 ist R dann auch faktoriell, d.h., jedes Element
a € R besitzt eine Primfaktorzerlegung

a=&epr...Pr
mit einer Einheit € und Primelementen py, ..., p,, wobei die p; eindeutig bis auf Assozi-
iertheit sind.

Zur Erinnerung: Zwei Elemente «, § heiflen assoziiert (Bez.: oo ~ [3), wenn o = €3 mit
einer Einheit €. Weiter gilt fir o, 5 € R: a | < (5) C («), wobei (o) = aR das von «
erzeugte Hauptideal ist.

Lemma 7.11 Besitzt a € R die Primfaktorzerlegung a =€ -p; ... p, (¢ Einheit, p; prim),
so ist
lr(R/aR) =r.

Beweis Sei a =7 - ¢} ... ¢ mit einer Einheit n und paarweise nicht assoziierten Prim-
elementen ¢;, so dass r = ny + ...+ n,s. Nach dem Chinesischen Restsatz (Algebra I, Satz
3.24) gilt

RiaR= @D R/¢"R,
=1

nach 7.2 (b) also {g(R/aR) = > lr(R/q;"R).

i=1
Es geniigt also, den Fall a = p" fiir ein Primelement p zu betrachten. Die Untermoduln von
R/aR entsprechen bijektiv den Idealen a C R mit aR C a, also, da R Hauptidealring ist,
bijektiv den Teilern 1 = p° pt, p?,... p™ von p". Daher ist £r(R/p"R) = n wie behauptet.
Beispiel 7.12 Dies impliziert nochmals, dass Z/25Z die Lénge 2 hat.

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Paragraphen.
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Satz 7.13 (Elementarteilersatz) Sei F' ein endlich erzeugter freier Modul iiber einem
Hauptidealring R und M C F' ein Untermodul von Rang n. Dann gibt es eine Basis

iy Ty Tty e ooy T (n <m)

von F' und Elemente ay,...,a, € R~ {0} so dass gilt:

(i) ayxy, . . ., iy, bilden eine Basis von M (insbesondere ist M selbst ein endlich erzeugter
freier R-Modul).

(il) ay | g fiir 1 <i <mn.

Dabei sind die Elemente oy ..., q, bis auf Assoziiertheit eindeutig durch M bestimmt
und unabhéngig von der Wahl der z;. Man nennt «q, ..., «a, die Elementarteiler von M.
Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

Zunéchst benotigen wir den folgenden Begriff:

Lemma /Definition 7.14 Sei yi, ..., y,, eine Basis von F. Fiir z € F setze
cont(x) = ggT(c1,...,cm),
falls z = cyy1+. . . +cpym mit ¢q, . . ., ¢,, € R. Die Klasse dieses Elements bis auf Assoziierte

ist wohldefiniert und unabhéngig von der Basis (y1, .. ., ¥m), und heiit der Inhalt von x.

Beweis: Zunichst ist der gg7" nur wohldefiniert bis auf Assoziierte, und bei fester Basis
sind die ¢; eindeutig durch x bestimmt. Um die Unabhéngigkeit von der Basis zu zeigen,
betrachten wir den R-Modul

F*:= Hompg(F, R)

aller Linearformen auf F'; d.h., aller R-linearen Abbildungen ¢ : F' — R. Die Menge
I(z) :=A{p(z) | ¢ € F'}

bildet offenbar ein Ideal in R, und wir behaupten I(z) = (cont(z)), woraus die Un-
abhéngigkeit von cont(x) bis auf Assoziierte folgt, denn I(x) ist unabhéngig von der
Basis.

Sei (y7,...,y)) die duale Basis von F*, eindeutig bestimmt durch
Yi (45) = i -

(Dass dies geht und eine Basis liefert, folgt sofort aus der universellen Eigenschaft des
freien Moduls).

Aus der Theorie des ggT [(99T (c1,...,¢m)) = (c1,. .., cm)] folgt, dass

99T (c1, ... cm) = > ac;
i=1

fir gewisse aq, ..., a, € R. Fiir die Linearform ¢ = > a;yF folgt dann
i=1

o(r) = > a;c; = ggT(cy, ..., cm) = cont(z),
=1
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andererseits ist fiir jede beliebige Linearform ¢ = Y by
i=1

ZD(CE) = Z a;C; € (01, - ,Cm) = (cont(x)) ,
i=1
und es folgt I(z) = (cont(x)) und damit die Behauptung,.

Lemma 7.15 Sei z € F.
(i) Es existiert ein ¢ € F* mit p(z) = cont(x).
(ii) Fir ¢ € F* gilt cont(x) | ¥(z).

Dies wurde im obigen Beweis gezeigt.

Lemma 7.16 Sei M C F ein Untermodul. Dann existiert ein x € M mit cont(z) | cont(y)
fiir alle y € M.

Beweis: Betrachte die Menge J aller Ideale (cont(y)) mit y € M. Diese Menge enthélt
ein maximales Element (cont(z)), denn sonst gédbe es eine unendliche echt aufsteigende
Folge

(cont(y1)) G (cont(y2)) S ...

von Idealen — dies wire ein Widerspruch dazu, dass R (als Hauptidealring!) noethersch
ist (vergleiche Algebra I, Proposition 5.7).

Sei ¢ € F* mit p(z) = cont(z) (Lemma 7.15(i)). Wir behaupten
(7.16.1) o) | ply) firalle ye M.

Denn sei y € M und d = ggT(p(z),¢(y)). Dann gibt es a,b € R mit ap(z) + bp(y) = d,
also ¢(azx + by) = d. Nach 7.15(ii) gilt andererseits

cont(ax + by) | p(ax + by) =d
und wegen d | p(z) = cont(z) auch
cont(ax + by) | cont(x).
Aus der Maximalitit von (cont(z)) folgt nun
cont(x) ~ cont(ax + by) | d | ¢(y),

also (7.16.1).

Wir zeigen nun cont(z) | cont(y). Wegen 7.15 (i) gentigt es zu zeigen, dass fiir alle ¢ € F*
gilt

(7.16.2) e(x) [ ¥(y).

Nach 7.15 (ii) gilt ¢(z) | ¥(x), und nach (7.16.1) gilt p(z) | ¢(y). Um (7.16.2) zu zeigen,
konnen wir also y durch y — %x ersetzen und damit annehmen, dass ¢(y) = 0. Weiter
koénnen wir ¢ durch ¢ — %gp ersetzen und damit ¢ (z) = 0 annehmen.
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Sei dann e = ggT(p(2),¥(y)), und damit e = ap(x) + by(y) mit a,b € R. Es folgt
(p +¥)(az + by) = ap(z) + b (y) = e,
wegen 7.15 (ii) also cont(ax +by) | e | cont(x). Wegen der Maximalitdt von (cont(z)) folgt
cont(ax + by) ~ cont(z) = p(x).

Hieraus folgt
p(x) ~e|v(y),
also (7.16.2).

Lemma 7.17 Sei A ein Integritdatsring und F' ein freier A-Modul mit Basis y1, ..., Ym.
Dann ist rg(F) = m.

Beweis (vergleiche Ubungsaufgabe 26) Offenbar ist m < rg(F), da yi,...,ym linear
unabhéngig sind. Sei K der Quotientenkorper von A. Dann haben wir eine Injektion

v  F= PAy;, — K™
i=1
Yawy — (a1,...,an).
i=1

Sind x1, ..., 2, € F linear unabhéngig iiber A, so sind ¢(z1),. .., ¢(z,) linear unabhéngig
tiber K (warum?). Also gilt r < m, d.h., rg(F) < m.

Lemma 7.18 Sei R ein Hauptidealring und F’ ein endlich erzeugter freier R-Modul. Jeder
Untermodul M C F ist dann wieder endlich erzeugt und frei.

Beweis: Induktion iiber n =rg M <rgF < oo. Fiir rg M = 0 ist M = 0. Sei also n > 0.
Nach Lemma 7.16 gibt es ein & € M mit cont(z) | cont(y) fir alle y € M, und nach
7.15 (i) gibt es ein ¢ € F* mit ¢(x) = cont(x). Andererseits gibt es nach Definition von
cont(x) ein (eindeutig bestimmtes) z; € F' mit

x = cont(x) - 11

(x = > ¢y, fiir eine Basis (y1,...,ym) von F, cont(x) = ggT(c1,...,Cm) =: ¢, SO T1 =
> %y;). Setze nun
F'=%ker(¢) , M'=MNF'.

Dann gilt
(7.17.1) F=Ax, @ F , M=Axd M .

Sei ndmlich y € M Dann schreibe
=W, (y_ so(y)x)
p(x) ()
(Dies ist wohldefiniert, da ¢(x) = cont(z) | ¢(y) nach 7.15 (ii)). Rechts liegt der erste
Summand in Rz, und der zweite in M N ker(p) = M’. Da y beliebig in M war, folgt
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M = Rz + M’'. Weiter ist die Summe direkt: Wegen p(ax) = ap(z) = acont(x) und
cont(z) # 0 (da M # 0) liegt ax genau dann in ker(y), wenn a = 0 (M C F ist
torsionsfrei). Analog zeigt man F' = Az @ F': ersetze x durch z; und benutze ¢(z1) = 1.

Aus der Zerlegung M = Ax @& M’ folgt rg M' < rg M = n. Mit Induktion iiber n folgt,
dass M’ endlich erzeugt wird und frei ist, also auch M.

Beweis der Existenzaussage von Satz 7.13: Durch Induktion iiber n = rg M. Wie
im Beweis von 7.18 ist fiir n = 0 nichts zu zeigen, und fiir n > 0 erhalten wir Zerlegungen

F=An, 0 F , M=Azo M

mit z = cont(z)xr; und cont(zr) = p(x) gewihlt wie oben, und wobei M’ C F”.
Nach 7.18 ist F' C F frei, und wegen rg(M') < n existiert nach Induktion eine Basis
X9y .oy Ty Ty, - - -, Ty von F und es existieren ag, ..., a, € RN{0} mit ao | a3 | ... | ap,
so dass o, ..., q,T, eine Basis von M’ bilden. Dann ist zy, ..., z,, eine Basis von F
und mit o = cont(x) ist * = ayx1, ass, ..., a,x, eine Basis von M. Weiter gilt noch
a7 | ag: Sei namlich ¢ € F* eine Linearform mit ¢(x2) = 1 (zum Beispiel ¢ = 2§ fiir die
Dualbasis 7, ...,z von F*). Nach Lemma 7.15 (ii) gilt dann wegen asxs € M

a; = cont(z) | Y(agxs) = as.
Dies zeigt die Eigenschaften (i) und (ii) in Satz 7.13.

Zur Eindeutigkeitsaussage benutzen wir die beiden folgenden Resultate.

Lemma 7.19 Sei A ein beliebiger Ring, seien M, ..., M,, A-Moduln und N; C M;
Untermoduln, fiir : = 1,..., m. Dann gibt es einen kanonischen R-Modul-Isomorphismus

(Mi®...® M)/ (N1®...® N,) = M /N, @& ... M,,/N,,.

Beweis: Der R-Modul-Homomorphismus

Me..eM, — M/N&...®M,/N,
(x1,...,&y) +— (r; mod Ny,...,z, mod N,,)

ist surjektiv und hat den Kern Ny @ ...@® N,,. Die Aussage folgt also mit dem Homomor-
phiesatz 4.11 (a).

Satz 7.20 Sei R ein Hauptidealring und M ein R-Modul. Gibt es einen Isomorphismus
i=1

mit Nicht-Einheiten a4, ..., a, € R~ {0}, wobei a; | a;41 fiir 1 <i < n, so sind n, sowie
a1, ..., a, bis auf Assoziiertheit eindeutig durch M bestimmt.

Hieraus folgt
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Beweis der Eindeutigkeitsaussage in Satz 7.13: Seien eine Basis z,..., 2, von
F und oy,...,a, € R~ {0} wie in Satz 7.13 gegeben. Aus 7.19 folgt ein R-Modul-
Isomorphismus

=1 i=1 =1

mittels der Isomorphismen R = Rz; (a — az;), die Isomorphismen Ry = Royz; und
R/a;R = Rx;/Royx; induzieren. Bezeichnen wir mit N*" C N den Torsionsmodul eines
R-Moduls N, also die Menge aller Torsionselemente in N (vergleiche Ubungsaufgabe 24),
so induziert dies offenbar einen Isomorphismus

(7.19.2) (F/M)"" — @ R/a;R.
i=1
Nach (7.19.2) und 7.20 sind die Nicht-Einheiten unter den «; in (7.19.1), also auch in 7.13,

eindeutig bestimmt, auch deren Anzahl r. Die restlichen n — r Elemente «; in (7.19.1)
sind Einheiten, also alle assoziiert zu 1.

Beweis von Satz 7.20: (Beachte: o ~ < aR = fR) Sei
i=1 j=1

mit o1 | @, 1 < i < n,und B4 | G5, 1 < j < m (wir vertauschen aus Notati-
onstechnischen Griinden die Reihenfolge). Angenommen, es gibt ein & < min{m,n} mit
arR # PpR; sei k minimal mit dieser Eigenschaft. Wegen a; ~ g; fiir 1 < i < k und
Qpity - Q| g gilt

M = '%E ar(R/oiR) = '%El ax(R/ciR) & é_é an(R/G;R).

Mit Lemma 7.2 folgt
gR(Oék(R/ﬁkR)) =0 y

also ag(R/FrR) = 0, d.h., ax R C [ R. Entsprechend zeigt man 5y R C ai R, also oy, R =
O, R — Widerspruch!

Es gilt also a; ~ ; fiir alle 1 <4 < min{m,n}.

Gilt nun etwa m < n, so folgt wiederum mit Lemma 7.2, dass €@ R/«a;R die Linge 0
i=m+1
hat, also gleich 0 ist, woraus m = n folgt, da die R/co;R # 0.

Beispiel 7.21 Fiir die Z-Moduln M = 2Z x 3Z C Z X Z = F sind 2 und 3 nicht die
Elementarteiler, da 2 13 und 3 1 2 (vergleiche Ubungsaufgabe 25).

88 Anwendungen des Elementarteilersatzes
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Sei R ein Hauptidealring.

Proposition 8.1 Sei M ein endlich erzeugter R-Modul.
(a) Sei

M"" = {m € M | m Torsionselement }

der zugehorige Torsionsuntermodul (vergleiche Ubungsaufgabe 24). Dann ist M*" endlich

erzeugt und es ist
M — Mtor EB F

mit einem freien endlich erzeugten R-Modul F'.

(b) Insbesondere ist M genau dann frei, wenn M torsionsfrei ist.

Beweis: (a): Seien my,...,m,, € M Erzeugende von M und sei Fy = R™. Dann ist Fj
frei vom Rang m, und wir haben einen R-Modul-Epimorphismus

p:Fy » M
(a1,...,am) — > a;m; .
i=1

Sei N = ker(¢) C F. Nach dem Elementarteilersatz (und Lemma 7.17) gibt es eine Basis
X1y Ty von Found aq,...,a, € R\ {0}, n =rg(M) < m, mit

i=1
Nach dem Homomorphiesatz und (7.19.1) gibt es R-Modulisomorphismen

M~F/N =~ @R/aRo & R.
=1

i=n-+1

(8.1.1) iﬁm (B, Bm)

2171‘1'1 . (717"'7%7711—17"'7")%1)'

Hierbei sei fiir f € F mit f die Klasse von f in F//N bezeichnet und fiir 3 € R mit 3 die
Klasse von fin R/a;R (i =1,...,n).

Auf der rechten Seite von (8.1.1) ist @ R/a;R der Torsionsmodul und offenbar end-
i=1

m
lich erzeugt; weiter ist € R endlich erzeugt und frei. Dies impliziert (a). Genauer ist
i=n+1

@ Ry(x;) der Torsionsmodul von M, F = @ Ry(z;) frei und M die direkte Summe
i=n+1
dleser beiden Moduln.

(b) ist eine Konsequenz von (a): Ist M torsionsfrei, so ist My, = 0 und daher M = F
frei. Die Umkehrung ist offensichtlich und gilt fiir jeden Integritétsring.

Satz 8.2 Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist M Summe von zyklischen R-
Moduln. Genauer gilt:
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(a) Es gibt Nicht-Einheiten aq,...,a,, € R mit «; | a;yq fiir i =1,...,m — 1 und einen
Isomorphismus

(8.2.1) M= R/uR .
i=1
Dabei sind aq, ..., a,, bis auf Assoziierte eindeutig; wir nennen diese Elemente auch die

Elementarteiler von M.

(b) Fiir jedes Primelement p € R sei
M{p} :={x € M |p"z =0 fir ein n € N}

der p-primére Anteil von M, d.h., der Untermodul der Elemente, die durch eine p-Potenz
annulliert werden. Sei P ein Repréasentantensystem fiir die Klassen modulo Assoziiertheit
von Primelementen. Dann ist M{p} = 0 fur fast alle p und es gilt

(8.2.2) M = @ M{p)

peP

(c) Fiir jedes p € P gibt es eindeutig bestimmte Zahlen r, € Ny und n,(p), n2(p), . . ., ns, (p)
€ N mit

(8.2.3) M{p} = D R/pPR .
i=1

Beweis: (a) Der Isomorphismus folgt aus (8.1.1). Unter dem Isomorphismus (8.2.1) ist
weiter M'" isomorph zur Summe der R/q; R, fiir die ; Nicht-Einheit und «; # 0 ist. Nach
Satz 7.20 sind diese «; eindeutig bestimmt. Die anderen «; sind null, und ihre Anzahl ist
nach 7.17 der Rang des freien R-Moduls M /M™".

(b) Offenbar ist M{p} ein Untermodul. Ist in (8.2.1) oy ~ [] p™® die Primzerlegung,
peP

mit n;(p) € No, n;(p) = 0 fiir fast alle p, so ist nach dem Chinesischen Restsatz

M =~ @ R/laR=P P R/p“PR .

8.2.1 ;=1 i=1 peP
Dabei entspricht offenbar
DR /pm-(p) R
i=1

dem Untermodul M{p}. Dies liefert (b) und die Isomorphie (8.2.3) in (c): Die n;(p), die
nicht null sind, sind wieder nach 7.20 eindeutig; denn nummerieren wir fiir festes p neu,
so dass 1 < ni(p) <na(p) < ... <y (p) und n;(p) = 0 fiir 7, < i < m, so gilt

pm(p) | pnz(p) . pnrp(p)
und R/p™®P R = 0 fiir ¢ > 7,. Damit ist (c) gezeigt.
Bemerkungen 8.3: (a) Fiir R = Z folgt aus 8.2 (a) der Hauptsatz tiber endliche abelsche

Gruppen Satz 6.8, und 8.2 (b) gibt einen neuen Beweis von Algebra I, Satz 14.1, wenn
wir fiir P die Menge aller Primzahlen in N nehmen.
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(b) (Elementarteiler einer Matrix) Sei R ein Hauptidealring und

A = (ai)i=1,..m € M(m x n, R)

Jj=1,...,n
eine (m x n)-Matrix mit Eintrdgen a;; € R. Dann liefert A eine R-lineare Abbildung

A:R* — R™

Tz — Ax

mit der iiblichen Anwendung Az von A auf einen Vektor z ((Az); = > a;jz;, fir i =
j=1

1,... m). Umgekehrt ist jede R-lineare Abbildung ¢ : R — R™ von dieser Form, fiir eine
eindeutig bestimmte Matrix A € M (m xn, R) (Dies folgt aus der universellen Eigenschaft
des freien Moduls R™ — oder durch direktes Nachrechnen; die i-te Spalte von A ist ¢(e;)
fiir die Standardbasis e, ..., e, von R™).

Dann ist im A ein Untermodul des freien R-Moduls R™, und wir kénnen den Elementar-
teilersatz auf M = im A C R™ = F anwenden. Die Elementarteiler von im A C R™
heiflen auch die Elementarteiler von A.

Ist umgekehrt M C F = R™ Untermodul eines freien R-Moduls, so ist M endlich erzeugt,
und es gibt einen R-Modul-Epimorphismus
R"—» M
(vergl. Beweis von 8.1). Fiir die R-lineare Abbildung
p:R"—>» M— R"=F

ist dann im ¢ = M. Ist ¢ durch die Matrix A € M(m x n, R) gegeben, so sind also die
Elementarteiler von M gleich den Elementarteilern der Matrix A. Weiter sind nach dem
Beweis von 8.2 diese Elementarteiler gleich den Elementarteilern des R-Moduls F//M =

coker ¢ im Sinne von 8.2 (a), abgesehen von den eventuell zusétzlich auftretenden r
Nullen, r = rgF /M.

In Verallgemeinerung von Satz 6.8 erhalten wir:

Satz 8.4 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen) Sei A eine endlich erzeug-
te abelsche Gruppe und P die Menge der Primzahlen. Dann gibt es eine Zerlegung in
Untergruppen

(8.4.1) A=Fo @ D Z.

peP i=1

wobei F endlich erzeugt und frei ist, also F' = Z¢ mit d € Ny, und Zypi, # 0 zyklisch von
p-Potenz-Ordnung, etwa
Zyi 2 Z/p"i(p)Z

mit n;(p) € N. Die Zahlen d = rgA, r,, n;(p) sind dabei eindeutig bestimmt.
Beweis: Satz 8.2 fiir R = 7Z.
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Beispiel 8.5 (a) Bei der Zerlegung einer abelschen Gruppe in zyklische Faktoren ist
deren minimale Anzahl nach 8.2 eindeutig bestimmt, als die Anzahl der Elementarteiler
im Sinne von 8.2 (a). Diese Anzahl ist im Allgemeinen kleiner als die Anzahl der Faktoren
in (8.4.1). Betrachte zum Beispiel

A=17)27 x TLJAT x TJAZ x T./37. x Z.)9Z x L./5Z. .

Um die Elementarteiler zu bestimmen, fangt man ‘von oben’ an, d.h., durch Zusammen-
nehmen der hochsten Primzahlpotenzen — das sind hier 4 = 22,9 = 32 und 5 = 5!, die
das Produkt 4 -9 -5 = 180 ergeben. Es geht weiter mit den ndchsthoheren Potenzen, hier
4 = 22 und 3 = 3! mit Produkt 12. Dies Verfahren kann fortgefiihrt werden. Im Beispiel
endet es mit 2 und die Elementarteiler sind also 2|12|180, und es ist

A=7/27 x 7.J127 x 7./180Z
Produkt von drei (und nicht weniger) zyklischen Gruppen.

Eine zweite Anwendung des Elementarteilersatzes ist die Theorie der (verallgemeinerten)
Jordan-Normalform. Sei K ein Koérper, V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
¢ : V — V ein Endomorphismus (von K-Vektorrdumen).

Beispiel 8.6 Zum Beispiel konnte V' = K™ und ¢ = A eine (n x n)-Matrix iiber K sein.

Lemma 8.7 Sei K[X] der Polynomring. Dann wird V' zu einem K[X]-Modul durch die
Verkniipfung

KX|xV — V
(8.7.1) (

St

a;r',v) = (o ap' v =3 aip'y .
i=1 i=1

i=1

Beweis: Alle Moduleigenschaften kann man leicht nachrechnen.

Bemerkungen 8.8 (a) Sei A eine abelsche Gruppe und R ein beliebiger Ring mit Eins.
Eine R-Modul-Struktur auf A

pw:RxA— A (ra)—ra,
zu gegeben ist dasselbe, wie einen Ringhomomorphismus
¢: R— End(A) = Homy(A, A)

von Ringen mit Eins (d.h., mit ¢(1) = id) zu geben. Denn: Ist u gegeben, so definiere ¢
durch

(8.8.1) o(r)(a) :=ra,
und ist ¢ gegeben, so definiere p durch dieselbe Formel. Die Formel

r(a; +ag) =ra; +ray (r € R,ay,ay € A)
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bedeutet gerade, dass ¢ wohldefiniert ist, d.h., ¢(r) Homomorphismus von abelschen
Gruppen, die Formel

(ri+ra)a=ria+reya (r,ry € Rya€ A)
bedeutet, dass ¢ Homomorphismus abelscher Gruppen ist, und die Formel
r(sa) = (rs)a (r,s € R,a € A)

bedeutet gerade, dass ¢ mit der Multiplikation vertréglich ist, d.h., dass ¢(rs) = ¢(r) o
¢(s). Weiter ist ¢(1) = id genau dann, wenn la = a fiir alle a € A.

(b) In der obigen Situation entspricht die K[X]-Modul-Struktur von V' gerade dem Ring-
Homomorphismus

¢: Klx] — End(V)

(8.8.2) oot P
] =1

(c) Dieser ist wiederum durch die universelle Eigenschaft des Polynomrings (Algebra I,

Satz 16.6) gegeben, zusammen mit der K-Modul-Struktur (=K-Vektorraum-Struktur)
von V', die dem Ring-Homomorphismus

Y : K — Endgz(V)

a +— (v av)

entspricht. Die erwdhnte universelle Eigenschaft von K[X]| besagt, dass wir ¢ eindeutig
zu einem K-Algebren-Homomorphismus

¢ : K[X] — End(V)
mit ¢(x) = ¢ fortsetzen konnen — dies ist natiirlich gerade das ¢ in (8.8.2).

Definition 8.9 Sei ¢ = 2" 4+ c¢,_12+ ...+ c1x + ¢y ein normiertes Polynom iiber K. Dann
heifit die Matrix

0 —Co
10 —C
1 )
Ag) =
0 —cp_s
1 —c,q

die Begleitmatrix zu q.

Lemma 8.10 Fiir ¢ : V — V sind die folgenden Bedingungen &quivalent.

(a) V ist @-zyklisch, d.h., ein zyklischer K[X]-Modul beziiglich der durch ¢ definierten
Modulstruktur (8.7.1).

(b) Es gibt ein v € V, so dass v, pv, p*v, ..., " 'v eine Basis von V bilden.
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(c) Es gibt eine Basis b = (b1,...,b,) von V so dass die darstellende Matrix von ¢
beziiglich b die Begleitmatrix zu einem normierten Polynom ¢ € K[X] ist.

Gelten die dquivalenten Bedingungen (a) bis (c), so ist ¢ = x, = p,, wobei x, € K[X]
das charakteristische Polynom von ¢ und p, € K[z| das Minimalpolynom von ¢ auf V
ist.

Beweis (a)=(c): Nach Voraussetzung gibt es ein v € V', so dass V = K|z]v. Der Homo-
morphismus (von K [z]-Moduln)

v:Klx] - V
foo= fle

ist also surjektiv. Der Kern ker ¢ kann nicht null sein, da V' endlich-dimensional ist, K |[x]
aber nicht. Also ist kery = (¢) fiir ein normiertes Polynom ¢ € K|[z], ¢ # 0, und der
Homomorphiesatz liefert einen Isomorphismus

U Klal/(q) >V (mit o (f) = 9(f)) -

Ist deg ¢ = n, so bilden links die Restklassen 1,7, ..., 2"~ ! eine Basis (vergleiche Algebra
I, Satz 9.5 (b)): Betrachte g(x) € K[z]/(p) fir g(x) € K[z]. Ist g(x) # 0, so gibt es nach
Polynomdivision @, R € K[x] mit

g=Q-q+ R, degr <n .

n—1

Es folgt g(z) = R(z) = Z a;r* mit a; € K; dh. 1,7,..., 271 bilden ein Erzeugendensy-

stem. Die Elemente smd aber auch linear unabhéngig:

n—1 _ n—1
Wire 0 = Y bt = > b mit by, ...,b,—1 € K, nicht alle null, so wire 0 # h(z) =
i=0 i=0

n—1
S bt € ker ), wiirde also von ¢ geteilt, im Widerspruch dazu, dass degh < n = degq.
i=0

Damit bilden v = (1) = (1), pv = Y(T) = ¥(z),..., " v = P(zn~1) = Y(2"!) eine
Basis von V. Ist
q(z) = 2" +cp 2™ . ez + e

mit co, ..., c,—1 € K, so gilt ¢(z) = 0 und damit

i=0
n—1 )
d.h., p(p" ) = " = — > ¢;p'v. Hieraus folgt nun sofort, dass die Darstellungsmatrix
i=0

von ¢ beziiglich v, pv, ..., " v die Begleitmatrix A(q) ist.
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(¢) = (b): Sei umgekehrt z1,...,z, € V eine Basis, so dass die zugehorige Darstellungs-
matrix von ¢ die Begleitmatrix A(g) zu einem normierten Polynom ¢ ist, also etwa

0 —Cp
10 —C1
1 .
0 —Cp—2
1 —Cp—1
Dies bedeutet gerade oz = T2, Ty = T3, ..., PTy_1 = Ty, also z; = Loy fiir 1 <i < n,

und (b) folgt mit v = x;.
(b) = (a): Dies ist offensichtlich, denn unter Bedingung (b) gilt V' = K|[z]v.
Zum Zusatz: unter der Bedingung (c) gilt, mit obigen Bezeichnungen, auch noch

n

P = (") = (@) = = )G
i=1

n—1
wegen ; = @'tz also "y = — > ¢z, d.h.,
i=0

q(p)xr = Zcicpixl =0.
i=0

Die Surjektion
a:Klz] —» V
foe fle)n
induziert also einen K[zr]-Modul-Epimorphismus
a: Klz]/(q) = V.

Da die Dimension beider Vektorrdaume gleich ist, ndmlich gleich n = deggq (ﬁir die linke
Seite siehe den Schritt (a) = (c)), ist @ ein Isomorphismus. Die Surjektivitét impliziert,
dass jedes w € V von ¢(¢) annulliert wird (da links jedes Element von ¢(z) annulliert
wird). Es ist also ¢(yp) = 0, so dass p,|q fiir das Minimalpolynom p,, von ¢. Andererseits
folgt p,(p)x1 =0, also p,(x) € ker v = (g¢), d.h., g|p,, so dass ¢ = p,.

Schlieflich ergibt eine einfache Rechnung, dass das charakteristische Polynom von A(q)
gleich ¢ ist, d.h., ¢ = x,.

Satz 8.11 (Jordan-Weierstrafl -Normalform)

(a) Es gibt eine Basis von V/, so dass die assoziierte Darstellungsmatrix von ¢ die Block-
diagonalgestalt

A(Ql) 0
(8.11.1) A =
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hat, wobei die A(g;) die Begleitmatrizen zu nicht-konstanten normierten Polynomen ¢; €
K|[z] sind, die Potenzen von (normierten) Primpolynomen sind. Die A(g;) sind dabei bis

[T ¢ und py(x) = kgVi(q, ..., q).

i=1

(b) Jede Matrix A € M, (K) ist dhnlich zu einer Matrix wie in (a), wobei die A(g;) bis

auf Umordnung eindeutig. Hierbei gilt x.,(z)

auf Anordnung eindeutig sind. Hierbei gilt xa(z) = [[ ¢ und p,(z) = kgV (g1, ..., ¢).
=1

Beweis: Zunichst sind (a) und (b) dquivalent, da Ahnlichkeit von (Darstellungs-)Matrizen
gerade einem Basiswechsel entspricht. Behauptung (a) folgt aus der K[z]-Modul-Isomorphie
nach Satz 8.2 (b) und (c)

= @K[l’]/(qi) :
wobei die ¢; nach 8.2 (b) und (c) bis auf Anordnung eindeutig sind, zusammen mit Lemma
8.10. (unter Benutzung, dass  — A; nilpotent von der Ordnung 7; ist, vergleiche Lineare
Algebra II, Beobachtung 5.9). Der Zusatz folgt leicht. Fiir p, (z) beachten wir: Ist f(x) €
K|z], so gilt fiir eine Matrix A wie in 8.11.1 f(A) = 0 genau dann, wenn f(A(g;)) = 0 fir
alle i = 1,...,r (vergleiche Lineare Algebra II, Bemerkung 6.2).

Bemerkung 8.12 Hieraus folgen auch die Sétze iiber die Jordan-Normalform. Zerfallt
némlich x,(z) iber K (& alle ¢; zerfallen iiber K < p,(x) zerféllt iiber K), so ist fiir
jedes 1

gi(z) = (x = N)™

fir ein \; € K und ein n; € N. Man zeigt nun leicht mit Lemma 8.10, dass fiir eine
geeignete Basis von K|x]/(¢;) die darstellende Matrix von x = ¢ Jordannormalform hat.
Beachte: Eine Zerlegung von V in eine direkte Summe von K[z]-Untermoduln entspricht
der Zerlegung von V' in eine direkte Summe von @-invarianten Teilrdumen U C V' (d.h.,
©(U) C U). Letzteres entspricht wieder einer Blockdiagonalform der darstellenden Matrix
fir geeignete Basen (siehe Lineare Algebra II, Lemma 4.16). Also ist A(g;) &hnlich zur
Jordan-Matrix

Ao 1 0
0 1
Ai

89 Der Transzendenzgrad

Erinnerung: Eine Korpererweiterung L/K heifit transzendent, wenn sie nicht algebraisch
ist.

Definition 9.1 Sei L/K eine Korpererweiterung.

(a) Eine Familie (x1,...,x,) von Elementen aus L heifit algebraisch unabhingig (oder
transzendent) iiber K, wenn fiir jedes Polynom f € K[Xy,..., X, mit f(z1,...,2,) =0
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notwendigerweise f = 0 ist, d.h., wenn der Einsetzungshomomorphismus

K[Xi,....X,] — L
F( X, 0, Xo) =D o X X = f(Tn, e T) =D oy T
injektiv ist (Hier ist K[Xj, ..., X,] der Polynomring in den n Variablen X, ..., X,).

(b) Eine beliebige Familie (z;);c; von Elementen z; € L heifit algebraisch unabhéngig
(oder transzendent) iiber K, wenn dies fiir jede endliche Teilfamilie (z;,,...,z;.) gilt.

Bemerkungen 9.2 (a) Fiir n = 1 wurde 9.1(a) schon in Algebra I, Definition 9.1 definiert,
und L/K ist genau dann transzendent, wenn es ein transzendentes Element = € K gibt.

(b) 9.1(b) bedeutet ebenfalls, dass der Einsetzungshomomorphismus

K[X,|iel] — L
f = f(z:)

injektiv ist. Insbesondere erhalten wir dann eine Isomorphie
K(X;|liel) = K(x; |iel),

wobei K(X; | ¢ € I) = Quot(K[X; | i € I]) der sogenannte (rationale) Funktio-
nenkorper in den Variablen X; ist und K(z; | ¢« € I) C L der von den x; (i € I)
erzeugte Teilkorper von L (vergleiche Algebra I, 8.11, 8.12 und 9.6).

Definition 9.3 Sei L/K eine Korpererweiterung. Eine Familie (z;);e; von Elementen
x; € L heift Transzendenzbasis von L iiber K, wenn sie algebraisch unabhéngig iiber
K ist und L algebraisch tiber K (z; | i € I) ist.

Genauso kénnen wir auch fiir Teilmengen X C L definieren, wann sie algebraisch un-
abhéngig iiber K sind oder eine Transzendenzbasis von L/K (durch Betrachtung der
Familie (2)zcx).

Sei L/K eine Korpererweiterung,.

Lemma 9.4 Sei X C L algebraisch unabhéngig iiber K, und sei x € L ~ X. Dann ist
x genau dann transzendent iiber K(X) := K(z | x € &), wenn X | {z} algebraisch
unabhéngig iiber K ist.

Beweis (1) Sei z transzendent iiber K (X). Angenommen X () {z} ist nicht algebraisch
unabhéngig iiber K. Dann gibt es x1,...,z, € X und ein nicht-triviales Polynomf &€
K[Xy, ..., Xpq] mit f(z1,...,2,,2) = 0. Da (z1,...,x,) algebraisch unabhéngig {iber
K sind, kommt X,,.; in f in nicht-trivialer Potenz vor, und es folgt, dass = algebraisch
tiber k(x1,...,x,), also auch iiber k(X') ist — Widerspruch!

(2) Sei X ) {x} algebraisch unabhingig iiber K. Angenommen, z ist algebraisch iiber
K (X). Dann gibt es ein nicht-triviales Polynom f € K(X)[X] mit f(z) = 0. Ist

f(.fL') = Clme -+ am,lefl + ...+ alX “+ ag
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mit a; € K(X), so gibt es endlich viele z1,...,z, € X, sodass ag,...,a, € K(x1,...,2,).
Schreiben wir die a; als Briiche

o pi(x1, .. @)
=177
Gi(r1,. .., T,)

mit Polynomen p;,q; € K[X1,...,X,],q # 0, so erhalten wir durch Multiplikation mit
[[a(z1,...,z,) eine Gleichung

bn(T1, ..y xn)x™ 4+ o+ bz, @) 4 bo(x, . x,) =0

mit Polynomen b;(X7y,...,X,) € K[Xy,...,X,], nicht alle gleich null. Dann ist

m

g<X17 s aXTLa Xn—i—l) = Z bi(‘le s 7X7l)X7iz—|—1

=0

ein nicht-triviales Polynom in K[X7,..., X,,11] mit g(z1,...,2,,2) = 0 — Widerspruch
zur algebraischen Unabhéngigkeit von X' {z}.

Corollar 9.5 Eine Teilmenge X C L ist genau dann eine Transzendenzbasis von L/K,
wenn sie eine maximale iiber K algebraisch unabhéngige Teilmenge ist.

Beweis Gilt die letztere Bedingung, so ist nach 9.4 jedes z € L algebraisch iiber k(X).
Ist umgekehrt X eine Transzendenzbasis von L/K, so gibt es nach 9.4 keine echt groere
Teilmenge, die algebraisch unabhéngig iiber K ist.

Corollar 9.6 Jede Korpererweiterung L/K besitzt eine (moglicherweise leere) Transzen-
denzbasis.

Beweis Ist L/K algebraisch, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls ist die Menge M der
iitber K algebraisch unabhéngigen Teilmengen X C L nicht leer und induktiv geordnet:

Fiir eine Kette (total geordnete Teilmenge) N' C M ist |J X algebraisch unabhingig
XeN
iber K, also eine obere Schranke von N in M. Nach dem Zornschen Lemma (Lineare

Algebra II, Lemma 11.13) besitzt M also mindestens ein maximales Element; dies ist
nach 9.5 eine Transzendenzbasis von L/K.

Sei weiter L/K eine Korpererweiterung.

Proposition 9.7 (Ergdnzungssatz) Seien X, ) C L Teilmengen. Ist X’ algebraisch un-
abhéngig iiber K und L algebraisch iiber K()), so ldsst sich X’ durch Hinzunahme von
Elementen aus ) zu einer Transzendenzbasis X von L/K vergroflern.

Beweis: Wieder mit dem Zornschen Lemma sieht man, dass es eine maximale Teilmenge
X" C Y gibt, fir die X’ U X" algebraisch unabhéngig iiber K ist. Nach Lemma 9.4 ist
dann jedes Element y € Y algebraisch iiber K (X U X"). Dann ist K())) algebraisch iiber
K(X'UX") (vergleiche Algebra I, Satz 9.9). Nach Voraussetzung gilt dies dann auch fiir
L, und damit ist X’ U X" eine Transzendenzbasis von L/K.
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Bemerkungen 9.8 (a) Insbesondere enthélt ) eine Transzendenzbasis fir L/K (Fall
X =10).

(b) In 9.7 kénnen wir fiir ) ein Erzeugendensystem von L {iber K nehmen (Fall K(Y') =
L).

Beispiel 9.9 Sei L = R(z,y | 2+ y? = 0) der Funktionenkérper der Quadrik 2% +y? = 0.
Dies ist so zu verstehen: Das Polynom X? + Y? € R[X,Y] ist irreduzibel, denn sonst
konnten wir es in zwei Linearfaktoren (X — «) - (X — ) mit o, € R[Y] aufspalten.
(Fasse R[X,Y] als Polynomenring R[Y][X] auf), was auf a® = —Y? fithren wiirde —
Widerspruch. Daher ist

A=R[X,Y]/(X?+Y?)

integer, und wir setzen L = Quot(A) (Quotientenkérper von A), wobei wir mit z und y
die Bilder von X und Y in A (und L) bezeichnen. Dann ist {z, y} ein Erzeugendensystem
von L tiber R (klar) und sowohl z als auch y liefert eine Transzendenzbasis von L/R: Die
Inklusion R[X] < R[X, Y] induziert einen injektiven Ringhomomorphismus von integren
Ringen

R[X] — R[X,Y]/(X?4+Y?) = A,

da offenbar R[X] N (X? 4 Y?) = 0. Dieser induziert wiederum eine Einbettung
R(X) — L

der Quotientenkorper (warum?) mit Bild R(z). Also ist  transzendent iiber R; anderer-
seits ist y wegen der Gleichung y? + x* = 0 algebraisch iiber R(z), also auch L. Der Fall
von y ist symmetrisch.

Satz 9.10 Zwei Transzendenzbasen X', einer Korpererweiterung L/K haben diesselbe
Méchtigkeit.

Definition 9.11 Der Transzendenzgrad einer Korpererweiterung L/K wird definiert

als
tr.deg(L/K) = |X],

wobei X eine Transzendenzbasis von L/K ist.
Nach Satz 9.10 hiangt diese Méchtigkeit nur von L/K ab.

Beispiel 9.12 Fiir den Kérper L = R(z, y | 2°+y? = 0) aus Beispiel 9.9 gilt tr. deg(L/R) =
1.

Beweis von Satz 9.10 fiir den Fall, dass X endlich ist: Sei etwa X = {z1,...,2,}.
Wir zeigen durch Induktion tiber n, dass |Y| < n = |X|. Durch Symmetrie folgt dann auch
|X| < |V, also |X| = |V|. Fiir n = 0 ist L/ K algebraisch, also auch Y = (). Sei also n > 0.
Dann ist L/K nicht algebraisch, also ) # (), etwa y € ). Nach Proposition 9.7 kénnen
wir y durch eine Teilmenge aus X' zu einer Transzendenzbasis Z von L/K ergénzen. Dann
gilt |Z] < n, denn sonst wire Z = {y} ) X, aber X ist maximal algebraisch unabhéngig.
Man sieht leicht, dass Y \ {y} und Z ~\ {y} beides Transzendenzbasen von L/K (y) sind
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(dhnliche Schliisse wie fiir Lemma 9.4 — Ubungsaufgabe!), wobei |Z \ {y}| < n. Nach
Induktionsvoraussetzung ist dann |V~ {y}| < [Z ~ {y}|, also |Y| < |Z] < n.

Fiir den Fall, wo X und ) beide unendlich sind, brauchen wir einige mengentheoretische
Vorbereitungen.

Satz 9.13 (Schroder-Bernstein) Seien M und N Mengen. Gibt es Injektionen o : M — N
und 7 : N — M, so existiert eine Bijektion p : M — N, d.h.;, M und N sind gleichméchtig
(1M} = [N]).

Beweis: Sei M’ C M die Menge aller Elemente x € M, so dass fiir alle b € Ny gilt
z € (to)"(M) =z € (to)"1(N)

(mit (70)° = id). Ein € M gehért also genau dann zu M’, wenn eine fortwihrende
Bildung von Urbildern (eindeutig falls existent!)

r, 7 Yz), o lr N (x), 7o 7 (2),

m m m m
M N M N

entweder unendlich oft méglich ist oder bei einem Element aus N (nach einer ungeraden
Anzahl von Schritten) endet. Erkldre nun p : M — N durch

rHz) , zeM,
p(x):{cr(x) , x & M.

Dann ist p injektiv: Die Einschriankungen PIM und PIM ~ M sind injektiv, und fiir
€ M und y € M ~ M’ mit p(z) = p(y) folgt o(y) = 77 (z), d.h., 7o(y) = x und damit
y € M' — Widerspruch! Weiter ist p surjektiv: Sei z € N und z = 7(2). Fir z € M’ gilt
dann p(z) = 771 (z) = 2. Fiir * ¢ M’ besitzt z € N ein Urbild y = 07(2) = o7 1771(2),
da sonst x € M’ nach Definition von M'. Wegen x ¢ M’ gilt auch y ¢ M’ und daher,
nach Definition, p(y) = o(y) = 2.

Fiir Mengen M und N schreibe |M| < |N| wenn, es eine Injektion M < N gibt. Der
obige Satz lautet damit: |M| < |N| und |N| < |M| = |M|=|N|.

Bemerkungen 9.14 Unter Benutzung des Auswahlaxioms (< Zornsches Lemma) folgt
|M| < |N|< Es gibt eine Surjektion f: N — M.

Sei namlich f : N — M eine Surjektion, so gibt es nach dem Auswahlaxiom einen Schnitt
s: M — N von f (fos = idy), und s ist notwendigerweise injektiv. Ist umgekehrt
i : M — N eine Injektion und M = N ~ i(M), M # () (sonst ist nichts zu zeigen), so
wéhle m € M und definiere eine Surjektion f: N — M durch

f(n)z{ itn) , nei(M),

m , sonst .
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Lemma 9.15 Ist (M;);c; eine Familie von endlichen Mengen und ist die Indexmenge
unendlich, so gilt fiir die disjunkte Vereinigung [[ M;
i€l

| LI Mi| = [1].

il

Beweis: Ist I abzdhlbar unendlich, so ist dies klar (durch einfaches “Abzdhlen”). Im
Allgemeinen betrachte die Menge P aller Paare

P = (IPafP>

wobei Ip C I eine unendliche Teilmenge ist und f : [[ M; — Ip eine Bijektion. Dann
iEIp

ist P nicht leer, denn I enthélt eine abzéhlbar unendliche Teilmenge I’ und nach der

Vorbemerkung gibt es ein Paar (I’ f) € P. Definiere eine Ordnung < auf P durch

P < P wenn Ip C Ip und fp= fp | [[ M;

i€lp

(insbesondere gilt dann fp/( [[ M;) = Ip!). Diese Ordnung ist induktiv, denn fiir eine

i€lp
Kette (P,)aca mit P, = (I,, fo) € P definiere P = (Ip, fp) € P durch
Ir = U L
acA
froo 11 MiH[P,fp‘H M, = fa-
i€lp el

Dann ist P wohldefiniert und eine obere Schranke fiir die Kette. Nach dem Zornschen
Lemma besitzt P also ein maximales Element (I, fy). Fiir dieses ist aber I ~\ I endlich,

denn sonst kénnen wir eine abziahlbare Menge I; C I\ [y und eine Bijektion f; : [[ M; —
i€l

I, finden. Dann ist aber (Io|-) I, f) € P mit

N1 v, =T 11 M, = o
i€ly i€l
im Widerspruch zur Maximalitét von (I, fy). Es bleibt zu zeigen:
Behauptung: Ist M eine unendliche Menge und N eine endliche Menge, so gilt |M| =
|[MTINI.

Damit folgt dann némlich wegen der Endlichkeit von I \ I

| LI Mif = [ TT Mi| = |do| = |11

el i€lp

Beweis der Behauptung: Die Behauptung ist klar falls M abzdhlbar unendlich ist. Im
Allgemeinen sei J C M eine abzihlbar unendliche Teilmenge und f : J — J]] N eine
Bijektion. Dann erhalten wir eine offensichtliche Bijektion g : M — M [[ N durch

o , T & J,
9(33>_{f(x) L zeld.
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Beweis von Satz 9.10 fiir den Fall, dass & und ) unendlich sind: Seien X und
Y zwei unendliche Transzendenzbasen von L/K. Jedes x € X ist algebraisch iiber K ().
Es gibt also zu x eine endliche Teilmenge ), C Y, so dass z algebraisch iiber K(),) ist.
Da L fiir eine echte Teilmenge )’ C ) nicht algebraisch iiber K()) sein kann (Corollar
9.5),ist |J V. = Y. Die Inklusionen ), — Y definieren daher eine surjektive Abbildung

reX

[HY:—>).

zeX

Mit Bemerkung 9.14 und Lemma 9.15 folgt
VI <| 1 Yol = |1
TEX
Aus Symmetriegriinden gilt auch |[X| < |Y|, und aus Satz 9.11 folgt |X| = |V| q.e.d.
Der Transzendenzgrad ist additiv in Erweiterungen:

Satz 9.16 Fiir eine Kette K C L C M von Korpererweiterungen gilt

tr.deg(M/K) = tr.deg(L/K) + tr.deg(M/L).

Beweis Dies folgt leicht mit den obigen Techniken — Ubungsaufgabel!

810 Lokalisierungen

Der folgende Begriff verallgemeinert den Begriff des Quotientenkorpers. Sei A ein kom-
mutativer Ring mit Eins.

Definition 10.1 Eine Teilmenge S C A heifit multiplikativ (oder multiplikativ abge-
schlossen), wenn 1 € S und wenn mit ¢ und b in S auch a - b in S liegt.

Beispiele 10.2 (a) Fiir jedes f € A ist die Menge {f™ | n € No} multiplikativ (wobei wir
setzen: fY:=1).

(b) (wichtig!) Sei a C A ein Ideal. Die Menge A \ a ist genau dann multiplikativ, wenn a
ein Primideal ist.

(c) Erinnerung: ein Element f € A heifit Nullteiler wenn es ein g # 0 in A gibt mit
f+-g=0.Die Menge U, der Nicht-Nullteiler in A ist multiplikativ.

Sei S C A multiplikativ. Betrachte auf der Menge A x S die folgende Relation
(a,s) ~ (d',s") & es ex. ein t € Smit ts'a = tsd’

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation: Reflexivitit und Symmetrie sind klar, und fiir die
Transitivitdt “braucht man das t” “ in der Definition, falls S Nullteiler hat:

t(s'a—sa)=0 , t'(s"'d —sd)=0 = tt's(s"a—sd")=0
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Fiir (a,s) € Ax S sei ¢ die Aquivalenzklasse von (a,s) beziiglich ~. Die Menge A x S/ ~
der Aquivalenzklassen wird mit Ag (oder S~'A oder A[S~']) bezeichnet.

Satz/Definition 10.3 (a) Ag wird mit den Verkniipfungen

a b . at+bs
s+t o st
a. b ._ ab
s t st

ein Ring (kommutativ, mit Eins) und heifit die Lokalisierung von A nach S.
(b) Die Abbildung
Puniv - A — AS
a
a — -

1
ist ein Ringhomomorphismus und alle Elemente in (,,,(S) sind invertierbar in Ag.

(c) (universelle Eigenschaft) Ist ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus derart, dass ()
aus lauter invertierbaren Elementen besteht, so gibt es einen eindeutig bestimmmten
Ringhomomorphismus ¢ : Ag — B, der das Diagramm

@unzv

\A

kommutativ macht.

Beweis: (a) Wohldefiniertheit: Ist ¢ = @ und & = ¥ so gibt es 51,50 € S mit 5,(s'a —

s t 7R

sa) = 0 und sy(t'b — t0') = 0. Dann ist s155[(s't'(at + bs) — st(a't’ +b's"))] = 0, also

at+bs dt' +Vs

st st
sowie $189[s't'ab — sta’'l’] = 0, also
ab  a't!
st st

Der Beweis der Ringeigenschaften ist einfach unter der Benutzung der ”Kiirzungsregel”

a ta
—-=— firtes§.
S ts
(b) Wegen atb — 44 2 yund @ = 2. List ¢, ein Ringhomomorphismus, und fiir s € S

ist L ein Inverses Von go( )= ﬁ
S

(©) Setze 3(2) = p(s) " - o

pla) = o(§) = (5 - 1) = &

). Dann folgen alle Eigenschaften einfach (Eindeutigkeit:

) @(3) = 3(%) - (s) = @(5) = p(s) " - pla).

Beispiele 10.4 (a) Enthélt S die Null, so ist Ag = 0 (der Nullring).
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(b) Fiir f € Aund Sy := {f"|n € Ny} (vergl. 10.2 (a)) schreibt man auch A;(oder A[f~1])
fiir Asf.

(c) Allgemein sei fiir eine beliebige Menge M C A definiert: A[]M '] := A[S;;'], wobei
Sy die von M erzeugte multiplikative Teilmenge von A ist (existiert, als Durchschnitt
aller multiplikativen Teilmengen S, die M enthalten). Dann hat A[M '] eine analoge
universelle Eigenschaft fiir Morphismen ¢ : A — B, fiir die ¢(m) invertierbar ist fiir alle
m € M.

(d) Ist p C A ein Primideal, so setze

Ay = Al(ANp)Y] .

(e) Ist Uy C A die Menge der Nicht-Nullteiler (vgl. 4.2.(c)), so heifit
Quot(A) := AU,

der totale Quotientenring von A.

(f) Ist A ein Integritéitsbereich, so ist Uy = A ~\ {0} und Quot(A) ist ein Korper (jedes
# # 0 hat ein Inverses!), der iibliche Quotientenkérper von A.

Lemma 10.5 Die Abbildung A — Ag ist genau dann injektiv, wenn S keine Nullteiler
enthélt. Insbesondere ist also A — Quot(A) injektiv.

Beweis: selbst

Satz 10.6. Sei ¢ : A — B ein Homomorphismus von Ringen, und seien S C Aund T'C B
multiplikative Teilmengen mit ¢(S) C 7. Dann existiert genau ein Ringhomomorphismus
¢ Ag — Br der ¢ fortsetzt, d.h., der

A—2>B

‘Punivl \L@univ
/

ASL)BT

kommutativ macht.

Beweis: (@univ 0 ©)(S) besteht ganz aus Einheiten; nach der universellen Eigenschaft 4.3.
(c) gibt es also genau einen Ringhomomorphismus, der das untere Dreieck in

A——DB
| e |

Ag—— Br
kommutativ macht.

Corollar 10.7. Seien

A% B Y Ringhomomorphismen
Ul Ul Ul
S — T — U multiplikative Teilmengen
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Dann gilt ¢/ o ¢’ = (Yo p)' : Ag — Cy.
Beweis: ¢/ o ¢’ leistet dieselbe Kommutativitéit wie 9 o .

Satz/Definition 10.8 Fiir einen A-Modul M und eine multiplikative Teilmenge S C A
definiere
M S = (M X S ) / ~

wobei (m, s) ~ (m’, s') falls ein ¢ € S existiert mit ¢s'm = tsm’ (Andere Bezeichnungen:
ST'M oder M[S™']). Die Aquivalenzklasse von (m, s) sei mit 2 bezeichnet. Dann wird
Mg ein Ag-Modul durch die Definitionen

m n_tm+sn a m _am
s t st

st st ’
fir m,n e M, s,t € Sund a € A.

(b) (universelle Eigenschaft) Es gibt einen kanonischen A-Modul-Homomorphismus ¢y,
M — Mg, und fiir s € S ist
LS M s — M S

r = §-

ein Isomorphismus. Ist N ein weiterer A-Modul derart, dass fiir jedes s € S die Abbil-
dung Ly : N — N, n — sn, ein Isomorphismus ist, und ist ¢ : M — N ein A-Modul-
Homomorphismus, so gibt es einen eindeutig bestimmten A-Modul-Homomorphismus
@ : Mg — N der

Puniv

kommutativ macht. Weiter ist ¢ ein Ag-Modul-Homomorphismus, wobei N ein Ag-Modul
ist vermoge ¢n = (Ly)"'(an) firn e N,a € Aund s € S.

(¢) Insbesondere induziert jeder A-Modul-Homomorphismus f : M — N einen Ag-Modul-
Homomorphismus
fs: Mg — Ng

mit fs(7) = @ firme M,s € S.
Beweis der Behauptungen: Ahnlich wie fiir Satz 10.3.

Definition 10.9 (a) Fiir ein Primideal p C A und die multiplikative Menge S, = A\ p
schreibe M, statt Mg, (dies ist also ein A,-Modul).

(b) Fiir Sy = {f"|f € No}, f € A, schreibe M statt Mg, (dies ist ein Ap-Modul).

Satz 10.10 Lokalisierung ist exakt, d.h., ist S C A eine multiplikative Teilmenge und
M, Lo, &

eine exakte Sequenz von A-Moduln, so ist auch

(My)s 25 (My)s 25 (Ms)s
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exakt (Daher folgt dasselbe fiir beliebige exakte Sequenzen).

Beweis: Sei ™2 ¢ (M)g mit 0 = gg(™2) = 9(78”2). Dann existiert ein » € S mit 0 =
rg(ms) = g(rmsy). Nach Voraussetzung existiert ein my € M; mit rmgy = f(m,). Es folgt
2 = % = fs(™), d.h., ker gs C im fg. Die Inklusion imfs C ker gg ist klar, denn es

gilt gsfs =0, wegen gf = 0.

Beispiele 10.11: (a) Ist N € M ein Untermodul, p ein Primideal, so gilt
(M/N), = M,/N,

(betrachte 0 - N — M — M/N — 0).

(b) Ist
0—A—=B—-C—=0

eine exakte Sequenz von abelschen Gruppen, so ist
(10.11.1) 0—>A@—>BQ—>CQ—>0

exakt, wobeil wir definieren: Ag := Ay = (Z ~ {0})'A. Dies ist ein Modul iiber (Z ~
{0})"'Z = Q, also ein Q-Vektorraum, und es gilt dimg Ag = rg A (siche Ubungsaufgabe
26). Aus der exakten Sequenz (10.11.1) und der Additivitdt der Dimension in exakten
Sequenzen folgt

rgB = rgA+rgC.

Definition/Lemma 10.12 (a) Ein Ring A heifit lokal, wenn die folgenden dquivalenten
Eigenschaften gelten:

(i) A hat genau ein maximales Ideal m.

(ii) Die Menge A ~\. A* der Nichteinheiten ist ein Ideal.

(b) Es ist in diesem Fall m = A . A%, und der Korper A/m heifit der Restklassenkorper
von A.

Beweis der Behauptungen: Fiir jeden Ring A ist

(10.12.1) ANA = a,
aGA
Ideal

denn es gilt fiir fe A: fe ANA* & 1¢(f) & (f)# A

Gilt nun (i), so ist A\ A* =m (da alle a € m), und es folgt (ii). Gilt umgekehrt (ii), ist
also A\ A* ein Ideal, so enthélt es alle Ideale a & A, ist also maximal und das einzige
maximale Ideal.

Beispiele 10.13: (a) Ein Korper ist ein lokaler Ring (mit maximalem Ideal (0)).
(b) Der Nullring ist kein lokaler Ring.
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(c) Ist A ein lokaler Ring, so ist der Ring R = A[[z1,...,x,]|] der formalen Potenzrei-

hen in den Variablen xi,...,x, ein lokaler Ring und der Ringhomomorphismus A —
Al[z1, ..., 2,)] induziert einen Isomorphismus der Restklassenkérper: Wegen
Allxr, .., za)] = Allz, -+ 2na]][[20]]

konnen wir dies durch Induktion iiber n beweisen; es ist also ohne Einschrénkung n = 1.

Ein Element f = > a,2™ € A[[z]] ist aber genau dann eine Einheit, wenn der konstante
n=0

Term aq eine Einheit ist (Beweis selbst: 1ose f - g = 1). Es folgt A[[z]] ~ A[[z]]* =

() + m A[[z]] (m das maximale Ideal von A); dies ist aber ein Ideal.

Der folgende Satz liefert viele Beispiele fiir lokale Ringe.

Satz 10.14 Sei A ein Ring und p C A ein Primideal. Dann ist die Lokalisierung A,
ein lokaler Ring mit maximalen Ideal pA, = (A~ p)'p ={$ | a €p, b ¢ p}. Der
Restklassenkorper A, /pA, ist isomorph zu Quot(A/p).

Fiir einen Ringhomomorphismus ¢ : A — B und ein Ideal a C A sei dabei aB =
{z abi | ne€N a; €a,b € B} das von a in B erzeugte Ideal, wobei wir fiir a € A und

i=1
b € B setzen: ab := p(a) - b.

Beweis: 1) Wir zeigen zunéchst die Gleichheit

(10.14.1) pAp:{§|bep,seA\p} .

Zunichst ist die rechte Seite ein Ideal in A, = (A~ p) A, denn fiir a € A,b,c € p und
s,t € AN p gilt
tb + sc

b ¢ B .,
54'2 = " € (ANp)'p,
@ c _  ac 1
ST = SN

Jedes Element )_ b;% € pA, (mit b; € p,a; € A,t; € A~ p) liegt also in (A~ p)~'p (da
i=1

byt = %) Die umgekehrte Inklusion ist klar.

2) Hiermit sieht man, dass die folgenden Aussagen fiir ¢ € A, (a € A,s € ANp)
dquivalent sind:

(10.14.2) ggépAp & acAvp o %eA;.

Denn nach (10.14.1) gilt ¢ ¢ pAp = a ¢ p; weiter gilt a € ANp = ¢ € A}
(ein Inverses von ¢ ist dann 2). Schliefllich gilt: ¢ € A = < ¢ pA,, denn sonst wiire
1=2.(9)"" epA, alsol = Y mit b€ p,t € Axp. Dann gibe esein t' € AN\ p mit t't = b
im Widerspruch dazu, dass t't € A~ p aber b € p. Mit (10.14.2) folgt nun pA, = A, \ A,
d.h., nach 10.12 ist A, lokal mit maximalem Ideal pA,.
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3) Der Ringhomomorphismus A — A,/pA, induziert eine Einbettung A/p — A,/pA,,
und die universelle Eigenschaft des Quotientenkorpers induziert eine Einbettung

Quot(A/p) — Ap/pA, .

Diese ist auch surjektiv: Ist ¢ € Ay, mit a € A und b € A\ p, so ist fiir die Restklassen
@,b in A/p offenbar b # 0, und das Element ¢ € Quot(A/p) wird auf die Restklasse von
7 abgebildet.

SllIS]

Lokale Ringe sind insbesondere wegen der folgenden zwei Sitze interessant.

Satz 10.15 Fiir einen A-Modul M gilt

M=0 < M,=0 (fir alle Primideale p C A.

Beweis: Fiir die nicht-triviale Richtung sei M, = 0 fiir alle Primideale p C A. Sei z € M.
Dann ist der Annulator von =z

ann(z) :={a € A | ax =0}

offenbar ein Ideal in A. Gilt z # 0, so ist 1 ¢ ann(z), also ann(z) ein echtes Ideal in A.
Dann gibt es ein maximales Ideal m C A mit ann(z) C m (siche Algebra I, Satz 16.8).
Wegen M, = 0 gibt es aber ein b ¢ m mit bz = 0, also b € ann(z), Widerspruch!

Corollar 10.16 Ein Homomorphismus von A-Moduln
p: M — N

ist genau dann injektiv (bzw. surjektiv, bzw. bijektiv), wenn dies fiir alle induzierten
Homomorphismen
wp: My, — N, (p C A Primideal)

(siehe 10.8 (c)) gilt.
Beweis: Sei
0-K—-M5N—-C—0
exakt (also K = ker ¢ und C' = coker ¢). Nach Satz 10.10 sind dann alle Sequenzen
0— K,— M, 2 N, = Cy, — 0
exakt. Zusammen mit Satz 10.15 folgt die Behauptung (Zum Beispiel: ¢ injektiv < K =
0 & K,=0Vp & ¢, injektiv Vp).

Satz 10.17 (Krull-Nakayama-Lemma) Sei A ein Ring und I C A ein Ideal, welches in allen
maximalen Idealen von A enthalten ist. Sei M ein A-Modul und N C M ein Untermodul
derart, dass M /N endlich erzeugt ist. Gilt M = N + IM, so ist schon M = N.

(Die Beziehung M = N + I'M sollte so gelesen werden, dass der Homomorphismus ¢ :
N/IN — M/IM surjektiv ist, d.h., dass imyp = N + IM/IM = M/IM; es ist also
“M = N modulo I7).
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Beweis Seien my,...,m; € M derart, dass die Bilder in M := M/N ein minimales
Erzeugendensystem bilden. Angenommen ¢ > 0. Wegen M = I'M gibt es eine Gleichung

t
my= Y. aym; , mita; €l,j=1,...,t.
j=1

Es folgt
1—1
(1—a)m; =Y ajm;.
j=1

Aber 1 — a; ist eine Einheit, denn sonst wire (1 — a;) ein echtes Ideal, also 1 — a; in einem
maximalen Ideal m erhalten, woraus 1 € m folgen wiirde — Widerspruch! Durch Multipli-
kation mit (1 — a;)~! folgt, dass M schon von my, ..., m; 1 erzeugt wird — Widerspruch!

Corollar 10.18 Sei A ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m und M ein endlich erzeug-
ter A-Modul. Sind mq,...,m; € M Elemente, deren Restklassen m,...,m; den Modul
M /mM erzeugen, so wird M von my,...,m; erzeugt.

Beachte: M/mM ist ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Restklassenkorper
k=A/m |

Beweis: Anwendung von Satz 10.17 auf den von my, . .., m; erzeugten Untermodul N =<
my,...my >,C M und I = m.

Bemerkung 10.19 Corollar 11.18 wird im Allgemeinen falsch, wenn M nicht endlich
erzeugt ist: Sei p eine Primzahl. Fiir den Z,)-Modul Q gilt Q/(p)Z,Q = Q/pQ = 0,
aber Q # 0. Tatséchlich ist Q auch kein endlich erzeugter Z)-Modul.

811 Diskrete Bewertungsringe
Diese sind interessant fiir die (Kommutative) Algebra und die Zahlentheorie.

Definition 11.1 Sei K ein Korper. Eine diskrete Bewertung auf K ist eine Abbildung
v: KN {0} - Z

mit den Eigenschaften

(i) v(z-y) = v(x) +v(y),

(i) v(a + ) > minfu(o). (o)},

fir alle z,y € K ~ {0}.

Bemerkung 11.2 Offenbar bedeutet (i) gerade, dass v : K* — Z ein Gruppenhomomor-
phismus ist. Ist die Bewertung nicht-trivial, d.h., v nicht der Nullhomomorphismus, so

ist ¥m v = nZ fiir ein eindeutig bestimmtes n € N, und v heiffit normiert, wenn imv = 7Z
ist. Beachte: Ist v nicht-trivial, im v = nZ mit n € N, so ist %v normiert.
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Beispiele 11.3 (a) Fiir eine Primzahl p definiere die p-adische Bewertung v, auf Q
durch

Up(l’) = np 9
falls

r==x][q" (n, € Z, fast alle null)
q

die Primfaktorzerlegung von x ist (¢ lduft tiber alle Primzahlen). Zum Beispiel ist v3(12) =
1, v2(12)_.: 2,v,(12) = 0 fiir p > 3. Fiir jedes p ist v, eine normierte diskrete Bewertung
auf Q (Ubungsaufgabe!).

(b) Sei k ein Korper und k[z] der Polynomring. Fiir f = % € k(x)* setze
voo(f) = — degp(z) + degg(z) ,

wobei deg p(z) der Grad eines Polynoms p(z) ist. Dies ist eine normierte diskrete Bewer-
tung auf k(z) (Ubungsaufgabe!).

Lemma/Definition 11.4 Sei v eine nicht-triviale diskrete Bewertung auf dem Korper
K. Dann ist

(11.4.1) A, ={x e K" |v(z) >0} U{0}

ein lokaler Ring und heifit der Bewertungsring von v. Das maximale Ideal von A, ist

(11.4.2) p, ={z € K* | v(x) >0} U{0},
und es ist
(11.4.3) Ay ={x e K™ |v(z) =0}

die Gruppe der Einheiten von A,.

Beweis der Behauptungen: Fiir z,y € K~\{0} mit v(z),v(y) > 0ist v(zy) = v(x)v(y) >0
und v(z + y) > min{v(z),v(y)} > 0. Hieraus folgt leicht, dass A, ein Unterring von K
ist (Fallunterscheidung fiir x = 0 oder y = 0). Ebenso sieht man, dass p, ein Ideal in A,
ist. Weiter sieht man wegen der Homomorphieeigenschaft von v sofort, dass (11.4.3) gilt
(xy = 1= v(x)+v(y) = v(l) = 0). Zusammen mit (11.4.2) folgt p, = A, AJ; mit 10.12
(ii) folgt also, dass A, lokal mit maximalen Ideal p, ist.

Beispiele 11.5 (a) Der Bewertungsring zur p-adischen Bewertung v, auf Q ist
a
L) = {g | a,bGZ,pr} ,

mit maximalem Ideal pZ).

(b) Der Bewertungsring zur Grad-Bewertung v, auf k(z) (siehe 11.3 (b)) ist

Ay = {]q% € k(x) | degq > degp} .
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(c) Ist v : K* — Z eine nicht-triviale diskrete Bewertung und ¢ die zugehérige normierte
Bewertung (siehe Bemerkung 11.2), so ist A, = As.

Definition 11.6 Ein Integritétsring A heifit diskreter Bewertungsring, wenn es eine
diskrete Bewertung v auf K = Quot(A) gibt, so dass A = A,, der Bewertungsring von v.

Beispiele 11.7 Nach Beispiel 11.5 (a) ist fiir jede Primzahl p der Ring Z;) ein diskreter
Bewertungsring.

Satz 11.8 Fiir einen Integritétsring A sind dquivalent:
(a) A ist diskreter Bewertungsring.
(b) A ist lokal und ein Hauptidealring.

Beweis (a) = (b): Sei A = A, fiir die diskrete Bewertung v auf K. Ohne Einschréinkung
sei v normiert (Bemerkung 11.5 (c)). Nach 11.4 ist A, ein lokaler Ring. Sei m € A ein
Element mit v(7) = 1 und sei a C A ein Ideal. Sei

—~ —~

m =min{v(z) |z € a} € Ny
(Beachte: v(x) > 0 fiir alle z € A). Dann gilt
(11.8.1) a=(7").

Sei ndmlich x € a ~ {0}. Dann ist n := v(z) > m und fir v == - 77" € K* gilt
v(u) =v(z) +o(r™™) =n—n=0. Also ist u € A* eine Einheit und

r=u-n"€ (™)
wegen n > m.
Umgekehrt gibt es nach Definition von m ein y € a mit v(y) = m, und wie eben folgt
y = vm™ mit einer Einheit v € A*. Es folgt 7™ = v~y € a und damit (7™) C a.

(b) = (a): Sei A ein lokaler Hauptidealring. Das eindeutig bestimmte maximale Ideal
m C A ist dann ein Hauptideal; etwa m = (7) fiir ein Element 7 € A. Dann ist 7 ein
Primelement. Ist 7' ein weiteres Primelement in A, so ist (7') ein maximales Ideal (da A
ein Hauptidealring ist, siehe Algebra I, Lemma 6.17), also gleich m = (7), da A nur ein
maximales Ideal hat. Also sind 7’ und 7 assoziiert. Es gibt also bis auf Assoziiertheit nur
das Primelement 7. Da A ein faktorieller Ring ist (Algebra I, Satz 6.18), gilt fiir jedes
x € ANA{0}

(11.8.2) r=u-7"

mit einem eindeutig bestimmten n € Ny und einer (eindeutig bestimmten) Einheit w.
Entsprechend gilt dies fiir jedes x € K*, wobei n € Z. Definiere nun die Abbildung
v: K* — Z durch

(11.8.3) v(z) =n falls (11.8.2) gilt.

Dann ist v eine diskrete Bewertung (siche Ubungsaufgabe 39). Weiter gilt offenbar x €
ANA{0} & v(x) >0, also A= A4,.
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Bemerkung 11.9 Sei A ein diskreter Bewertungsring.

(a) Ist v eine normierte diskrete Bewertung auf K = Quot(A) mit A = A,, so ist v
eindeutig bestimmt. Sei namlich v' eine zweite solche Bewertung und seien 7,7’ € A
Elemente mit v(r) = 1 = ¢/(«’). Dann gilt nach dem Beweis von 11.8 (siehe (11.8.1))
() = m = (7’) fir das maximale Ideal m C A, also ' = ur fiir eine Einheit u € A%, und
damit v(x) = ¢'(x) fir alle z € K* (warum?).

(b) Jedes Element 7 € A mit (7) = m (also mit v(w) = 1 fir die eindeutig bestimmte
normierte diskrete Bewertung v zu A) heift Primelement von A (oder Primelement
fiir v).

Beispiele 11.10 Ist p eine Primzahl, so ist p ein Primelement fiir die p-adische Bewertung
v, auf Q.

812 Das Tensorprodukt
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

Satz/Definition 12.1 (a) Fiir zwei R-Moduln M, N gibt es einen bis auf eindeutige
Isomorphie eindeutig bestimmten R-Modul M ®gz N, genannt das Tensorprodukt von
M und N, mit der folgenden universellen Eigenschaft:

Es gibt eine R-bilineare Abbildung ¥yn., : M X N — M ®pr N derart, dass fiir jede
R-bilineare Abbildung ¢ : M x N — P in einem R-Modul P ein eindeutig bestimmter
R-Modul-Homomorphismus ¢ : M ® g N — P existiert mit ¢ = 1 0 1,5, d.h., so dass
das Diagramm:

(12.1.1) Mx N—2m M @pN

.,

kommutativ ist. Das Element ,,;,((m,n)) wird mit m ® n bezeichnet.

(b) Jedes Element in M ®g N ist von der Form

k
E m; @ n;
i=1

fir ein Kk € Nund mq,...,my € M,nq,...,ng € N.

(c) Es gilt:
(m+m)®@n = mn+m n
(12.1.2) men+n) = men+men
rm@n = r(m@n)=mern

Zum Beweis: Man kann M ®gzN durch “Erzeugende und Relationen” definieren, ndmlich
durch
M@RN = FR(M X N)/U s
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wobei Fr(M x N) der freie R-Modul auf M x N ist (siehe 4.5) und
U= {(rm+r'm' n)—r(m,n)—r'(m n),(m,sn+sn")—s(mn)—s(m,n'))

der von den angegebenen Elementen (mit m,m’ € M,n, n’ € N und r,7’,s,s" € R) er-
zeugte Untermodul. Wir schreiben hier zur Vereinfachung auch (m,n) fir das zu (m,n)
gehorige Basiselement von Fr(M x N). Durch das Herausdividieren von U, also der rich-
tigen “Relationen”, wird gerade erreicht, dass die Abbildung

Yuniv : M X N — FR(MXN) — FR(MXN)/U
(m,n) (m,n) — m®mn = Klasse von(m,n)

bilinear ist, und die universelle Eigenschaft ergibt sich aus der universellen Eigenschaft
von Fr(M x N). Die Aussage in (b) folgt aus der Konstruktion, und (c) ist gerade die
Bilinearitét von t,,,,. Die Details seien dem Leser iiberlassen.

Im Folgenden braucht man nur die in 12.1 stehenden Eigenschaften, nicht die Konstruktion
des Tensorproduktes! Dies gilt zum Beispiel fiir den Beweis von

Proposition 12.2 Es gibt kanonische Isomorphismen fiir R-Moduln M, N, P:
(a) RO M = M

(b) M @r N = N @ M

Beweis von (b): Wir haben eine Abbildung

M®RN — N®RM
mn — n®m firme M,née N.

Dies soll heiflen: diese Abbildung ist wohldefiniert, weil sie aufgrund der universellen
Eigenschaft von der bilinearen (folgt mit 12.1 (c)!) Abbildung

MxN — M®grN
(m,n) — nm

induziert wird. Die Umkehrabbildung ist dann die analoge Abbildung

N®RM — M@RN
nem — mgen.

Um dies nachzurechnen, braucht man nur die Verkniipfung auf den Erzeugenden m ® n
auszurechnen, wo die Behauptung trivial ist.

Entsprechend werden die Isomorphismen in (a) und (c) “gegeben” durch
r®m—rm
(mit Umkehrabbildung m +— 1 ® m) bezichungsweise

(m®n)@p—mae (nQp)
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(mit Umkehrabbildung m ® (n ® p) — (m ® n) @ p).

Lemma 12.3 Fiir R-Moduln M, N werden die Mengen
Abb(M, N) := Menge aller Abbildungen f : M — N
Homgr(M,N :={f: M — N | f R-Modul-Homomorphismus}

zu R-Moduln vermoge der Definition

(f+g)m) = f(m)+g(m)
(rf)(m) = r(f(m))

Hompg(M, N) ist ein Untermodul von Abb(M, N).
Beweis selbst.

Satz 12.4 Fiir R-Moduln M,N,P gibt es einen kanonischen R-Modul-Isomorphismus

Hompg(M,Homg(N, P)) 2 Homgr(M ®g N, P)

Beweis: Sei Bilg(M, N, P) die Menge der R-bilinearen Abbildungen von M x N nach P.
Dies ist ein Untermodul von Abb(M x N, P) (nachrechnen!) und man erhélt eine Bijektion

U : Homg(M, Homg(N,P)) = Bilg(M,N,P)
¢ = (s : (m,n) = d(m)(n))

(1 ist offenbar bilinear!). Die Umkehrabbildung ist ndmlich
(Pp 2 m = (0= Pp(m,n))) — (&

(n +— t(m,n) und ¢, sind R-linear!).
Weiter ist die Bijektion ¥ R-linear: r¢ + r'¢’ wird auf die Abbildung

(m,n) (r¢ +r'¢)(m)(n)
(r¢(m) + r'¢/(m))(n)
= r(¢(m)(n)) +r'(¢'(m))(n)
abgebildet, also auf riy, + r'1)y.
Durch Verkniipfung mit der Bijektion (universelle Eigenschaft des Tensorproduktes)

Bilgr(M,N, P)—~—sHomgr(M ®p N, P), V1),

die ebenfalls R-linear ist (mit der universellen Eigenschaft nachrechnen!) erhdlt man den
gewiinschten Isomorphismus von R-Moduln.

Wir betrachten im Folgenden immer kommutative Ringe mit Eins.
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Bemerkung 12.5 (Vergleiche mit Algebra I, Definition 16.3) Sei ¢ : A — B ein Ringho-
momorphismus. Dann wird B zu einem A-Modul durch die Verkniipfung

ab = p(a)-b fira€e Ajbe B.

Die Schreibweise ab bedeutet im folgenden immer diese Verkniipfung. Genauer gesagt wird
B hierdurch zu einer A-Algebra, d.h., einem Ring mit einer A-Modul-Struktur derart, dass
die Addition im Ring B und A-Modul B iibereinstimmt und dass

(ab) - V' =a(b-b') (ad)b= a(a'd)

fiir alle a,a’ € Aund b, b’ € B, wobei hier der Punkt fiir die Ringmultiplikation in B steht,
aber im Folgenden auch meist weggelassen wird. Hat man umgekehrt eine A-Algebra B,
so erhélt man einen Ringhomomorphismus (von Ringen mit Eins)

p:A— B, a—alg

und die Konstruktionen sind zueinander invers.

Lemma/Definition 12.6 Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und M ein A-
Modul. Dann wird
B®a M

in eindeutiger Weise zu einem B-Modul, so dass gilt:
(12.6.1) V-(b@m):=bbem (fir bt € B,me M).

B ®4 M mit dieser Struktur heifit die Skalarerweiterung von M (mit ¢ oder zu B).

Beweis: Wohldefiniertheit: Zu &’ definiere die Abb.
vy : BXM — B®aM
(bym) +— bbem
Diese ist A-bilinear und definiert also eine A-lineare Abb.

@Zb/ : BaM — BsM
mit b@m +— Vbm,

die wir als die Multiplikation mit &’ definieren; es sei also b'y = @Zb/(y) fir y € B®y M.
Die Modulaxiome sind neben der Additivitat von v, die Eigenschaften

Uy =id, Py = Yy + % und Yy = By o Uy

und diese gelten, weil sie fiir die ¢’s gelten. Die Eigenschaft (12.6.1) macht die Ver-
kniipfung eindeutig, weil die b ® m Erzeugende von B ® 4 M sind.

Proposition 12.7 Seien ¢ : A — B und ¢ : A — C Ringhomomorphismen. Dann hat
B ®4 C eine eindeutig bestimmte A-Algebren-Struktur, fiir die gilt:

(12.7.1) bc-bVed = bb®cd
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Beweis: Nur die Wohldefiniertheit ist zu zeigen! Nach Konstruktion ist B ® 4 C' ein A-
Modul.

Nach 12.6 wird B ® 4 C' ein B-Modul mit b(b' ® ¢/) = bV @ ¢ fiir b,b' € B und ¢’ € C.

Analog wird B 4C' ein C-Modul (Operation rechts geschrieben), wobei (0'®c’)-c = b'®c’c.

Weiter ist
Bx(C — HomA(B®AC,B®AC)

(b,c) (a — bac)

A-bilinear, induziert also nach Satz 12.1 (a) eine A-lineare Abbildung
77/} . B®AC—>H07’I’LA(B®AC,B®AC),
nach (dem Beweis von) Satz 12.4 also eine A-bilineare Verkniipfung

BsC x BsC — B®sC.
(a, B) = o fi=1y(a)(0)

fir die (12.7.1) gilt:

bc) - ed)=vbxc)bad)=btcd
Hieraus folgt, dass B ®4 C ein kommutativer Ring mit eins 1 wird (nachrechnen!).

Satz 12.8 (a) Die Abbildungen

ip:B — B®ysC b—b®1
ic:C — B®uC c—1®c

sind Ringhomomorphismen, und das folgende Diagramm ist kommutativ:

B
7N
A B ®4C
DN
C’ .

(b) (universelle Eigenschaft) Ist
B
7N
A R
N
C

ein kommutatives Diagramm von Ringhomomorphismen, so gibt es einen eindeutig be-
stimmten Ringhomomorphismus

a:Bo,sC — R
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der das Diagramm

B ®,C %=
. S
C

kommutativ macht.

Beweis: (a): klar.

(b) Die Abbildung
Ap: BxC — R
(b,c) = A(b) - plc)
ist A-bilinear und induziert daher nach 2.4. einen eindeutig bestimmten Morphismus von

A-Moduln
a:B,C — R

Dieser leistet das Gewiinschte (nachrechnen!).

Wir zeigen nun eine Exaktheitsaussage fiir das Tensorprodukt. Wenn der Grundring R
klar ist, schreiben wir auch nur ® fiir ®x.

Vorbemerkung 12.9 Fiir Morphismen von R-Moduln f : M; — M, und g : Ny — Ns
hat man einen kanonischen Morphismus von R-Moduln

f®g:Mi®N, — My® Ny
mi®@n; —  f(m)® f(n),

entsprechend der bilinearen Abbildung (my,n1) — f(m1) ® f(nq).
Insbesondere hat man fiir jeden R-Modul N eine kanonische Abbildung

fi=f®@idy : Mi@N — My ® N
(Man sagt hierzu, das Tensorprodukt ist “funktoriell”).
Der folgende Satz ist extrem niitzlich fiir das Rechnen mit Tensorprodukten.
Satz 12.10 (Rechtsexaktheit des Tensorproduktes) Ist
My L My S My — 0
eine exakte Sequenz von R-Moduln, so ist fiir jeden R-Modul N auch die Sequenz
My &p N 55 My @p N % My @p N — 0

exakt, wobei f, = f ® idy und g, = g ® idy wie in 12.9.
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Beweis: (1) g, ist surjektiv: M3 ®r N wird erzeugt von Elementen mgz ® n mit ms €
M,n € N. Fiir ms existiert my € My, mit g(mgy) = mg. Dann ist m3 @ n = g.(ms @ n).

(2) im f, Cker g.: Esist g.o fu =go f®idy =0.

(3) im fi D ker g, : Sei ¢ : My ®g N — coker f, die kanonische (surjektive) Abbildung.
Wir konstruieren nun eine Abbildung ¢ : M3 ® N — Coker f,, die das Diagramm

My @ N —2. Coker fs

Tk

M;® N

kommutativ macht (g, = ¢). Dann folgt ker g, C ker p = im f,.
Nach Definition ist ¢ o f, = 0. Definiere nun eine bilineare Abbildung

b: M3 x N — coker f,, (mg,n)— p(my®@n),

wobei my € My mit g(ms) = ms. Ein solches my existiert, da g surjektiv ist. Weiter ist b
wohldefiniert: Ist m}, € My mit g(mb) = ms = g(ma), so ist my —mj, € ker g = im f, also
my — mb = f(mq) fir ein my € M;. Es folgt

mo@n—my@n=f(m)@n= f(m @n),

also ¢(mge ® n) = p(ma @ n) wegen pf, = 0.

Die bilineare Abbildung b induziert nun einen R-Modul-Homomorphismus
Y Ms®r N — coker f, .
Nach Konstruktion gilt dabei fiir mo € My und n € N
(60 g.)(ma @ 1) = Y(g(ms) @n) = b(g(ma), n) = p(mz @ n) .
Also ist ¥ o g, = .
Bemerkung 12.11 Die Sequenz
0—- M ®r N — My®@r N — M3z ®R®r N — 0

ist im Allgemeinen nicht an der Stelle M; @ g N exakt (das Tensorprodukt ist nur rechtsex-
akt und nicht exakt). Ein Gegenbeispiel ist das Folgende: Wir haben eine exakte Sequenz
von Z-Moduln

0-7Z37Z—7Z/nZ —0,

wobei -n die Multiplikation mit der natiirlichen Zahl n bedeutet. Tensorieren wir dies mit
Z/nZ, so erhalten wir vermoge der Isomorphien Z ® Z/nZ = Z/nZ und Z/nZ Q@ Z/nZ =
Z/nZ die exakte Sequenz

Z/nZ > Z/nZ — Z/nZ — 0

wobei -n die Nullabbildung, also nicht injektiv fiir n # 1 ist.
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Die Rechtsexaktheit reicht aber fiir folgende Anwendung:

Corollar 12.12 Sei M ein R-Modul, und a C R ein Ideal. Dann gibt es einen kanonischen
Isomorphismus (von R-bzw. auch von R/a-Moduln)

R/Cl ®RM2M/QM,

n
wobei aM = {> a;m; | n€N,a; € a,m; € M} .
i=1

Beweis: Nach Definition ist
0—a—R—R/a—0
exakt. Daher ist
a®RM—>R®RM—>R/a®M—>O

exakt. Vermoge der Isomorphie R ®r M = M erhalten wir ein exakte Sequenz

a®@r M5 M— Rla® M — 0

a@mi—a-mm—1Q@m,

die die Behauptung zeigt: Offenbar ist im ¢ = aM.
Eine weitere niitzliche Eigenschaft fiir das Tensorprodukt ist:

Lemma 12.13 Ist (M,);c; eine Familie von R-Moduln und N ein weiterer R-Modul, so
gibt es einen kanonischen R-Modul-Isomorphismus

(%MO@N = %(Mi@)N)’
mit (m;) ®@n = (m; ®n).

Beweis Die Abbildung ergibt sich mittels der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts
aus der R-bilinearen Abbildung

((mai)ier,n) — (M; @ n)ier -

Die Umkehrabbildung ist definiert durch die universelle Eigenschaft der direkten Summe
und die Abbildungen
M;@ N — (@M)oN,
i€l
die durch m; ® n +— ¢;(m;) & n “definiert sind”, wobei ¢; : M; — @ M; der kanonische
iel
Monomorphismus ist, mit ¢;(m;) = (n;)er, wobei n; = m; and n; = 0 fiir ¢ # j.

Corollar 12.14 Sei I eine Menge und R — S ein Ringhomomorphismus. Fiir die Skalarer-
weiterung zu S des freien R-Moduls Fg([) iiber I gibt es einen kanonischen Isomorphismus
von S-Moduln

S®r Fr(I) — Fs(I)

mit s® e; —  se;
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fiir die kanonische Basis (e;);e; von Fg([) bzw. Fs(I).

Beweis Wir haben die Isomorphismen

S @p Fa(l) = S @n (@ Rez) 2B D SonRe S @ Se; = Fs(1).

iel el iel

Bemerkungen 12.15 (a) Aus 12.10 folgt auch: Ist

My LMy L My — 0
eine exakte Sequenz von R-Moduln, so ist fiir jeden R-Modul N auch
(12.15.1) MioNLEMya NS My N —0
exakt. Sei ndmlich M| = im f = ker g. Dann ist nach 12.10

M{@N—M@N— M3 N —0

exakt. Zusammen mit der Surjektivitdt von

My ®N —» M;® N

folgt die Exaktheit von (12.15.1).

(b) Mit 12.10 und 12.14 kann man wie folgt Tensorprodukte “verstehen”. Fiir jeden R-

Modul M hat durch die Wahl von Erzeugenden m; (i € I) eine Surjektion Fg(I) S M :
e; — m;. Wendet man dies nochmals auf ker ¢ an, so erhélt man eine exakte Sequenz

Fr(J) — Fr(I) 5 M — 0.

Dies nennt man eine Prasentation des Moduls M; man beschreibt M durch Erzeugende
(die m;) und Relationen (die Erzeugenden von ker ¢). Ist nun R — S ein Ringhomomor-
phismus, so ist nach 12.10

S®g Fr(J) = S®g Fr(J) = S®@r M — 0
exakt, und dies lédsst sich nach 12.14 schreiben als
Fs(I) = Fs(J) - S®@r M — 0.

S ®gr M hat also “dieselben Erzeugenden und Relationen”, allerdings nun in freien S-
Moduln, d.h., wir bilden die auftretenden Koeffizienten a; € R, b; € R durch R — S in
S ab.

(c) Fiir Polynome fi,..., fm € R[X1,...,X,] ist also zum Beispiel

S[Xla"'7Xn]/(f17'--afm)7

I

S@r (R[X1, ..., Xal /(1o fm))
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wobei die Polynome rechts in S[Xy, ..., X,] aufgefasst sind.
Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit der folgenden Beobachtung.

Satz 12.16 Sei A ein Ring, S C A eine multiplikative Teilmenge und M ein A-Modul.
Dann ist der Homomorphismus von Ag-Moduln

AS®AM

—
mit a®m —>

Mg
a-m

1

ein Isomorphismus.

Beweis Die Umkehrabbildung ist

1 m
—Q®@m «— —.
S S

Beispiel 12.17 Fiir eine abelsche Gruppe A ist der Q-Vektorraum Ag aus Beispiel 10.11
(b) (und Ubungsaufgabe 26) also gleich Q®z A. Entsprechend ist fiir jeden Integritdtsring
R mit Quotientenkoérper K und fiir jeden R-Modul M

M(O) :K®RM:I MK

(und rg M = dimg M).

813 Ganze Ringerweiterungen

Der folgende Begriff verallgemeinert den Begriff algebraischer Korpererweiterungen auf
Ringe. Sei A ein Ring.

Definition 13.1 (a) Ein A-Modul M heifit endlich erzeugt (oder auch endlicher A-
Modul), wenn er ein endliches Erzeugendensystem my, ..., m, besitzt (d.h., es ist M =

{Z aimi|ai < A,Z =1... ,TL})
i=1
(b) Eine A-Algebra B heifit endlich (iiber A), wenn B als A-Modul endlich erzeugt ist.

Beispiele 13.2 (a) Ein Vektorraum V iiber einem Korper K ist genau dann ein endlicher
K-Modul, wenn er endliche Dimensionen hat.

(b) Der Polynomring A[X] ist keine endliche A-Algebra.

(c) Ist B eine endliche A-Algebra und C' eine endliche B-Algebra, so ist C' auch endliche
A-Algebra.

(d) Ein A-Modul M ist genau dann endlich erzeugt, wenn es eine Surjektion
A" —> M
von A-Moduln gibt.
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Lemma/Definition 13.3 Sei B eine A-Algebra.

(a) Ein Element b € B heifit ganz iiber A, wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen
erfiillt sind.

(i) Es gibt ein normiertes Polynom
f(x) =2+ ap12" "+ ...+ a1z + ag € Alz]
mit f(b) =0 in B, d.h., eine ‘Ganzheitsgleichung’

(13.3.1) "+ ap " P4+ ab4+ap=0 mitag,...,a,_1 € A.

(ii) A[b] = {3 ayb|r € Ny, avg, . . ., . € A} C B ist eine endliche A-Algebra.
i=0

(iii) Es gibt einen treuen A[b]-Modul M, der ein endlicher A-Modul ist. (Ein Modul M
iiber einem Ring R heifit treu, wenn fiir jedes r € R gilt: aus r - m = 0 fiir alle m € M
folgt: » = 0).

(b) B heifit ganz iiber A, wenn jedes b € B ganz iiber A ist.

Beweis: der Aquivalenzen in (a):

(i) = (ii): Es gelte (13.3.1). Fiir jedes ¢ € Ny sei M, der von 1,b,...,0"" erzeugte
A-Untermodul von B. Dann ist fiir alle ¢ > 1

V' = —q, b — L — b —agh? € M, .
Durch Induktion folgt
M, =M, ,...= M,
und daher (ii).
(ii)=-(iii) ist trivial, da A[b] treuer A[b]-Modul ist.
(ili) =(i): Seien my, ..., m, A-Erzeugende von M. Dann gibt es a;; € A mit
bm; = Zaijmj firallei=1,...,n.
j=1

Fir die (n x n)-Matrix C' = (b- d;; — a;;) € M,,(A[b]) gilt also Cm = 0 fir den Vektor
m € M™ mit Komponenten my, ..., m,. Fir d = det C gilt dann

dm; =0 firalle i=1,...,n.

Dies folgt aus der Cramerschen Regel: Entsteht C;; aus C' durch Streichen der i-ten Zeile
und j-ten Spalte, und ist C" = ((—1)""det C};) die sogenannte adjungierte Matrix, so
zeigt man wie in der linearen Algebra, dass

C'-C=(detC)-E,

wobei E die (n x n)-Einheitsmatrix ist.
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Da my,...,m, ganz M erzeugen, folgt dm = 0 fir alle m € M. Da M treuer A[b]-Modul
ist, folgt d = 0; also ist b Nullstelle des normierten Polynoms

p(z) = det(E -z — (a;)) -

Beispiele 13.4 (a) Ist L/K eine Korpererweiterung , so ist L/K genau dann ganz, wenn
L/K algebraisch ist (nach 13.3 (i)).

(b) K[x]/K ist nicht ganz (x ist nicht ganz nach 13.3 (ii)).

(c) Jede endliche A-Algebra B ist ganz tiber A (benutze 13.3 (iii): B ist treuer A[b]-Modul
fir alle b € B).

Definition 13.5 Sei B eine A-Algebra. Fiir by,...,b, € B sei Alby,...,b,] C B die von
den b; erzeugte A-Unteralgebra.

Offenbar ist A[b,...,b,] = Menge aller iiber A polynomialen Ausdriicke in den b, =
{f(b1,...;0n) | f(Xq,...,X,) € A[Xq,...,X,]} = Bild des Einsetzungshomomorphismus
A[Xl, PN an] — B7 f(Xl, PN 7Xn) — f(b17 PN ,bn>.

Lemma 13.6 Sei B eine A-Algebra. Sind by, ...,b, € B ganziiber A, soist A[by,...,b,] C
B endlich iiber A.

Beweis: Durch Induktion iiber n (wobei der Induktionsanfang mit n = 0 trivial ist):
Ist b, ganz iiber A, so auch iiber A[by,...,b, 1]. Nach 13.3 ist also A[by,...,b,] =
Alby, ..., by-1][by] endlich iiber A[by,...,b,_1], nach 13.2 (c) also auch endlich tiber A

wenn Afby, ..., b,—1] (nach Induktionsvoraussetzung) endlich iiber A ist.

Corollar/Definition 13.7 Sei B eine A-Algebra.

(a) Die Teilmenge B’ der iiber A ganzen Elemente in B ist ein Unterring von B und heift
der ganze Abschluss von A in B.

(b) A heifit ganz abgeschlossen in B, wenn B’ gleich dem kanonischen Bild von A in B
ist (also B’ = {a - 1]a € a}).

Beweis dass B’ ein Unterring ist: nach 13.6 sind mit b, und by € B’ auch b; + by und
by - by € B'; weiter sind 1 und —1 in B’

Beispiel 13.8 Sei K ein Zahlkorper, also eine endliche Erweiterung von Q. Dann heifit
der ganze Abschluss von Z in K der Ring der ganzen Zahlen in K; Bezeichnung Ok.
Diese Ringe sind ein Hauptgegenstand der Algebraischen Zahlentheorie. Fiir K = Q(¢)
(mit i = v/—1) ist zum Beispiel O = Z][i].

Definition 13.9 Ein Integritéitsbereich A heifit ganz abgeschlossen, wenn er ganz abge-
schlossen in seinem Quotientenkorper Quot(A) ist.

Lemma 13.10 Jeder faktorielle Ring R (also auch jeder Hauptidealring) ist ganz abge-
schlossen.
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Beweis Sei § € K = Quot(R), a € R, b € R~ {0}. Ohne Einschriankung seien a und b
teilerfremd. Angenommen, es gibt ag,...,a,_1 € R mit

(%)n—kan_l(%)n_1+u..+—a1(%)-%ao——O-

—a" = a, 10" b+ ...+ aab™t + agh”

Die Gleichung

steht dann im Widerspruch zur Teilerfremdheit von a und b.

Beispiele 13.11 Polynomringe k[Xy,...,X,] iiber einem Koérper und diskrete Bewer-
tungsringe sind ganz abgeschlossen, 7Z ist ganz abgeschlossen.

814 Symmetrische Polynome und die Diskriminante

Sei k ein Korper, n € N und k[X1, ..., X,,| der Polynomring in den Variablen X7, ..., X,,.
Die symmetrische Gruppe n-ten Grades S, operiert auf k[X, ..., X,,| durch 0 X; := X,;),
d.h.,

Uf(X17 s 7Xn) = f(Xa'(l)> s 7X0'(n))

fir o € S,, also auch auf dem Korper L = k(Xy,...,X,) = Quot(Xy,...,X,) (durch
I — Uf)

ol =25,
g og

Definition 14.1 (a) Ein Polynom f € k[X7, ..., X,] heilt symmetrisch, wenn of = f
fiir alle o € 5, also wenn es unter Vertauschungen der Variablen invariant bleibt.

(b) Der Fixkérper K = L = k(X1,..., X,)"" heifit der Kérper der symmetrischen
rationalen Funktionen (in n Variablen) iiber k.

Beispiel 14.2 X Xy, X7 + X2, X3 + X1 X, + X3 sind symmetrische Polynome.

Nach Galoistheorie (siehe Algebra I, Satz 12.7) ist L/ K endlich galoissch mit Galoisgruppe
Sy Insbesondere ist [L : K] = nl.

Konstruktion 14.3 Betrachte das Polynom n-ten Grades

n

f(X) = TT(X = Xi).

=1

Operiert S,, wie iiblich auf L[X] (iiber die Koeffizienten), so wird f offenbar von jedem

n

o € S, festgelassen, da [[(X — X,;)) = [[(X — X;). Also hat f(X) Koeflizienten in K.
i=1 i=1
Schreiben wir also

(14.3.1) FOX) = TTOX = X0) = 3 (=1s;( X0, .., Xp) X0

i=1 j=1



so ist jedes s; ein symmetrisches Polynom in Xj, ..., X,, und heifit das j-te elementar-
symmetrische Polynom. Durch Ausmultiplizieren sehen wir

S = 1
S§1 = X1—|—X2—|——|—Xn
(14.3.2) s2 = XiXo+ XiXg+ ...+ X1 X,

Sp — XlXQXn

Es ist also s; homogen vom Grad j (alle Monome in s; haben Grad j).

Bemerkung 14.4 Sei F' ein Kérper und
9(X)=X"+an 1 X"+ .+ X +a € FX]

ein normiertes Polynom n-ten Grades. Sei E/F ein Zerfallungskorper von g iiber F. Dann
ist
9(X) = I(X =)  in E[X],

=1
wobei die a; die Nullstellen von ¢ in F sind. Es folgt durch Vergleich mit (14.3.1)
(14.4.1) g(X) =S (—1)sj(ar,. .., a,) X" 7.
j=1
Es gilt also a; = (—1)" s, _i(c, ..., a,), d.h., die Koeffizienten werden (bis auf ein Vor-

zeichen) als die elementarsymmetrischen Polynome in den Nullstellen a; gegeben.

Satz 14.5 Jede symmetrische rationale Funktion aus k(Xj,...,X,) ist eine rationale
Funktion in den elementarsymmetrischen Polynomen s1,...,s,, d.h., es ist

K=Fk(X1,. .., X)) =k(s1,...,s,).

Beweis: Es gilt [L : K] =|S,| =n!und k(sy,...,s,) € K C L. Es geniigt also zu zeigen,
dass

[L:Ek(s1,...,s)] <nl.
Dies gilt aber, da L Zerfillungskorper des separablen Polynoms n-ten Grades f(X) =
[[(X — X;) iiber k(sy,...,s,) ist (f ist separabel, da die Nullstellen X; paarweise ver-
i=1
schieden sind). L ist ndmlich galoissch iiber k(sy,...,s,) (Algebra I, Satz 12.7 (c)) und
fiir die Galoisgruppe G gibt es einen Monomorphismus

G — 5,

(Algebra I, Bemerkung 13.11)!, so dass [L : k(s1,...,s,)] = |G| < |S,| = nl.

Wir haben sogar:

L f ist irreduzibel, da f schon iiber K irreduzibel ist: S,, lisst keine echte Teilmenge von { X, ..., X,,}
fest
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Satz 14.5 (a) Die Elemente s, ..., s, sind algebraisch unabhéngig iiber k.

(b) Ist f € k[X4,..., X,] ein symmetrisches Polynom, so gibt es ein eindeutig bestimmtes
Polynom ¢ € k[Sy,...,S,] in den Variablen sy, ..., s, mit

f=9g(s1,...,8n).

Beweis: (a) Da k(X;,...,X,) den Transzendenzgrad n iiber k hat und k(Xy,...,X,) =
k(s1y...,80)[ X1, ..., Xp]/k(s1, ..., s,) algebraisch ist (denn jedes X; ist algebraisch iiber
k(s1,...,8), siche unten), miissen si,...,s, algebraisch unabhéingig sein, denn sonst
wire der Transzendenzgrad echt kleiner als n (beachte Proposition 9.7 fiir X’ = ) —
Widerspruch!

(b) Daher ist der Einsetzungshomomorphismus

@ k:[Sl,...,Sn] - l{?[Xl,,Xn]
h(S1,...,S.) +— h(s1,...,8n)

injektiv mit Bild k[sq,...,s,]. Dies zeigt die Eindeutigkeit von g in (b). Weiter ist jedes
X; ganz tiber k[sy, ..., s,|, als Nullstelle des normierten Polynoms f(X) = [[(X — X;) €

i=1
k[s1,...,s,)[X]. Nach Lemma 13.6 ist k[ X7, ..., X,] = k[s1,..., su][ X1, ..., X,] also ganz
tiber k[si,...,s,). Sei nun f € k[Xi,...,X,] ein symmetrisches Polynom. Nach Satz
14.4 ist dann f € k(sy, ..., s,). Andererseits ist f nach dem eben Bewiesenen ganz iiber
k[si,...,Sn). Da k[si,...,s,| ganz abgeschlossen in k(si,...,s,) ist (als Polynomring,
siehe Beispiel 13.11), folgt f € k[s1,...,sn].

Beispiele 14.6 (vergleiche Beispiele 14.2) Es ist X1 Xy = 89, X7 + X2 = (X| + X»)? —
2X1X2 = S? — 282 und X% + XlXQ + XS' = (X1 + X2>3 — (Xl + XQ)XlXQ = S? — S159 in
k[ X1, Xal.

Wir kommen nun zum Begriff der Diskriminante eines Polynoms. Das Element
A=TI(X:— X;)? € k[Xq,..., X,
i<j
ist offenbar ein symmetrisches Polynom, also

A € kls,..., 8.

Da die Koeffizienten A; von [[(X — X;) bis auf Vorzeichen gleich den s; sind, ist A auch
i=1
ein Polynom A(A,_1,...,Ap) in Ag, ..., A,_1. Durch Einsetzen erhalten wir

Definition 14.7 Sei
fX)=X"4+a, X" '+ ... +a; X +ao

ein Polynom in k[X]. Ist f(X) = [[(X — a;) in einem Zerfallungskorper von f iiber k,
i=1
so heif}t
Af = H(Oél - Oéj)2 = A((J,n_l, .. ,CL()) ek

i<j
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die Diskriminante von f.

Bemerkungen 14.8 Es gilt Ay = 0 genau dann, wenn f mehrfache Nullstellen hat, also
Ay #0 & f separabel.

Beispiel 14.9 Fiir f(X)=X?2+X+1€Q

—

X] sind die Nullstellen

—_

1—-4

5 cC.

Qg =—5=*

\V)

Es ist also
Af(a1 — 042)2 = (\/ —3)2 =-3.

Allgemein ist die Diskriminante des Polynoms
f(X)=X?+aX +b € k[X]
gleich a® — 4b (Ubungsaufgabe!).

815 Kategorien und Funktoren

Die Sprache der Kategorien und Funktoren ist unabdingbar fiir viele Aussagen in der
heutigen Mathematik. Sie ist formal und weniger als Selbstzweck anzusehen, sondern eher
als ein niitzliches Mittel zum Formulieren und Einordnen von mathematischen Resultaten.

Wir diskutieren im Folgenden keine mengentheoretischen Fragen wie das Problem der
‘Menge aller Mengen’. Wir sprechen von Klassen, wenn wir ‘Mengen hoherer Stufe’ be-
handeln; ein formaler Rahmen wurde durch die sogenannten ‘Universen’ nach Bourbaki
geliefert. Bei der Bildung der ‘Klasse aller Mengen’, die selbst keine Menge (derselben
Stufe) ist, wird also die obige Russell’sche Antinomie vermieden.

Definition 15.1 Eine Kategorie C besteht aus
(i) einer Klasse ob(C) von Objekten,

(ii) einer Menge Home(A, B) fiir je zwei Objekte A, B, deren Elemente Pfeile oder Mor-
phismen von A nach B genannt werden,

(iii) sowie einer Verkniipfung fiir alle Objekte A, B, C

Home(B,C) x Home(A,B) — Home(A,C)
(9, f) — gof (odergf).
Dabei soll gelten

(a) Zu jedem A € 0b(C) gibt es ein Element 14 € Home(A, A) (genannt Identitét von
A) mit

fla = f = 1gf
fir f € Home(A, B).

(b) (Assoziativitdt) Fiir f, g wie oben und h € Home(C, D) gilt
Wgf) = (hg)f
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in Home(A, D).

Dies ist der iiblichen Situation von Hom-Mengen nachempfunden. Tatsédchlich bekommen
wir so die meisten Beispiele:

Beispiele 15.2 (a) Die Kategorie Sets aller Mengen wird definiert durch

ob(Sets) = Klasse aller Mengen
Homges(A,B) = Menge aller Abbildungen f: A — B .

Die Verkniipfung ist die iibliche Komposition von Abbildungen, und 14 € Homges(A, A)
ist die Identitat id4 : A — A.

(b) Entsprechend werden viele Kategorien gebildet:

(1) Kategorie Gr der Gruppen: Objekte: Gruppen, Homg, (G, H) = Menge der Gruppen-
homomorphismen von G nach H, Verkniipfung: Komposition.

(2) Kategorie Modg der Moduln iiber einem Ring: Morphismen= R-Modulhomomorphismen,
Verkniipfung=Komposition.

(3) Kategorie T'op der topologischen Raume, Morphismen =stetige Abbildungen, mit der
Komposition als Verkniipfung.

(4) Kategorie der topologischen Gruppen: Morphismen=stetige Gruppenhomomorphis-
men, mit der Komposition als Verkniipfung.

(c) Es gibt aber auch andere Kategorien. Sei (I, <) eine geordnete Menge. Definiere die
Kategorie I durch ob(I) = I (die Objekte sind also die Elemente von I!),

Hom,(z',j):{ {x} , i<y,

(Im ersten Fall besteht die Morphismenmenge also aus genau einem Element, das wir mit
* bezeichnen). Die Verkniipfung ist die einzig mogliche: der einzige Fall, wo beide Mengen
nicht leer sind, ist

Homy(j, k) x Homy(i,5) — Homy(i, k)
fir i < j <k, wo (x,%) auf x abgebildet wird.
(d) Die kleinste Kategorie der Welt: Cy : Cp hat nur ein Objekt * und es ist Homg, (*, *) =
{id,}.
(e) Sei G eine Gruppe. Definiere die Kategorie G wie folgt: G hat nur ein Objekt * und

es ist Homg(*.x) = G mit der Verkniipfung G x G — G, die durch das Gruppengesetz
gegeben ist.

Definition 15.3 Ein Morphismus f : A — B in einer Kategorie C heifit

(a) Monomorphismus, wenn fiir alle Objekte X in C und alle Morphismen gy, go : X —
A gilt

fn="re = ga=g
(d.h., f ist links kiirzbar),
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(b) Epimorphismus, wenn fiir alle Objekte X in C und alle Morphismen hy, hy : B — X
gilt

hif=hof = hi=hy
(d.h., f ist rechts kiirzbar), und

(c) Isomorphismus, wenn es einen Morphismus g : B — A in C gibt mit

gf =14 und fg=1p

(Das g ist dann eindeutig bestimmt und heifit das Inverse von f).

Bemerkungen 15.4 (a) Sei f : A — B ein Morphismus in einer Kategorie C. Fiir alle
Objekte X in C induziert f eine Abbildung

fe: Home(X,A) — Home(X,B)
g = fg
und eine Abbildung
f*: Home(B,X) — Home(A,X)
h — hf.

(b) Offenbar ist f genau dann Monomorphismus, wenn f, injektiv ist fiir alle X, und
Epimorphismus, wenn f* injektiv (!) fiur alle X ist.

Beispiele 15.5 (a) In den Kategorien Sets, Gr, Mody sind Morphismen genau dann
Monomorphismen (bzw. Epimorphismen), wenn sie injektiv (bzw. surjektiv) sind, und
genau dann Isomorphismus, wenn sie Monomorphismus und Epimorphismus sind.

(b) In Top ist eine stetige Abbildung f : X — Y genau dann Monomorphimus, wenn
sie injektiv ist und genau dann Epimorphismus, wenn sie dichtes Bild hat. Eine bijek-
tive stetige Abbildung ist kein Isomorphimus; Isomorphismen sind per Definition die
Homo6omorphismen.

(c) Fiir eine geordnete Menge (I, <) ist in der Kategorie I aus Beispiel 15.2 (c) jeder
Morphismus Monomorphismus und Epimorphismus, aber die einzigen Isomorphismen sind
die Identitéten.

Definition 15.6 Sei C eine Kategorie. Dann ist die duale Kategorie C°” durch ‘Umdre-
hen der Pfeile’ definiert: ob(C?) = 0b(C) und Homeer(A, B) = Home(B, A) mit den von

C induzierten Kompositionen.

Bemerkungen 15.7 Ein Morphismus f : A — B in C ist genau dann ein Monomorphis-
mus (Epimorphismus, Isomorphismus), wenn er ein Epimorphismus (Monomorphismus,
Isomorphismus) in C ist.

Wir diskutieren noch einige kategorielle Begriffe — Stichwort Limiten.

Definition 15.8 Sei (M;);c; eine Familie von Objekten in einer Kategorie C. Ein Objekt
M in C zusammen mit Morphismen m; : M — M, fiir alle 7 € I heifit Produkt der M;
(Bez.: M = [ M;), wenn es folgende universelle Eigenschaft erfiillt:

i€l
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Ist N ein Objekt in C und sind f; : N — M; Morphismen fiir alle ¢ € I, so gibt es einen
eindeutig bestimmtem Morphismus f : N — M, der das Diagramm

[IM =M

il
A T
!

W Ny,
!
!
| fz
N
kommutativ macht. (M = [] M;, m;) ist also universell fiir Morphismen in die M;, fiir alle

el
1€ 1.

Definition 15.9 Die Summe einer Familie (M;);c; von Objekten in C wird dual erkléart,
also (vergleiche 15.6) durch Umdrehen der Pfeile: Ein Objekt [ M; in C mit Morphismen

iel
1 M; — [ M; fiir alle i € I heifit Summe der M;, wenn es fiir jedes weitere Objekt N
i€l
und Morphismen g; : M; — N einen eindeutig bestimmten Morphismus g : [[ N; — N
i€l
gibt, der
LI M;
iel
Ly |
/ '
v e
|
N
kommutativ macht. (] M;, ¢;) ist also universelles Ziel fiir Morphismen von allen M;.

el

Bemerkungen 15.10 Produkte und Summen miissen nicht existieren, aber wenn sie
existieren, sind sie bis auf kanonische Isomorphie eindeutig (dies folgt leicht aus den
universellen Eigenschaften).

Beispiele 15.11 (a) In Sets, Gr, Ab (=Kategorie der abelschen Gruppen) und T'op
existieren beliebige Produkte, gegeben jeweils durch das kartesische Produkt der unter-
liegenden Mengen (vergleiche 1.7 fiir T'op).

(b) In Sets existieren auch beliebige Summen; die Summe der Familie (M;);e; ist dabei
gegeben durch die disjunkte Vereinigung [ M;(= ) M;).
iel el

(¢) In Ab und Mody, existieren ebenfalls beliebige Summen, sie sind gegeben durch die
bereits frither eingefiihrten direkten Summen

D M; = {(x;)ier € [[ M; | z; = 0 fiir fast alle i € I}.

il il
(d) In Gr existieren ebenfalls beliebige Summen (im Sinne von Kategorien); fiir eine
Familie (G;);c; von Gruppen ist dies gegeben durch das sogenannte ‘freie Produkt’ * G,

1€
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das sogar bei abelschen GG; im Allgemeinen nicht-kommutativ ist (man betrachtet beliebige
‘Worte’ gi,6i, - - - g;,, mit Elementen g;, € G, , die nur vereinfacht werden kénnen, wenn
zwei benachbarte g; aus derselben Gruppe G; sind, so dass man sie multiplizieren kann).

Definition 15.12 Sei (/, <) eine induktiv geordnete Menge und (M;, a;;) ein induktives
System tiber I in C, d.h., man hat Objekte M; € C (d.h., € 0b(C)) fur alle i € I und
Morphismen «;; : M; — M, (genannt Ubergangsmorphismen) fiir alle i, j € I mit i < j,
so dass gilt

o = tdpy,, Qo = oy flird < g <k.
Ein Objekt M in C zusammen mit Morphismen «; : M; — M fiir alle ¢ € I, so dass das
Diagramm

M.

J

fir alle ¢ < j kommutiert, heifit induktiver Limes der M; (genauer: von (M;, a;;); Bez.:

M = lz’ﬁm M;), wenn folgende universelle Eigenschaft gilt: Ist N ein Objekt in C und sind
iel

Morphismen g; : M; — N fiir alle ¢ € I gegeben, so dass

fiir alle ¢ < j kommutiert, so gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus ¢g : M =
li_n)z M; — N, so dass

el
M = lim M,
o
i€l
9i |
/ l
| 3
Mi | =9
|
\
N

fiir alle # € I kommutiert. (l@ M;, ;) ist also universell fiir “Morphismen aus dem uni-
iel
versellen System heraus”.

Definition 15.13 Projektive Systeme (M, (3;;);c; iiber einer induktiv geordneten Men-

Jj2i
ge (I,<) und der projektive Limes l@ M; eines solchen werden dual definiert, also

il
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wieder durch Umdrehen der Pfeile: Es existieren

mit 5,0k = Bx, fir k > j > 4, B; = idy,, und fiir ein Objekt N und Morphismen
h; : N — M; fiir alle ¢ € I gilt:

lim M;
Mj el
4 A
|
|
N fii kommutativ V j > i — 3 M;  kommutativ V i.

|
|

M; N

Wieder miissen induktive oder projektive Limiten nicht existieren, sind aber eindeutig bis
auf kanonische Isomorphie, wenn sie existieren.

Beispiele 15.14 In Sets, Gr, Ab und Modp, existieren beliebige induktive und projektive
Limiten; sie wurden in 2.5 beschrieben. Auch in Top existieren beliebige induktive und
projektive Limiten; letztere wurden in 2.6 (e) beschrieben.

Insbesondere ist in Sets

iel el
sowie
im A= L/
el
wobei fiir ; € M; und z; € M; gilt: x; ~ x; & es existiert ein £ € I mit & > 4,7 und
(7)) = aji(z;).

Bemerkung 15.15 Mit der expliziten Beschreibung von Produkten und projektiven Li-
miten in Sets lassen sich die universellen (und damit charakterisierenden!) Eigenschaften

von Produkt, Summe, induktiver und projektiver Limes ganz kurz hinschreiben (Bezeich-
nungen wie in 15.8, 15.9, 15.12, 15.13)

[T Home(N, M;) =  Home(N, [ M;)

1 el iel

W (fi) — f

o) HIHomC(Mi,N) 5 Homc(]_EMi,N)
(9)) — g

lim Home(M, M;) = Home(M, lim M)
(3) el i€l
(hi) — h
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Z@Homc(Mi,M) = Homc(li_mMi,M)
(4) iel icl
(9) — 9

Wir kommen nun zu “Abbildungen zwischen Kategorien”:

Definition 15.16 Seien A, B zwei Kategorien. Ein kovarianter Funktor F' : 4 — B
von A nach B ist eine Zuordnung, die

(i) jeden Objekt A in A ein Objekt F'(A) in B zuordnet, und
(i) jeden Morphismus f : A — B in A einen Morphismus F(f) : F(A) — F(B) in B

zuordnet.

Dabei muss gelten

(a) F'(1a) = 1p(a) fur alle A € 0b(A).

(b) Fiir Morphismen f: A — B, g: B — Vin Agilt F(gf) = F(g9)F(f) : F(A) — F(C),

Definition 15.17 Ein kontravarianter Funktor G : A — B wird als ein kovarianter
Funktor A — B (oder, dquivalent: A% — B) definiert, d.h., G “dreht Pfeile um”: Fiir
f: A — B haben wir also (i) und (a), sowie

(ii") G(f) : G(B) — G(A),
und entsprechend

(b)) Glgf) = G(f)G(g) tir AL B 5% C.

Beispiele 15.18 (a) Wir haben den Vergissfunktor

V. Gr — Sets
G — G

fo= f
der nur die Gruppenstruktur vergisst.

(b) Entsprechend haben wir einen Vergissfunktor
V : Ringe — Ab

auf der Kategorie der Ringe (mit Ringhomomorphismen), der einen Ring R auf die abel-
sche Gruppe (R, +) abbildet, sowie weitere Vergissfunktoren

Modp — Ab , Top — Sets.

(c) Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus. Dann haben wir einen Restriktionsfunktor

Resp/a: Modgy — Mod,
M — M mit Operation von A via ¢

f= 17
Weiter ist die Skalarerweiterung ein Funktor
B®y : Mod 4 — Modg
M — B®aM

f:M1—>M2 — f*:B®AM1_>B®AM27
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siehe 12.9.
(d) Sei R ein Ring. Die Bildung des freien Moduls gibt einen Funktor
Fgr: Sets — Modp

I —  Fgp(])
(f:I—J) = (fe: Fr(I) = Fr(J)).

Hierbei ist f. der R-Modul-Homomorphismus, der das kanonische Basiselement e; (i €
I) von Fr(I) auf das Basiselement ef;) € Fg(J) abbildet — aufgrund der universellen
Eigenschaft des freien Moduls gibt es genau einen R-Modul-Homomorphismus f, mit
dieser Eigenschaft. Man rechnet leicht nach, dass Fr ein Funktor ist, d.h., dass

(gf). = gf. firlLHJSK
und (Zd[)* = idFR(I) fir alle I .

Definition 15.19 Seien F' : A — B und G : B — C Funktoren. Dann ist die Komposition
G o I': A — C definiert durch

(GoF)(A) = G(F(A)) fir A€ obC),
(GoF)(f) = G(F(f) fir f:A—BinC.

Man sieht leicht, dass dies wieder ein Funktor ist. Dieser ist kovariant, wenn I und G
beide kovariant oder beide kontravariant sind, und kontravariant sonst.

Definition 15.20 Sei C eine Kategorie. Fiir jedes Objekt A in C ist der kovariante
Hom-Funktor
h* = Home(A, —) : C — Sets

definiert durch

hY(X) = Home(A,X), fiir X € ob(C),

hA(f) = f.:Home(A, X)— Home(A)Y), fir f: X —Y inC.
siehe 15.4. Der kontravariante Hom-Funktor

ha = Home(—,A):C — Sets

ist definiert durch

ha(X) = Home(X,A), fir X € ob(C),

ha(f) = f*:Home(Y,A) — Home(X,A), fir f: X -Y inC.

Wichtig sind auch “Abbildungen zwischen Funktoren”:

Definition 15.21 Seien A und B Kategorien und F,G : A — B zwei Funktoren von A
nach B. Ein Morphismus von Funktoren (oder auch natiirliche Transformation)
u: F' — G von F nach G besteht aus Morphismen in B

ug: F(A) — G(A)
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fiir alle Objekte A in A. Dabei soll gelten, dass fiir alle Morphismen f : A — A’ das
Diagramm

F(A) —*~G(A)
nw %m
F(A) 225 GA)

kommutativ ist (Hierfiir sagt man auch, dass die durch die uys gegebene Zuordnung
“natiirlich” ist).

Beispiel 15.22 Sei G eine Gruppe und Mod,, die Kategorie der G-Moduln. Dann haben
wir fiir jedes ¢ > 0 einen Funktor

H'(G,~): Modg — Ab
durch die i-te Kohomologie: Fiir einen G-Modul A ordnen wir zu
A HY(G,A)
und fiir einen G-Modul-Homomorphismus f : A — A’ ordnen wir zu
fr f.: H(G,A) — H(G, A

(es ist also H'(G, f) = f.). Wir hatten in 5.2 gesehen, dass dies “funktoriell ist”, d.h.,
dass die Funktoraxiome (gf). = g.f. und (ida). = idgi (g, a) gelten.

Ist nun H < G eine Untergruppe, so haben wir einen entsprechenden Funktor
H'(H,—): Mod, — Ab
(jeder G-Modul ist auch ein H-Modul) und einen Morphismus von Funktoren
Res : HY(G,—) — H'(H,—)
gegeben durch die Restriktionen
Res : H'(G,A) — H'(H, A)

fiir alle G-Moduln A. Tatséchlich ist fiir jeden G-Modul-Homomorphismus f : A — A’
das Diagramm

Hi(G, A) -2~ Hi(H, A)

| |

Hi(H, A" L Hi(H, A

kommutativ; dies folgt leicht aus den Definitionen.

Definition 15.23 Ein Morphismus von Funktoren

uw: F— G
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(F,G : A — B) heiBt Isomorphismus von Funktoren (oder natiirliche Aquivalenz),
wenn alle Morphismen

uy: F(A) = G(A)
Isomorphismen sind.

Offenbar bilden dann die Inversen u,' einen Morphismus von Funktoren u™' : G — F

und es gilt u " tou = Id 4 und uou™! = Idg, wobei die Komposition von Morphismen von
Funktoren in offensichtlicher Weise definiert ist und Id4 : A — A der identische Funktor
einer Kategorie A ist (Id4(A) = A; Ida(f) = f).

Man schreibt F' ~ G, wenn es einen Isomorphismus u : ' — G von Funktoren gibt.

Definition 15.24 Ein Funktor F : A — B heifit Aquivalenz von Kategorien, wenn es
einen Funktor G : B — A gibt mit

GoF~Idy , FoG~Idg.

A und B heiflen dann dquivalente Kategorien und G heifit ein Quasi-Inverses von F'.

Es kommt selten vor, dass man ein echtes Inverses findet, d.h., ein G mit Go F = Id4
und F'o G = Idg.

Beispiel 15.25 Sei k ein Koérper und n € N und sei Vek, die Kategorie der endlich-
dimensionalen k-Vektorraume. Sei My = k", aufgefasst als M, (k)-Modul. Nach Sétzen
von Wedderburn hat man eine Kategoriendquivalenz

F: Vek, — Mody, g
V — MO ®kv

mit Quasi-Inversem
M — HOmMn(k)<M0, M) .
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