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0 Erinnerung

0.1 Ein lokal geringter Raum ist ein topologischer Raum X zusammen mit einer Garbe von
Ringen Oy, so dass die Halme Oy, fiir alle z € X lokale Ringe sind.

0.2 Ein Morphismus (X,Ox) — (Y, Oy) von lokal geringten Riumen ist ein Paar (f, f¥)
wobei f: X — Y eine stetige Abbildung ist und

fﬁ : OY - f*OX
ein Morphismus von Ringgarben, so dass fiir jedes © € X die kanonisch induzierte Abbildung
I8 Ovip) = Oxpa

ein Homomorphismus von lokalen Ringen ist (f2(my(,)) C m,).

0.3 Fiir jeden Ring A erhilt man einen lokal geringten Raum (X, Ox), wobei X = Spec(A)
mit der Zariski-Topologie ist, und die Garbe Ox die beiden folgenden Eigenschaften hat

Ox(D(f)) = A; fin fea
Ox, = A, fir x=pecSpec(A).

0.4 Affine Schemata sind lokal-geringte Rdume, die isomorph zu einem solchen (X, Ox) sind.

0.5 Ein lokal geringter Raum (X, Ox) heifit Schema, wenn jedes x € X eine offene Umgebung
U C X besitzt, so dass (U, Oy := Ox|v) ein affines Schema ist.

0.6 Ist (X,Ox) ein lokal geringter Raum und (Y,Oy) ein affines Schema, isomorph zu
(Spec(A), Ospec(a)), so ist die Abbildung

Hom((X,0x),(Y,0y)) — Hom(A,Ox(X))
(f. %) = fi A= 0r(Y) = Ox(X)

eine Bijektion (Alg.Geo. I, 10.1).

0.7 Ist (X, Ox) ein Schema und U C X beliebig offen, so ist (U, Oxy) ein Schema (Alg.Geo
I, 10.6) und heifit offenes Unterschema. Man hat einen Morphismus j : (U, Oy) — (X, Ox).

0.8 Seien (X, Ox) und (Y, Oy) Schemata (oder lokal geringte Raume). Ist V' C Y offen, so
hat man eine Bijektion

Hom((X,0x),(V,0v)) = {g: (X,0x) — (Y,0y) | g(X) CV}

f=if,
wobei j : (V,Oy) — (Y, Oy) der kanonische Morphismus ist (Alg.Geo. I. 10.7).

Im Folgenden lassen wir meist die Strukturgarbe Ox in den Bezeichnungen weg und schreiben
nur X statt (X, Ox).



0.9 Sei X ein topologischer Raum und seien F,G Garben von abelschen Gruppen auf X.
Dann hat man eine Garbe Hom(F,G) von abelschen Gruppen auf X, definiert durch

Hom(F,G)(U) = Homy(F|,.G|,),

wobei rechts die Gruppe der Morphismen von Garben auf U steht (Alg.Geo. I, Ubungsblatt
13, Aufgabe 1). Entsprechendes gilt auch fiir Garben von Ringen, wobei dann aber Hom/(F, G)
nur noch eine Garbe von Mengen ist (selbst tiberlegen!).

0.10 Sind X und Y Schemata, so ist die Zuordnung

U— Hom(U)Y) , U C X offen

mit den Restriktionsabbildungen

Hom(U,Y) — Hom(U.Y) , U CU
= flu
eine Garbe von Mengen. Das heifit: Ist U C X offen und (U;);e; eine offene Uberdeckung
von U, so gilt
(a) Sind f,g: U — Y Morphismen mit f|U' =4y, fiir alle s € I, soist f = g.
(b) Sind f; : U; — Y Morphismen (i € I) mit

fi Vi,jgel,

U,L'ﬂUj - fj|UiﬁUj

so gibt es einen (nach (a) eindeutig bestimmten) Morphismus f : U — Y mit
flo, = fi  Viel

(Alg.Geo. I, Ubungsblatt 13, Aufgabe 2).



1 Verkleben und Faserprodukte

Satz 1.1 (Verkleben von Garben) Sei X ein topologischer Raum und (U;)ier eine offene
Uberdeckung von X. Es seien gegeben

(i) fiir jedes ¢ € I eine Garbe (von Mengen) JF;,
(ii) fiir alle 4, j € I ein Isomorphismus von Garben

Pij :Fi|Uij = E|Uij ’

mit U;; = U; N Uj, so dass gilt
(iv) (Kozykelbedingung) fiir alle 4, j, k:

. — . le) ..
Pik ‘ Uijk ik ’ Uijk QOZJ

Uijk ’
wobei Uyj, := U; NU; N Uy. Dann gibt eine Garbe F auf X und Isomorphismen

i 2 Fly = F

i

mit

Diese Garbe F ist bis auf kanonische Isomorphie eindeutig: Gibt es eine zweite Garbe F’
mir entsprechenden Isomorphismen 9}, so gibt es genau einen Isomorphismus

a: F—F,
der fiir jedes ¢ € I das Diagramm
@ Uz !
F U; a U;
i P}
E

kommutativ macht.

Beweis (a) Existenz: Fiir jedes U C X offen definiere
FU) ={(s:) € r[I]:i(U NU) | Vi,jel gilt Silvru, = Soij,UﬁUij(SilUmUij)}~
(S

Die Restriktionen fiir die F; definieren dann Restriktionen fiir 7, und man {iberpriift ohne
Schwierigkeiten, dass F eine Garbe ist. Der Garbenmorphismus v; : |, — F; ist definiert

durch

Uij

Yiv + FU) — FU)
(sj)jer = si

fiir U C Uj offen, und diese Abbildung ist bijektiv: Definiere die Umkehrabbildung ¢; ; durch
Spi,U(Si) = (Sj)jel , Mmit
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S5 = SDz‘j,UmUj(Si\UmUj) € F;(UNU)
fir s; € F(U) = F(U NU;) (Dies ist wohldefiniert und invers zu ; ; nach (iii) und (iv)).
Die Eigenschaft (v) ist klar.

(b) Eindeutigkeit: Da a|,,. eindeutig festgelegt ist, folgt die Existenz von a aus der Garben-
eigenschaft von Hom(F,F’) (siehe 0.10).

Bemerkung 1.2 Der Satz gilt entsprechend fiir Garben von Gruppen, bzw. von Ringen,
wobei die f;;,1; und « entsprechende Morphismen sind.

Satz 1.3 (Verkleben von (lokal) geringten Réumen) Sei (V;);c; eine Familie von (lokal)
geringten Rdumen, und seien gegeben:

(i) fur alle ¢, j € I offene Mengen V;; C V;,

(i) fiir alle 4, j € I Isomorphismen von (lokal) geringten Raumen
fij - Vig = Vi

wobei gilt

(iii) Vi; = Vi und f;; = idy;,,

(iv) fi;(Vij N Vie) = (Vi N Vi) und fir = fax © fij auf Vi N Vi

Dann gibt es einen (lokal) geringten Raum X, eine offene Uberdeckung (U;);e; von X und
Isomorphismen von (lokal) geringten Rédumen

g = Vi = U
so dass gilt

™) Vij = g¢;'(U;NU;) und
AV _
fij 9; 1|U]-mU,- © gi|vz'j (= (g

V)" ogilv,) -

Dieser (lokal) geringte Raum X ist bis auf kanonische Isomorphie eindeutig: Gibt es einen
zweiten (lokal) geringten Raum X’ mit entsprechenden Isomorphismen ¢, : V; = U! C X;,
so gibt es genau einen Isomorphismus von (lokal) geringten Radumen

h: X—X
so dass fiir alle ¢ € I gilt: h(U;) = U/, und das Diagramm

h|Ui : Uz = U/

kommutiert.



fi

fi

|

Diese Daten reichen, um

X zu definieren

Beweis: (a) Konstruktion von X: Setze
- ()
i€l
wobei [[V; die disjunkte Vereinigung der V; ist und ~ die folgende Aquivalenzrelation
Ti ~ T =~ I; € V;j und fw(x@) =,

fir z; € V; und x; € V; (in X werden also z; und x; identifiziert). Weiter sei [[, V; mit der
Summentopologie versehen (U’ C ], V; offen < U’ NV offen fiir alle i € I) und X mit der
Quotiententopologie (U C X offen < das Urbild von U unter der kanonischen Surjektion
p: I, Vi = X ist offen). Sei

P
g Vi —» Vi = X
i€l
T; — Klasse von z;

die kanonische Abbildung. Dann ist g; injektiv (dies folgt aus Eigenschaft (iii)) und stetig.
Genauer ist eine Menge U C X genau dann offen, wenn g; *(U) offen fiir alle i € I ist
(Ubungsaufgabe). Insbesondere ist

Ui = gi(vi)
offen in X, und

g Vi— U
ein Homoomorphismus. Weiter ist (U;);c; eine offene Uberdeckung von X und es gelten die
Eigenschaften (v), d.h.,

Vi = g7 (U;NU;) und  fig = g;'

Uu;nU; © 9ilvi; -
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Wir definieren nun die Strukturgarbe Ox durch Verklebung der Ringgarben
Oi = (gz)*OVZ auf Uz

mittels der Isomorphismen

SD’LJ : OZ UiﬂUj - O] UiﬂUj )

die die Inversen zu den Isomorphismen

(gj)*(ffj)

Ojluinu; = (95):0v;, —" (95)«(fij)«Ov;; = (9:)«Ov;,

sind. Dies liefert den gewiinschten lokal geringten Raum (X, Ox), zusammen mit den Iso-
morphismen

(g’hg?) : (VMOVZ) = (Ui7OUi)7
mit

g+ Oy, = O; = (g:):Oy, .

k3

(b) Eindeutigkeit : selbst.
Bemerkung 1.4 Sind in 1.3 alle V; Schemata, so ist X offenbar ein Schema.
Wir kommen nun zum wichtigen Begriff des Faserprodukts.

Satz 1.5 Sei ein Diagramm

Y
g
X—=S9
von Morphismen von Schemata gegeben. Dann existiert ein Schema X xg Y und ein kom-
mutatives Diagramm

X xgV 22y
-
X——3

mit der folgenden universellen Eigenschaft: Ist Z ein Schema undsind f : Z - X g: Z =Y
Morphismen mit af = (3¢, so gibt es genau einen Morphismus b : Z — X XgY mit f = prih
und g = proh:

Y
S.
X XgY heifit das Faserprodukt von X und Y iiber S, und der zu f und g assoziierte

Morphismus h wird auch mit (f, g) bezeichnet. Die Morphismen pry und pry heiflen die erste
bzw. zweite Projektion.



Definition 1.6 Ein kommutatives Diagramm

7y
o

X—=5

heifit kartesisch, wenn der induzierte Morphismus

Z—)XXSY

ein Isomorphismus ist. Der Morphismus o’ heifit der Basiswechsel von « mit 3 (entspre-
chend heiit 3 der Basiswechsel von # mit «).

Bemerkungen 1.7 (a) Fiir ein Diagramm

N

|

M——=T
von Abbildungen von Mengen definiert man das Faserprodukt von M und N iiber T als
M xp N = {(m,n) e M x N | a(m)=6(n)}.

Es hat eine entsprechende universelle Eigenschaft fiir Abbildungen von Mengen. Die univer-
selle Eigenschaft von 1.5 ist dann dquivalent dazu, dass fiir jedes Schema Z die Abbildung

Hom(Z,X xsY) — Hom(Z,X) XHom(z,s) Hom(Z,Y)
h +— (prioh, praoh)

bijektiv ist. Hierdurch sind auch pr; und pry bestimmt (betrachte Z = X xgY und h = id).

(b) Warnung: fiir Schemata ist der unterliegende topologische Raum von X xgY im Allge-
meinen nicht gleich dem Faserprodukt der topologischen Raume!

Beweis von Satz 1.5: Wir benétigen einige Lemmata, die auch fiir sich von Interesse sind.

Lemma 1.8 Wenn das Faserprodukt X x Y existiert, so ist es bis auf kanonische Isomorphie
eindeutig.

Beweis Dies folgt wie bei allen universellen Problemen (siehe auch den Anhang 1.A): Ist Z
eine weitere Losung des universellen Problems, so betrachte die kommutativen Diagramme

X XgY —Y Zo—=Y
X S X—=5.

Die universelle Eigenschaft von X xg Y liefert einen kanonischen Morphismus

o Z0—>XXSY,
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und die universelle Eigenschaft von Zj liefert einen kanonischen Morphismus
G X xgY — Zy.
Ebenfalls liefern die universellen Eigenschaften, dass

Boa=1idz, und oof =idxx.y-

Lemma 1.9 Sind X = Spec(A), Y = Spec(B) und S = Spec(R) alle affin, so ist
X xgY = Spec(A®pg B),
mit den Projektionen

(1.1) Spec(A ® g B) — Spec(B)

|

Spec(A)
die durch die Ringhomomorphismen

A®r B

A — A®RB s B
b 1®b

(1.2) a — a®l

H
}—}
gegeben sind.

Beweis: Dies folgt aus 0.6 (und Bemerkung 1.7): Ist Z ein beliebiges Schema, so gilt:

Hom(Z,Spec(A ®r B))

= HomRinge(A RR B, F(Z, Oz)) (nach 06)
()
= Hom(A, F(Z, Oz)) XHom(R,F(Z,OX)) HOTI’L(B, F(Z, Oz))

(universelle Eingenschaft des Tensorprodukts, siehe Alg.Geo I, 1.A.11)

I

Hom(Z,Spec(A)) X gom(z spec r) Hom(Y, Spec R) (nach 0.6) ,

wobei (%) durch die Abbildungen (1.2) gegeben ist. Spec(A ®x B) hat also die universelle
Eigenschaft des Faserprodukts, mit den Projektionen (1.1).

Lemma 1.10 Existiert X xgY und ist U C X offen, so ist
U Xs Y = p?”;l(U),

wobei pr; @ X xXgY — X die erste Projektion ist. Entsprechendes gilt fiir V' C Y offen und
pra.



Beweis Es ist
Hom(Z,pri'(U))

= {f € Hom(Z, X xsY) | f(Z) C pri " (U)}
(universelle Eigenschaft offener Unterschemata, 0.8)

= {feHom(Z, X xsY)|(prio f)(Z) CU}
= {feHom(Z,X xsY) |priofe Hom(Z,U)}

(universelle Eigenschaft offener Unterschemata)
= Hom(Z,U) Xgomzx) Hom(Z,X xgY)

= Hom(Z,U) Xgomz,x) x(Hom(Z, X) X gom(z,s) Hom(Z,Y))
(universelle Eigenschaft des Faserprodukts)

= Hom(Z, U) X Hom(Z,S) HOW(Z, Y) .
pri(U) hat also die universelle Eigenschaft von U x5 Y.

Lemma 1.11 Faktorisieren die Morphismen

beide iiber eine offene Menge U C S, d.h., gilt a(X) C U, 5(Y) C U, so ist kanonisch
X Xg Y = X XU Y.

Beweis Nach der universellen Eigenschaft von offenen Unterschemata sind die universellen
Eigenschaften fiir beide Seiten die gleichen.

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis der Existenz des Faserprodukts. Seien Morphis-
men «: X — Sund §:Y — S gegeben.

Schritt 1 Sei (X;)ie; eine offene Uberdeckung von X. Existiert X; xg Y fiir alle i € I, so
existiert auch X xg Y.

Beweis Sei p; : X; xg Y — X, die Projektion und
Uj=p; " (X;NX;)CX; xgY
fiir alle (4,7) € I*. Nach Lemma 1.10 ist
Uj = (X;iNX;) xsY

ein (das) Faserprodukt von X; N X, und Y iiber S. Das gleiche gilt aber auch fiir U;; C
X; xs Y. Nach Lemma 1.8 gibt es also einen kanonischen Isomorphismus (von Schemata)

fij + Uy = Uj; -
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Wegen Lemma 1.8 und der Eindeutigkeit des Faserprodukts gelten auch die Kozykelbedin-
gungen (iii) und (iv) aus Satz 1.3. Daher konnen wir die Schemata X; x g Y entlang (mittels)

der f;; zu einem Schema Z, verkleben, welches eine offene Uberdeckung (U;)ier besitzt mit
Ui = Xz Xg Y.

Behauptung 7 ist ein Faserprodukt fiir X und Y, d.h., Zy = X xgY.

Beweis Mit der Garbeneigenschaft von Morphismen erhélt man aus den Projektionen
(1.3) X2OX, « U; = X;xgY =Y

auch Projektionen

(1.4) x &z, Ly,

Diese sind mit den Morphismen « und § nach S vertraglich, weil das fiir die Morphismen
(1.3) gilt. Wir zeigen die universelle Eigenschaft: Ist Z ein Schema, und sind f : Z —
X und g : Z — Y zwei Morphismen mit af = fBg, so sei Z; = f~1(X;); dies ist ein
offenes Unterschema von Z. Nach Eigenschaft des Faserproduktes erhalten wir aus g und
den Morphismen f; : Z; — X; Morphismen

hi : Zz — XZ'XSY

mit pry h; = f; und proh; = g|z, und durch Komposition mit der Inklusion X; xgY C Z
auch Morphismen
hl’ : Zz — ZQ

mit ph; = f; und g h; = g|z,. Wegen der Eindeutigkeit der h; ist
h;

zinz; = Njlzinz, -

Also verkleben sich die h; zu einem Morphismus
h: Z — Z
(siche 0.10) fiir den (wieder nach 0.10) gilt
ph=f und gh=g.
Weiter ist h eindeutig mit dieser Eigenschaft, da h auf den Z; eindeutig ist.

Schritt 2 Nach Lemma 1.9 existiert X xg Y, wenn X,Y und S affin sind.

Schritt 3 Durch Betrachtung einer affinen offenen Uberdeckung von X folgt mit Schritt 1,
dass X xg Y existiert, falls Y und S affin sind.

Schritt 4 Genauso folgt nun, dass X xg Y existiert, wenn S affin ist.
Schritt 5 Seien nun X, Y und S beliebig, und sei (S;);c; eine affine offene Uberdeckung von
S. Sei X; = o !(S;) und Y; = 71(S;). Nach Schritt 4 existiert X; xg, ¥;, und nach Lemma
1.11 ist

XiXg, Yy = XixgY;

10



fiir alle 2 € 1. Weiter ist

Xi XgYi=X x35Y;
fiir alle + € I. Sind némlich f : Z — X und g : Z — Y; Morphismen, so dass af = fly,g,
so folgt (Bg)(Z) C S; und damit auch (af)(Z) C S;, d.h., f(Z) C Z;. Wir erhalten also ein

kommutatives Diagramm

X

S,

in dem der Morphismus h nach der universellen Eigenschaft von X; x¢Y; existiert. Letzteres
Schema erfiillt also die universelle Eigenschaft von

X x5Y;.

Dieses Faserprodukt existiert also fiir alle ¢ € I, und wieder mit Schritt 1 existiert also
X xgY.

Damit ist Satz 1.5 bewiesen.

Wir kommen nun zu einer Hauptanwendung des Faserprodukts, nédmlich den Fasern von
Morphismen. Wir brauchen eine Vorbereitung.

Lemma 1.12 Sei X ein Schema und z € X. Dann gibt es kanonische Morphismen
ip : Spec(k(z)) — Spec(Ox.) =5 X,
der den einzigen Punkt * von Spec(k(x)) auf x € X schickt.

Beweis Der erste Morphismus entspricht dem Ringhomomorphismus
OX,x - OX@/mx = k(.ﬁE) .

Er sendet * auf den abgeschlossenen Punkt von Spec(Ox ) (d.h., das maximale Ideal m,).
Sei U = Spec(A) eine affine offene Umgebung von z. Dann sei der zweite Morphismus «, als
die Komposition

a, @ Spec(Ox,) — U dx

definiert, wobei der erste Morphismus dem Ringhomomorphismus A = I'(U,Ox) — Ox,
entspricht. Nach Definition des Halms hat man einen solchen Ringhomomorphismus, und «,
héngt nicht von der Wahl der (affinen offenen) Umgebung U ab. Ist ndmlich U’ eine zweite
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Wahl, so gibt es eine affine offene Umgebung U” von z mit U” C U, U’. Die Eindeutigkeit
folgt dann aus dem kommutativen Diagramm

N

Spec(Ox ) —= U’ X,

P

U/

wobei die obere Verkniipfung «, ist und die untere der entsprechende Morphismus fiir U’.
Schliellich ist klar, dass a, das Ideal m, auf x abbildet.

Satz/Definition 1.13 (Fasern von Morphismen) Sei f : X — S ein Morphismus von
Schemata, und sei s € S. Dann heifit

X, = X xg Spec(k(s))

die schematheoretische Faser von f iiber s. Die kanonische Abbildung pr; : X, — X
induziert einen Homoéomorphismus

o Xs — [(s)

auf die mengentheoretische Faser iiber s der stetigen Abbildung f: X — S.

Beweis der Behauptung;:

1) pri(Xs) € f7H(s):
Dies folgt aus den kommutativen Diagramm

X, — Spec(k(s)) *
m| f g l
X S s

2) Die induzierte stetige Abbildung
pri s Xy — fH(s)

ist ein Homoomorphismus:

Da f ~1(s) C X die Relativtopologie trigt, geniigt es hierfiir zu zeigen: Es gibt eine offene
Uberdeckung (U;);er von X, so dass fiir alle ¢ € I die von pr; induzierte Abbildung

prit(U) — [ (s)NU;

ein Homdomorphismus ist.

Fiir U C X offen und den induzierten Morphismus fyy : U — S gilt aber f~1(s)NU = f;'(s)
und pr;'(U) = U, (nach Lemma 1.10). Es geniigt also zu zeigen, dass jedes z € X, eine
offene Umgebung U C X besitzt, so dass Behauptung 2) fir U — S gilt. Ist nun z € X mit

12



f(x) = s, so gibt es eine affine offene Umgebung V' von s und eine affine offene Umgebung
U von z in f~!(V), und nach Lemma 1.11 kénnen wir U — S durch U — V ersetzen.

Es sind also ohne Einschrénkung X = Spec(A) und S = Spec(R) beide affin, und s durch
das Primideal p C R gegeben. Dann ist aber nach Lemma 1.9

X = Spec(A®r k(p)),
und die Behauptung folgt aus Alg. Geo. I Corollar 5.19.

Wir notieren noch einige Eigenschaften des Faserprodukts.

Lemma 1.14 (a) (Kommutativitdt) Fiir S-Schemata X und Y hat man einen kanonischen
Isomorphismus von S-Schemata

X XgY 2 Y xgX.

(b) (Assoziativitit) Fiir S-Schemata X, Y und Z hat man einen kanonischen Isomorphismus

(XXSY) XsZ = XXS<YXsZ).

(c) (Transivitat/Kiirzbarkeit) Fiir ein Diagramm von Schemata

Y

|

X —X—S5
hat man einen kanonischen Isomorphismus

X' xx (X xgY) &2 X'xgV.

(d) (Funktorialitdat) Sind f : X — X’ und f : Y — Y’ Morphismen von S-Schemata, so
induzieren diese einen eindeutig bestimmten Morphismus von S-Schemata

fxg: XxgY =X xgY’,

der die Diagramme

XXSYHX/XSY/ XXSYHX,XSY,
P"'ll lp"‘l PM\L \LPTQ
x—1 . x y — oy

kommutativ macht.

Beweis: Dies gilt in jeder Kategorie, in der Faserprodukte existieren und folgt aus der
universellen Eigenschaft.

Fiir affine Schemata benutzt man auch Bezeichnungen wie X Xp Y statt X Xgpeqr) Y oder
X xp R statt X Xgpee(r) Spec(R'), falls R eine R-Algebra ist. Im letzteren Fall schreibt
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man manchmal noch kiirzer Xp fiir den Basiswechsel von R nach R’ (also von Spec(R) nach

Spec(R')).

Bemerkungen 1.15 Fiir jedes Schema X gibt es genau einen Morphismus X — Spec(Z),
ndmlich den, der (vermoge 0.6) dem kanonischen Ringhomomorphismus Z — T'(X,Ox)
entspricht.

Hier und im Folgenden benutzen wir die

Bezeichnung 1.16 Sei X ein topologischer Raum und F eine Garbe auf X. Fiir U C X
offen schreiben wir auch

U, F) = FU)
fiir die Menge der Schnitte von F iiber U.

Definition 1.17 Sei S ein Schema und n € N.

(a) Der n-dimensionale affine Raum iiber S wird definiert als das S-Schema

Ag = A% X7 S (2: A% X Spec(Z) S) .

(b) Der n-dimensionale projektive Raum iiber S wird definiert als das S-Schema

]P)gv = P% X7 S (Z: ]P)% X Spec(Z) S) .

Fiir S = Spec(R) ist offenbar

AL = Spec(Z[Xy,..., X,] @z R) = Spec(R[Xy, ..., X,]) < A,
wobei (k) die Definition nach Alg. Geo. I 10.17 ist.

Ebenso gilt

Lemma 1.18 Fiir S = Spec(R) gibt es einen kanonischen Isomorphismus
Py & B,

wobei P}, wie in Alg. Geo. I 10.16 definiert ist, namlich als P} = Proj(R[Xo, ..., Xy]).
Dies folgt aus dem folgenden allgemeineren Lemma (durch Anwendung auf A = Z[X,, ..., X,)]
und Z — R).
Lemma 1.19 Sei R ein Ring, A = & A, eine graduierte R-Algebra und R — R’ ein

n>0
Ringhomomorphismus. Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus (von R-Schemata)

Proj(A®gr R') = Proj(A) xg R'.

Beweis Fiir jedes homogene f € A hat man kanonische Isomorphismen von Schemata

D (f®1) Spec((A ®r R')(se1))
Spec(A(y) ®r R')
Spec(A(p)) xr R = Di(f) xg R

1111
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fiir die Standard-offenen Mengen D, (f ® 1) C Proj(A®g R') und D, (f) C Proj(A). Diese
Isomorphismen verkleben sich kanonisch zu dem gewiinschten Isomorphismus.

Man beachte: Ist ( f;);er ein Erzeugendensystem der R-Algebra A aus homogenen Elementen,
so ist (fi)ier auch ein Erzeugendensystem der graduierten R'-Algebra A’. Die Mengen D, (f),
bzw. D, (f®1), bzw. D, (f) x g R’ bilden also Uberdeckungen von Proj(A), bzw. Proj(A®g
R') bzw. Proj(A) xg R/
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1.A Darstellbare Funktoren und Limiten

Sei C eine Kategorie.

Definition 1.A.1 (a) Ein kontravarianter Funktor
F:C — Sets

heifit darstellbar, wenn es ein Objekt X in C gibt, so dass F' isomorph zum kontravarianten Hom-Funktor
(siehe Alg. Geo. I 9.A.21)

hx = Home(—,X) : C — Sets
A — Home(A X)

ist, d.h., wenn es einen in A funktoriellen Isomorphismus
F(A) = Home(A, X)

gibt.

(b) Ein kovarianter Funktor

G : C — Sets

heiflt darstellbar, wenn er isomorph zum kovarianten Homfunktor

h* = Home(X,—) : C — Sets
A — Home(X,A)

fiir ein Objekt X in C ist, d.h., wenn es eine funktorielle Bijektion
G(A) = Home(X, A)
gibt.
Nach Definition sind hy und h* darstellbar. In der Situation von 1.A.1(a) (bzw. (b)) heiBt X darstellendes

Objekt fiir F' (bzw. G). Das Objekt X ist — wenn es existiert — jeweils bis auf Isomorphie eindeutig: Dies
folgt aus dem berithmten

Lemma 1.A.2 (Yoneda-Lemma) (a) Ist
F:C — Sets

ein kontravarianter Funktor, so hat man fiir jedes Objekt X in C eine kanonische Bijektion

ex : Hom(hx,F) = F(X)
¢ — px(idx).

(b) Ist
G :C — Sets

ein kovarianter Funktor, so hat man fiir jedes Objekt Y in C eine kanonische Bijektion

ey : Hom(hY,G) = G(Y)
—

Beweis (a): Die Umkehrabbildung m x ordnet einem Element a € F(X) den folgenden Morphismus mx (a) :=
® von Funktoren zu

0% : hx(A)=Home(A, X)



Beachte: Fiir f : A — X haben wir F(f) : F(X) — F(A), da F kontravariant ist. Dies ist wirklich ein
Morphismus von Funktoren: Fiir einen Morphismus ¢ : A — A’ in C haben wir ein kommutatives Diagramm

a
Par

Home (A", X) 22~ p(A)

g*l lF(g)

PA

Home (A, X) —— F(A)

' F(")(a)

|

F(g)(F(f')(a))

f'g———F(f'g)(a),

da F(f'g) = F(g) o F(f').
Es ist exmy = id: Fiir a € F(X) ist ex(¢?) = ¢%(idx) = a, da F(idx) = idpx). Umgekehrt ist
mxex = id: Sel ¢ : hx — F gegeben und ex(p) = px(idx) € F(X); sowie ©x(#) . hy — F wie oben
konstruiert. Fiir jedes A € 0b(C) sind dann die Abbildungen

7T =4 Home(A, X) — F(A)

gleich, denn es ist
gOi‘x(sf’)(f) = F(f)(¢ex(idx)) = valf),
da das Diagramm
idx € Home(X, X) = F(X)

o

f € Home(A, X) —22 > F(A)

kommutativ ist (¢ ist Morphismus von Funktoren).

Der Beweis von (b) ist analog.
Durch Anwendung von 1.A.2 auf F' = hy bzw. G = < folgt:

Corollar 1.A.3 Fiir Objekte X,Y in C hat man kanonische Bijektionen
Home(X,Y) = Hom(hx,hy)
Home(X,Y) = Hom(hY,h¥)
Hieraus folgt, dass die darstellenden Objekte bis auf Isomorphie eindeutig sind: Ist
hx = F = hy,

so ist X 2 Y'; entsprechend fiir kovariante Funktoren. Aus 1.A.3 folgt auch

Corollar 1.A.4 (Yoneda-Einbettung) Der Funktor

C — C~ := (kontravariante Funktoren F': C — Sets)
r = hX

ist volltreu, liefert also eine Einbettung von C in C~. Das essentielle Bild ist die volle Unterkategorie der
darstellbaren Funktoren.
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Wir definieren nun Faserprodukte und Fasernummern.

Definition 1.A.5 Seien
Y

lﬁ
X——=5
Morphismen in C. Das Faserprodukt von o und 3 — oder von X und Y iiber S, Bezeichnung X xg Y, wird
durch die folgende Eigenschaft charakterisiert:

(a) Es gibt ein kommutatives Diagramm

X xsV 22y

X —2 o S
(Man nennt prq bzw. pro die erste bzw. zweite Projektion).
(b) Ist

W —2>Y
lﬁ
S

ein weiteres kommutatives Diagramm, so gibt es genau einen Morphismus v : W — X xg Y mit priy = &
und proy = 3, d.h., derart dass das Diagramm

R

X ——

kommutativ ist.
Bemerkung 1.A.6 (a) Faserprodukte miissen nicht existieren; wenn sie existieren, sind sie aber bis auf
kanonische Isomorphie eindeutig (Ubungsaufgabe!).

(b) In der Kategorie Sets der Mengen existieren Faserprodukte: Es ist fiir Abbildungen M % T £ N von
Mengen
M xp N={(m,n) e M x N |a(m)=0(n)}.

(c) Die universelle Eigenschaft eines Faserproduktes X xg Y in einer Kategorie C ist dquivalent dazu, dass
fiir jedes weitere Objekt Z in C die Abbildung

Home(Z,X xsY) — Home(Z,X) XHome(z,5) Home(Z,Y)
v = (priv,pra)

bijektiv ist. Das rechte Faserprodukt ist hierbei vermoge der Abbildungen

Hom¢(Z,Y)

e

Home(Z,X) —> Home(Z, S)

fr———af

18



genommen.

(d) Eine etwas andere Deutung ist wie folgt: Sei C/S die Kategorie der Objekte in C iiber S: Objekte in
C/S sind Objekte X in C zusammen mit einem Morphismus « : X — S; man kann auch « selbst als Objekt
auffassen, denn durch « ist X bereits gegeben. Ein Morphismus von « : X — S nach o’ : X’ — S ist ein
Morphismus f: X — X’ der das Diagramm

X4>X’

N

Dann ist ein Faserprodukt X xg Y dasselbe wie ein Produkt von X — S und Y — S in C/S, weil sich die
universellen Eigenschaften entsprechen.

kommutativ macht.

Lemma 1.A.7 Die Eigenschaften aus Lemma 1.14 (Kommutativitit, Assoziativitdt, Transivitdt und Funk-
toralitét) gelte fiir Faserprodukte in einer beliebigen Kategorie C (wenn sie existieren).

Beweis Wir zeigen zum Beispiel die Funktoralitit. Wir haben ein kommutatives Diagramm in C

\/
/\

d.h., X, XY und Y’ sind Objekte iiber S (vermoge «,a’,3 und 8') und f und g sind Morphismen von
Objekten iiber S (Kommutativitit der Dreiecke). Existieren die Faserprodukte, so haben wir ein Diagramm

X xgY b Y
> ~ 3h l
~ N g
&/ lA p’l“;
pT1 X Xg Y ——Y’
X ! X —8,

wobei das innere und das dufere Quadrat kommutativ sind (beachte o'f = « und f'g = 3). Nach der
universellen Eigenschaft von X’ xg Y’ gibt es genau einen Morphismus h : X xgY — X’ xgY’, der das
ganze Diagramm kommutativ macht; diesen bezeichnen wir mit f x g, und er erfiillt die Behauptung von
Lemma 1.14 (d).

Bemerkung 1.A.7 Durch Umdrehen aller Pfeile erhélt man den Begriff der Fasersumme X [[o Y fiir ein
Diagramm

sy
X

wobei man die dualen universellen Eigenschaften und anderen Eigenschaften hat.
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Beispiel 1.A.8 In der Kategorie der Ringe existiert fiir jedes Diagramm von Ringhomomorphismen

r—"-p

|

die Fasersumme und ist durch das Tensorprodukt gegeben: Man hat ein kommutatives Diagramm

B
R B
A—— AQ®grB
und fiir jedes Diagramm von Ringen
B
_—

B

AN
I\
— > A®pB N\

~
~ Jh
N
N
f R

C

R
A

mit fa = gf existiert ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismus h, der das gesamte Diagramm kom-
mutativ macht.

Warnung: Der Rest dieses Anhangs wird nicht in der Vorlesung bendétigt und ist nur fiir
diejenigen gedacht, die Limiten und Colimiten in einem allgemeinen Rahmen verstehen wollen.

Wir kommen nun zu der allgemeinen Theorie von Limiten und Colimiten.

Definition 1.A.9 Eine Kategorie I heifit klein (oder Diagrammkategorie), wenn die Objekte eine Menge
bilden.

Beispiele 1.A.10 Oft sind die betrachteten kleinen Kategorien “wirklich klein” in dem Sinne, dass man alle
Objekte und Morphismen hinschreiben kann.

(a) Die diskrete Kategorie I iiber einer Menge I hat die Elemente von I als Objekte und nur die Identitéiten
als Morphismen.

(b) Es bezeichne

.
/|

die Kategorie, die drei Objekte hat (durch Punkte gekennzeichnet) und aufler den Identitéten nur die beiden
angegebenen Pfeile (alle Kompositionen sind dann klar!).

(c) Fiir jede Gruppe G hat man die kleine Kategorie G mit einem Objekt * und allen Elementen o € G als
Morphismen (Alg. Geo. I, 9.A.2 (e)).

(d) Fiir jede geordnete Menge (I, <) hat man die Kategorie mit Objekte ¢ € I und genau einem Morphismus
it — j, wenn i < j (Alg. Geo. I, 9.A.2 (c)).

20



Definition 1.A.11 Sei I eine kleine Kategorie, und sei C eine beliebige Kategorie. Ein Diagramm in C {iber
I (oder ein I-Objekt in C) ist ein (kovarianter) Funktor X : I — C.

Die I-Objekte in C bilden eine Kategorie
ch,

wobei die Morphismen die Morphismen von Funktoren sind. Man bezeichnet oft die Objekte von I mit
kleinen Buchstaben ¢, j,... und schreibt X; fiir X (7).

Beispiele 1.A.12 Sei C eine Kategorie.

(a) Fiir die Kategorie ¢ — o «— e aus 1.A.6 (b) ist ein zugehoriges Diagramm in C wirklich durch ein
Diagramm

X Lyl g

mit Morphismen a und § in C gegeben. Morphismen solcher Diagramme sind kommutative Diagramme

B

X—2sy<~—"7

R

X Syl <— 7

(b) Betrachte die kleine Kategorie ¢ — e (2 Objekte, aufler den Identitidten nur ein Pfeil). Diagramme
hieriiber sind C sind einfach Morphismen

AL B

in C, wobei Morphismen von diesen wiederum kommutative Diagramme

A1 .p

L,

A/ > B/
sind. Dies nennt man die Kategorie der Pfeile in C, Bezeichnung Ar(C).

(c) Ist (I, <) eine induktiv geordnete Menge, aufgefasst als Kategorie nach 1.A.6 (d), so ist ein kovarianter
Funktor
X :(I,L) =¢C

dasselbe wie ein induktives System iiber I in C (Definition Alg. Geo. I, 9.A.12). Ein kontravarianter Funktor
X' (I, = C
ist dasselbe wie ein projektives System in C iiber I (loc. cit. 9.A.13).

Sei nun I eine kleine Kategorie und C eine beliebige Kategorie.

Definition 1.A.13 Fiir ein Objekt A € C definiere das konstante I-Objekt A als den Funktor

A I — C
i — A
i —J +— idg.

Beispiel 1.A.14 Im Beispiel 1.A.12 (a) ] = ¢ — e «—— e ist das konstante Objekt A

A M8y
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Definition 1.A.15 (a) Man sagt, dass der Limes (oder inverse Limes) eines I-Objekts (4;);cs in C existiert,

wenn der kontravariante Funktor
C — Sets
X +— Homer (l, (Ai)iel)

darstellbar ist. Das darstellende Objekt heifit der Limes von (A;);cr, Bezeichnung

lim (AL)zEI oder 1161’111 AL .

(b) Man sagt, dass der Kolimes (oder direkte Limes) von (4;);cs existiert, wenn der kovariante Funktor

C — Sets
X +— Homeir((Ay)ier, X)

darstellbar ist. Das darstellende Objekt heifit der Kolimes von (A4;);cr, Bezeichnung

colim (4;)ie; = CQliIHl A;.
1€

Wir machen diese elegante Definition nun expliziter.

Bemerkungen 1.A.16 (explizite Beschreibung) (a) Ein Element aus Home:r (X, (A;)ier) ist offenbar durch
das Folgende gegeben:

(i) Fiir jedes ¢ € I hat man einen Morphismus in C
(ii) Fiir jeden Morphismus ¢ — j ist das Diagramm

A;

7’

X

N

A

J

kommutativ, wobei der vertikale Morphismus zu ¢ — j gehért (man hat einen Funktor a : I — C, wir
schreiben a(i) = A;, und dann ist der rechte Morphismus a(i — j)).

(b) Existiert lim (4;);cs (andere Bezeichnung li}n a), und fixieren wir einen in X funktoriellen Isomorphismus
(1.A.16.1) a: Home(X, li§n (Ay)) = Homer (X, (Ay)),

so erhalten wir fiir X = lim (4;);es als Bild von idjipm(4,) ein Element ¢“"" € Homer(lim(A;), (4;)), nach
(a) also Morphismen p; : lim(A4;) — A; fiir alle i € I und kommutative Dreiecke

(1.A.16.2) A;
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fiir jeden Morphismus ¢ — j in I. Der Morphismus p; heifit die i-te Projektion. Ist weiter ein Element
a € Homer (X, (A;)) gegeben, also Morphismen ¢; : X — A, fiir alle ¢ € I und kommutative Diagramme

(1.A.16.3) A;

fiir alle Morphismen i — j, so gibt es genau einen Morphismus
v X — lim(4;)
(ndmlich das Urbild von « unter (1.A.16.1)) mit
Pi = Pip
(dies folgt aus der Wahl von ¢“"® und der Funktorialitéit von (1.A.16.1)).
(c) Fiir colim (A;) erhédlt man analoge Aussagen, durch Umdrehen aller Pfeile.

Beispiele 1.A.17 (a) Ist I eine Menge und I die diskrete Kategorie zu I (1.A.10 (a)), so ist ein I-Objekt
in C einfach durch eine Familie (A;);c; in C gegeben (es gibt keine Morphismen zwischen i # j), und es ist

L iel
falls dieses Produkt in C existiert, denn die universellen Eigenschaften von li}n (4;) (1.A.16 (b)) und J] 4;
1 i€l
(Alg. Geo. I, 9.A.8) sind gleich. Entsprechend ist

colim (4;) = ] 4:,
L iel

die Summe oder das Koprodukt der A; (Alg. Geo. I, 9.A.9), falls dies in C existiert.

(b) Entsprechend zeigt man: Ist (I, <) eine filtrierend geordnete Menge (aufgefasst als Kategorie), so ist fiir
jedes I-Objekt in C, also jedes induktive System (A;);er iiber I in C,

colim (A;)ier = lg)f;lAi
ic

der induktive Limes des Systems (siehe Alg. Geo. I, 9.A.12), falls dieser existiert. Entsprechend ist fiir jedes
I°-Objekt (A;)ier in C (wobei I° die duale Kategorie zu I bezeichnet), also jedes projektive System iiber I
in C
lim (Ai)ie]o = 1}21141
icl
der projektive Limes des Systems (siehe Alg. Geo. I, 9.A.13), falls dieser existiert.

(c) Betrachte die Kategoric @ — e «— o 1.A.10 (b). Fiir ein entsprechendes Diagramm

Z

|

X—Y
in C folgt aus den universellen Eigenschaften, dass der Limes das Faserprodukt
X Xy 7

ist C ist — wenn dieses existiert.
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Wir kommen nun zu einem speziellen, aber sehr wichtigen Beispiel. Betrachte die folgende kleine Kategorie
[ gy ]

(zwei Objekte, und abgesehen von den beiden Identitédten nur die beiden angegebenen Pfeile). Ein Diagramm

in C hieriiber ist
o

A=B.
B

Definition 1.A.18 (a) Der Limes dieses Diagramms heifit der Differenzkern von « und (3, Bezeichnung

ker(a, ) .

(b) Der Kolimes dieses Diagramms heifit der Differenzkokern von « und 3, Bezeichnung
coker(a, ().

(Jeweils wenn diese in C existieren).
Wir beschreiben nun die universellen Eigenschaften:

Lemma 1.A.19 (a) Man hat einen Morphismus

ker(a, 3) A

mit i = Gi. Ist
XLA

ein weiterer Morphismus mit ay = 7, so gibt es genau einen Morphismus 7' : X — ker(a, 8) der das
Diagramm

ker(a, 3) —— A

kommutativ macht.
(b) Man hat einen Morphismus B = coker(c, 3) mit Ta = 7. Ist
B4 X

ein weiterer Morphismus mit pa = pf, so gibt es genau einen Morphismus p’ : coker(e, 3) — X, der das
Diagramm

coker(a, )

kommutativ macht.
Beweis: Dies folgt sofort aus der expliziten Beschreibung in 1.A.16.

Differenzkerne und -kokerne sind nicht-additive Analoga von Kernen und Kokernen in additiven Kategorien
(siehe 3.A.7). Wie dort gilt:

Lemma 1.A.20 Seien «, 3 : A — B Morphismen.

(a) Falls ker(a, 3) existiert, so ist
i:ker(a, ) — A
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ein Monomorphismus.

(b) Falls coker(a, 3) existiert, so ist
m : B — coker(a, 3)

ein Epimorphismus.

Beweis (a): Seien f,g: Z — ker(a, 3) zwei Morphismen mit if = ig. Wegen «i = (i gilt auch
aif = Gif.
Nach der universellen Eigenschaft des Differenkerns (1.A.19 (a)) gibt es also genau einen Morphismus h :
Z — ker(a, #) mit
ih = if.
Da auch noch if = ig gilt, muss h = f = g gelten, also insbesondere f = g.

Der Beweis von (b) ist dual.
Differenzkerne und-kokerne spielen wegen des folgenden Resultats eine Rolle.

Satz 1.A.21 (a) In C existieren genau dann beliebige (bzw. beliebige endliche) Limiten, wenn in C beliebige
Differenzkerne und beliebige (bzw. beliebige endliche) Produkte existieren.

(b) In C existieren genau dann beliebige (bzw. beliebige endliche) Kolimiten, wenn in C beliebige Differenz-
kokerne und beliebige (bzw. beliebige endliche) Summen existieren.

Hierbei spricht man von endlichen Limiten oder Kolimiten, wenn die zugrundeliegende Indexkategorie I
endlich ist, d.h., endlich viele Objekte und nur endliche Morphismenmengen hat.

Beweis Wir beweisen nur (a); dann folgt (b) durch Ubergang zur dualen Kategorie, wodurch Kolimiten zu
Limiten, Summen zu Produkten und Differenzkokerne zu Differenzkernen werden.

Sei I eine kleine (bzw. endliche) Kategorie. Sei ob(I) die Menge aller Objekte in I und sei mor(I) die Menge
aller Morphismen in I. Fiir einen Morphismus f : A — B in C sei ¢(f) := A die Quelle und z(f) := B das
Ziel von f. Fiir ein I-Diagramm a : I — C betrachte die Morphismen

(1.4.21.1) [T = T[ a4
i€ob(I) s femor(I)

die wie folgt definiert sind (nach Voraussetzung existieren die jeweiligen Produkte): Die “f-Komponente”
von « (siehe die universelle Eigenschaft des Produkts, Alg. Geo. I 9.A.8) ist der Morphismus

[T at) ™ az().
i€ob(i)
die f-Komponente von 3 ist der Morphismus

T o) ™ ata(r) “2 az(f))

i€ob(i)

Behauptung: ker(a, 5) = l_irrlla(i).
1€

Beweis: Nach der universellen Eigenschaft von ker(a, 3) entspricht ein Morphismus Z — ker(a, §) einem
Morphismus

v Z — Ha(i)

icob(I)

mit agp = PBp. Nach der universellen Eigenschaft des Produkts entspricht ¢ der Vorgabe von Morphismen

0+ Z — ali)
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fir alle ¢ € I, und ap = B¢ bedeutet gerade, dass fiir jedes f : ¢ — j in I das Diagramm

kommutativ ist. Dies ergibt gerade die universelle Eigenschaft von l.in} a(i) (siehe 1.A.16).
1€

26



2 Endlichkeitseigenschaften von Schemata und Schema-
Morphismen

Definition 2.1 (a) Ein Schema heifit quasi-kompakt, wenn der unterliegende topologische
Raum dies ist.

(b) Ein Morphismus f : X — Y von Schemata heifit quasi-kompakt, wenn es eine affine
offene Uberdeckung (V);c; von Y gibt, so dass f~(V;) fiir alle ¢ € I quasi-kompakt ist.

Beispiele 2.2 (a) Affine Schemata sind quasi-kompakt (Alg. Geo. I, Lemma 9.9).
(b) Jeder Morphismus Spec(A) — Spec(B) affiner Schemata ist quasi-kompakt.

Proposition 2.3 Ein Schema ist genau dann quasi-kompakt, wenn es durch endlich viele
offene, affine Teilmengen iiberdeckt werden kann.

Beweis Ist X ein Schema und (U;)sc; eine offene affine Uberdeckung von X (existiert im-
mer!), und ist X quasi-kompakt, so gibt es hierin eine endliche Teiliiberdeckung. Umgekehrt
gilt in jedem topologischen Raum, dass eine endliche Vereinigung Y = (J_; ¥; von quasi-
kompakten Mengen wieder quasi-kompakt ist: Ist (U;);er eine offene Uberdeckung, so ist
fir jedes i = 1,...,n (U; NY;);er eine offene Uberdeckung von Y; und enthélt eine endliche
Teiliiberdeckung. Insgesamt erhalten wir so endlich viele U;, die ganz Y iiberdecken.

Satz 2.4 Fiir einen Morphismus f : X — Y von Schemata sind dquivalent:

(a) f ist quasi-kompakt.

(b) Fiir jede affine offene Teilmenge V C Y ist f~1(V) quasi-kompakt.

(c) Fiir jede offene, quasi-kompakte Teilmenge V C Y ist f~1(V) quasi-kompakt.

Beweis (c) = (b) = (a) ist trivial.

(a) = (c): Sei (V; = Spec(B;))icr eine offene, affine Uberdeckung von Y derart, dass
f~YV;) fiir jedes i € I quasi-kompakt ist. Fiir jedes i € I und jedes g € B; ist dann
fir D(g) C Spec(B;) = V; das Urbild f~'(D(g)) quasi-kompakt: Nach 2.3 besitzt f~'(V;)
eine endliche affine offene Uberdeckung (Wi; = Spec(A4y;))jer, und fiir den Ringhomomor-
phismus ¢;; : B; — A;;, der der Einschrénkung f;; : W;; — V; von f entspricht, ist
fi1(D(9)) = D(ij(g9)) = Spec((Aij) e, () affin und f~(D(g)) ist die Vereinigung dieser

Affinen fiir die endlich vielen j € I;, so dass die Behauptung mit Lemma 2.3 folgt.

Da (V;)ie; eine Uberdeckung von Y ist, bilden die Mengen der Form D(g) C V; fiir ein
g € B; aber eine Basis der Topologie von Y. Ist nun V' C Y quasi-kompakt, so lasst sich V'
durch endlich viele dieser D(g) iiberdecken, f~!(V') also durch endlich viele quasi-kompakte
Mengen.

Lemma/Definition 2.5 Ein Morphismus f : Y — X von Schemata heifit lokal von
endlichem Typ, wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen gelten:

(a) Fiir alle affinen offenen Teilmengen U = Spec(A) von X und V' = Spec(B) von Y mit
f(V) C U ist (beziiglich des Ringhomomorphismus A — B zu V' — U) B eine A-Algebra
von endlichem Typ (d.h., als A-Algebra endlich erzeugt).
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(b) Es gibt eine affine offene Uberdeckung (U; = Spec A,)ie; von X und fiir jedes i € I eine
affine offene Uberdeckung (V;; = Spec B;;);es; von f~1(U;), so dass B;; eine A;-Algebra von
endlichem Typ ist.

Beweis der Aquivalenz: (a) = (b) ist klar! Seien umgekehrt U; = Spec(4;) « Vj; =
Spec(B;;) wie in (b), und sei V' = Spec(B) — U = Spec(A) wie in (a). Wir haben zu zeigen,
dass B von endlichem Typ iiber A ist.

1. Schritt V' = Spec(B) kann durch Mengen der Form D(h) = Spec(By) (mit h € B)
iiberdeckt werden, so dass B, von endlichem Typ iiber A ist.

Beweis Sei y € V und x = f(y) € U. Dann gibt es ein ¢ € I mit € U; = Spec(A4;) und ein
J € Jimity € V;; = Spec(B;;). Sei g € Amit x € D(g) = Spec(4,) CUNU; C U = Spec(A)
und hy; € B mit

y € V' = Dg(hy) = Spec(By,) SV NV;;N fH(D(g)) €V = Spec(B).
Ist nun hy € B;; mit

Yy & V” = DBij (hg) Q V, Q ‘/;j = SpeC(Bij) s
so folgt aus dem Diagramm
V"= DBij <h2) - V= SpeC(Bhl) (i SpeC(Bij)
die Gleichheit V" = 3! (Dg,,(hs)) = Dp, (B*(hs)) und damit eine Isomorphie

(Bui)ns = (Bij)n,

mit hy = Bild von hy unter 5* : B;; — By,. Weiter induziert B — (Bj, )n, einen Isomorphis-
mus

By = (Bu)ns

fiir ein h € B (falls hg = %, so kann man hs = hy - ' nehmen). Das kommutative Diagramm

(2.5.1) (Bij)hy — (Bhy )ny =<— B
I

By By, B

]

A; Ay A

zeigt nun, dass By, von endlichem Typ tiber A ist, da dies fiir A, iiber A gilt (4, = Alz]/(xg—
1)), fiir B;; iiber A; (nach Voraussetzung), fiir (B;;)s, iber B;;, also auch fir (B;;), iiber
A;, also trivialerweise auch fiir By, iiber Aj.

2. Schritt B ist von endlichem Typ iiber A.

Beweis Es gibt nach dem 1. Schritt hy, ..., h, € B, so dass D(h;)U...UD(h,) = Spec(B) =
V und Bj, von endlichem Typ iiber A ist. Es gibt also fiir jedes ¢ eine endliche Menge F; C B
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und ein n € N, so dass By, von den Elementen hin mit b € F; iiber A erzeugt wird. Wegen

Spec(B) = U, D(h;) ist < hq,..., h, >= B; es gibt also g1, ..., g, € B mit

(2.5.2) > gihi=1.
=1

Wir behaupten nun, dass B = B’ fiir die endlich erzeugte Unteralgebra B’ = Alh;, g;, F3l:
Sei b € B. Nach Lokalisieren nach h; ist B, = B;Z Es gibt also ein m € N mit

h'-be B

fiir alle ¢ = 1,...,n. Nun gilt in B" auch < hy,...,h, >= B’, wegen (2.5.2) und ¢; € B'.
Dies bedeutet Spec(B’) =, D(h;) = |J; D(R}"). Es gilt also ¢, ..., ¢, € B’ mit

i=1

Es folgt

b:jéqw%eBh

i=1

Definition 2.6 Ein Morphismus f : Y — X heiit von endlichem Typ, wenn f lokal von
endlichem Typ und quasi-kompakt ist.

Lemma 2.7 f : Y — X ist genau dann von endlichem Typ, wenn es eine affine, offene
Uberdeckung (U; = Spec(4;))ier von X gibt, so dass fiir jedes i € I f~'(U;) eine endliche
affine offene Uberdeckung (V;; = Spec(B;;));eJ, besitzt, so dass jedes B;; von endlichem Typ
iiber A; ist.

Beweis: Klar!

Lemma /Definition 2.8 Ein Schema X heifit lokal noethersch, wenn die folgenden dquiva-
lenten Bedingungen gelten:

(a): Es gibt eine affine, offene Uberdeckung (U; = Spec(A4;))ier von X, so dass jedes A; ein
noetherscher Ring ist.

(b) Fiir jede affine, offene Teilmenge U = Spec(A) von X ist A ein noetherscher Ring.

Beweis der Aquivalenz: (b) = (a) ist klar. Fiir die Riickrichtung sei (U; = Spec(4;))ics
wie in (a) gegeben, und U = Spec(A) C X affin offen. Wir benutzen

Lemma 2.9 Ist A ein noetherscher Ring und S eine multiplikative Teilmenge, so ist die
Lokalisierung Ag noethersch.

Beweis Es gibt zwei kanonische Abbildungen
)

{ Ideale a C A} = { Ideale a’ C Ag}
v
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vermoge

P . a — dag,
U:ood = o a),

wobei ¢ : A — Ag der kanonische Morphismus ist, und man sieht leicht, dass ®¥ = id.

Ist nun
d;Ca,C...Ca

eine aufsteigende Idealkette in Ag, so wird die Kette der W(a}) konstant, da A noethersch
ist, also auch die Kette der a; = &(¥(a})).

(3

Weiter im Beweis von 2.8:

1. Schritt: Jedes © € U = Spec(A) besitzt eine Umgebung D(f) = Spec(Ay) fiir ein f € A,
so dass Ay noethersch ist:

Denn es existiert ein ¢ € I mit x € U; = Spec(4;) und ein f € A; mit
x € Dy, (f) =Spec((A;)f) CU;NU C U; = Spec(4;) .
Weiter gibt es ein g € A mit
2 € Da(g) € Da,(f) < U = Spec(A) ,

und wie im Beweis von 2.5 folgt aus a='(Da(g)) = Da(g), dass

wobei h das Bild von g unter A — (A4;)f ist. Dieser Ring ist nach 2.9 noethersch, da A;
noethersch ist.

2. Schritt: Da U = Spec(A) quasi-kompakt ist, gibt es also eine endliche affine offene

,,,,,

haben zu zeigen:

Lemma 2.10 Ist A ein Ring, und sind fi,..., f, € A, sodass < fi,..., f, >= A und Ay,
noethersch ist fiir alle 7, dann ist A noethersch.

Beweis Sei
ap CapCazgC...

eine aufsteigende Kette von Idealen in A. Fiir jedes ¢ wird dann die Kette

(al)fi C (aQ)fi c...
konstant. Da wir nur endlich viele f; haben, gibt es also ein n € N mit
(an)fi = (un+1)fi =
fiir alle ¢ = 1,...,r. Hieraus folgt aber

ap = Opgp1 = ...,
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denn fiir jedes Primideal p gilt

(2.10.1) (an)p = (Aps1)p=---

weil fiir p € D(fi) gilt: (an)p = ((an)f,)p,,- Aus (2.10.1) (fiir alle p € Spec(A)) folgt aber
a, = a,+1 = ... nach dem folgenden Lemma.

Lemma 2.11 Ein Morphismus ¢ : M — N von Moduln iiber einem Ring A ist bijektiv
(bzw. injektiv, bzw. surjektiv), wenn dies fiir alle Primideale p C A fiir den induzierten

Morphismus
wp = My — Ny

der Lokalisierungen gilt.

Beweis Da Lokalisierung exakt ist (Alg. Geo. I, 3.A.10), geniigt es zu zeigen, dass fiir einen
beliebigen A-Modul gilt:

(2.11.1) M =0 & M,=0 Mfirallep e Spec(4).

Fiir die nicht-triviale Richtung sei M, = 0 fiir alle p, und sei m € M. Der Annihilator von
m’
ann(m) ={a € A | am = 0},

ist ein Ideal von A, und es ist zu zeigen, dass ann(m) = A (dann ist m = 1m = 0). Falls
nicht, ist ann(m) in einem maximalen Ideal m C A enthalten. Wegen M, = 0 gibt es ein
a € A~ m mit am = 0. Dies ist aber ein Widerspruch zu ann(m) C m.

Definition 2.12 Ein Schema X heiffit noethersch, wenn es lokal noethersch und quasi-
kompakt ist.

Lemma 2.13 Ein Schema ist genau dann noethersch, wenn es eine endliche affine offene
Uberdeckung U; = Spec Ay, ...,U, = Spec A,, besitzt, so dass alle A; noethersche Ringe
sind.

Beweis Klar!

Corollar 2.14 Fiir einen Ring A sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) A ist noethersch.

(b) Das Schema Spec A ist noethersch.

(c) Das Schema Spec A ist lokal noethersch.

Dies ist klar, da Spec A quasi-kompakt ist.

Corollar 2.15 Ist X ein noethersches Schema, so ist der unterliegende topologische Raum
noethersch. Insbesondere hat X nur endlich viele irreduzible Komponenten.

Beweis Ein topologischer Raum X, der Vereinigung von endlich vielen noetherschen Un-
terrdumen ist, ist noethersch. Die Behauptung folgt also aus Lemma 2.13 und der Tatsache,
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dass fiir einen noetherschen Ring A der topologische Raum Spec(A) noethersch ist (Alg.
Geo. 1 5.28).

Die beiden folgenden Sétze liefern die hiufigsten Konstruktionen von (lokal) noetherschen
Schemata.

Satz 2.16 Ist S ein lokal-noethersches Schema und f : X — S lokal von endlichem Typ, so
ist X lokal noethersch.

Beweis Ist A ein noetherscher Ring, so ist nach dem Hilbertschen Basissatz jeder Po-
lynomring A[Xj, ..., X,] noethersch, also auch jede A-Algebra von endlichem Typ B =
A[Xy, ..., X,]/a. Hieraus folgt leicht die Behauptung (Ubungsaufgabe).

Satz 2.17 Ist S ein noethersches Schema und f : X — S von endlichem Typ, so ist X
noethersch.

Beweis Ubungsaufgabe.

Beispiele 2.18 (a) Ist S ein (lokal) noethersches Schema, so sind A und P§ (lokal) noether-
sche Schemata, da sie von endlichem Typ tiber S sind (Ubungsaufgabe 7).

(b) Sei A = k[xy,xq,x3,...] der Polynomring in abzéhlbar vielen Variablen {iber einem
Korper k. Als affines Schema ist X = Spec(A) quasi-kompakt, aber fiir das Ideal m =<
X1, T2, T3, ... > ist die offene Menge U = X ~{m} nicht quasi-kompakt: Die offene Uberdeckung
(D(z;))ien besitzt keine endliche Teiliiberdeckung: Das Komplement von D(z;,)U...UD(x;,)
ist V(x;,,...,2;,) und damit nicht leer (es enthélt das Primideal < z;,...,x;, >). Insbe-
sondere ist die Einbettung j : U < Spec(A) nicht quasi-kompakt.

Es gilt aber:

Proposition 2.19 Ist das Schema X lokal noethersch, so ist fiir jede offene Teilmenge U C X
der Morphismus j : U — X quasi-kompakt.

Beweis Es ist zu zeigen: Ist A ein noetherscher Ring, so ist jede offene Teilmenge U C
Spec(A) quasi-kompakt. Beweis der letzten Aussage: Siehe Ubungsaufgabe 11.
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3 Garben

In diesem Abschnitt vertiefen wir die Theorie der Garben (auf beliebigen topologischen
Réumen). Sei X ein topologischer Raum.

Satz/Definition 3.1 Sei P eine Prigarbe auf X. Dann gibt es eine Garbe P und einen
Morphismus ¢ : P — P* mit der folgenden universellen Eigenschaft: Ist I eine Garbe

und ¢ : P — F' ein Morphismus, so gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus ¢ :
Pt — F der

univ

kommutativ macht, d.h., mit @ o """ = . Das Paar (P, ") ist bis auf kanonische
Isomorphie eindeutig.

Beweis Konstruktion von PT: Setze
PH(U) = {f:U— ] P.| fiir alle x € Ugelten die

zelU
unten stehenden Bedingungen (i) und (ii)}

(i) f(z) € Pu.
(ii) Es existiert eine offene Umgebung V von z in U und ein s € P(V') mit s, = f(y) fiir alle
yeV.

Dann hat man offensichtliche Restriktionsabbildungen
PH(U) — PYU') fir U CU offen
fo= flo,
die P* zu einer Prigarbe machen, sowie einen Morphismus von Prigarben
QUi . p o, pt

definiert durch
P(U) — P*(U) firU C X offen

s +— fmit f(x) =s,.
Es folgt sofort aus der Definition von P*, dass PT eine Garbe ist. Weiter gilt

univ

induziert Isomorphismen

(‘Pumv>z P (P+)r

Lemma 3.2 ¢

der Halme.

Beweis Die obige Abbildung ist nach Definition von P* (Eigenschaft (ii)) surjektiv. Weiter
haben wir fiir jede offene Umgebung U von x in X eine Abbildung

PHU) — P,
fo= fla).
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Dies induziert offenbar eine Abbildung
Yy 2 (PF)y — Py,
wobei die Komposition
p, ¥ (pry, 2= p,
die Identitét ist. Also ist (©*""), auch injektiv.

Lemma 3.3 Ist o : P — @ ein Morphismus von Préagarben, so induziert « einen eindeutig
bestimmten Morphismus a® : P — Q*, der das Diagramm

(3.3.1) P——Q
<p1FL)niv i \L(pénzv
at
P-‘r _— QJF

kommutativ macht.

Beweis Fiir U C X definiere

ag P*(U) — Q7(U)
= (2= a(f(2))),

wobei a, : P, — @, die von « induzierte Halmabbildung ist. Man sieht leicht, dass a;}

wohldefiniert ist (die rechte Abbildung erfiillt (i) und (ii), d.h., liegt in Q*(U)) und dass

die onUr einen Morphismus von Prégarben definieren (d.h., mit den Restriktionen vertriglich

sind). Weiter ist fiir jedes z € X das Diagramm

P, Qx
() iz l(www
(PH), 2 (%),

kommutativ, wobei die vertikalen Abbildungen nach Lemma 3.2 Isomorphismen sind. Dies
zeigt, zusammen mit dem folgenden Lemma, dass das Diagramm (3.3.1) kommutiert und
dass o™ eindeutig ist.

Lemma 3.4 Fiir Morphismen von Pragarben

a, 8 P—G,
wobei G eine Garbe ist, gilt a = [ genau dann wenn «, = (3, fiir alle x € X.
Beweis Wir haben fiir U C X offen ein kommutatives Diagramm

P(U) —*~G(U)

-

[1 P o) T] G

zeU zeU
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wobei die rechte vertikale Abbildung injektiv ist (siehe Alg. Geo. I 9.5).

Lemma 3.5 Ist F' eine Garbe, so ist
SOum'v - F S F+
ein Isomorphismus.

Beweis Sei U C X offen. Aus der ersten Garbenbedingung folgt, dass F(U) — [] Fy, s —
zcU
(sz), injektiv ist. Daher ist

FU) — F(U)

injektiv. Die Surjektivitdt folgt aus der zweiten Garbenbedingung: Ist f € F(U), so gibt
es eine offene Berechnung (U;)ie; von U und Schnitte s; € P(U;), so dass f(z) = (s;), fiir
x € Uy, und die s; verkleben sich zu einem Schnitt s € F(U) mit s|y, = s;, also s(x) = f(z)
fiir alle z € U.

Damit folgt nun die universelle Eigenschaft von P*: Ist F' eine Garbe und ¢ : P — F ein
Morphismus von Préagarben, so erhalten wir ein kommutatives Diagramm

univ

Yp

P——p*

12 icer
(puni'u

F LN> F+ )
in dem ¢ nach Lemma 3.5 ein Isomorphismus ist. Die universelle Eigenschaft aus Satz 3.1
ergibt sich nun wie folgt: Wir setzen ¢ = (@)~ opt: damit erhalten wir das gewiinscrew

univ

kommutative Diagramm in 3.1. Ist <P ein weiterer Morphismus mit ¢ = 90 opP™, so zeigt das

kommutative Diagramm

univ

Yp

P—p*
¢ o~
42} . So%‘n“)o‘p
F L> F+

zusammen mit der Eindeutigkeit in Lemma 3.3 die Gleichheit

P of =t

und damit @ = (i)~ o pt = .

Die Eindeutigkeit von (PT, ¢""") folgt wie iiblich aus der universellen Eigenschaft. Damit
ist Satz 3.1 bewiesen.

Bemerkungen 3.6 Die universelle Eigenschaft der assoziierten Garbe kann man auch so
ausdriicken, dass man eine kanonische Bijektion

HomPrégarben<P7 F) = HomGarben(P+7F)

3.6.1 ~
(3.6.1) oo @
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(mit Umkehrabbildung 1 + 1) o ") hat. Diese Bijektion ist funktoriell in P und F. Dies
bedeutet, dass fiir die Kategorien

Pra(X) = {Préagarben auf X}
Gar(X) = {Garben auf X}

und die Funktoren
i: Gar(X) — Pra(X)

(Inklusion als volle Unterkategorie) und

a : Pri(X) — Gar(X)

(assoziierte Garbe) a linksadjungiert zu i ist, d.h., man hat Isomorphismen fiir jede Pragarbe
P und jede Prigarbe F

Homgar(x)(aP, F) =2 Hompyx)(P,iF) ,

funktoriell in P und F (siehe den Anhang 3.A). Hier seien Prégarben und Garben mit Werten
in derselben Kategorie betrachtet (also z.B. Mengen, oder abelsche Gruppen,...).

Der Begriff der assoziierten Garbe erlaubt die folgenden beiden Konstruktionen 3.7 und 3.10.

Definition 3.7 (konstante Garbe) Sei A eine abelsche Gruppe (oder Menge, oder ein Ring...).
Die konstante Prigarbe zu A ist die Prigarbe A" (von abelschen Gruppen,...) die durch

AP(U)=A fir UCX offen

und resyy = ida fir V. C U definiert wird. Die konstante Garbe zu A ist die zu A"
assoziierte Garbe; sie wird wieder mit A bezeichnet, oder auch mit Ay.

Lemma 3.8 (a) Fiir jedes © € X ist der Halm A, = A.
(b) Fiir U C X offen gilt kanonisch

AU) = A™O)
wobei mo(U) die Menge der Zusammenhangskomponenten von U ist.
Beweis selbst — Ubungsaufgabel
Insbesondere ist nicht immer A(U) = A.

Bemerkungen 3.9 (a) Ist F' eine Garbe, so hat F()) genau ein Element (also ist zum
Beispiel /() = {0}, wenn es eine Garbe von abelschen Gruppen ist). Dies ergibt sich aus
dem Garbenaxiom (ii) fiir die leere Uberdeckung.

(b) Ist X = {#} ein Ein-Punkt-Raum, so hat man eine Kategorien-Aquivalenz

{Garbe von Mengen auf X} — {Mengen}
F — F,=FX),
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denn nach (a) sind F(()) und res : F(X) — F(() eindeutig bestimmt.

Definition 3.10 (Urbildgarbe) Sei f : X — Y eine stetige Abbildung topologischer Raume.
(a) Fiir eine Pragarbe @ auf Y definiere die Urbild-Préagarbe (oder das Pragarben-Urbild,
oder Prigarben-Pullback) ffQ auf X durch

(3.10.1) (FFQ)U) = lim Q(V)

v

fiir U C X offen. Hier ist der induktive Limes tiber alle offenen Mengen V' C Y mit f (U)CcVv
genommen, beziiglich der Restriktionen Q(V) — Q(V”) fiir V' C V als Ubergangsabbildungen.

(b) Fiir eine Garbe G auf Y definiere die Urbildgarbe (oder das Garben-Urbild, oder Garben-
Pullback) als
76 = (frG)",

die zu fP'G assoziierte Garbe.
Bemerkungen 3.11 Beachte: f(V') ist im Allgemeinen nicht offen. Die Menge
U(fU)) ={V CY offen | f(U) CV}
ist induktiv geordnet beziiglich der Ordnung
V<V e V' CV,

denn fiir V!, V" e U(f(U)) ist V' NV" € U(f(U)). Daher ist der induktive Limes definiert.
Nach Definition ist jeder Schnitt in (fFQ)(U) durch ein Element s’ € Q(V’) fiir f(U) C

offen offen
V' C Y reprisentiert, und s” € Q(V") mit f(U) C V" C Y definiert dasselbe Element in
offen
(fFQ)(U), wenn es ein f(U) CW C Y gibt mit W C V' N V" und |y = s"|w.
Beispiele 3.12 Sei A eine Menge (oder abelsche Gruppe, oder ...) und Ay die zugehorige

konstante Garbe auf Y. Dann ist
Ay = Ax

(Ubungsaufgabe!). Urbilder von konstanten Garben sind also wieder konstant.

Lemma 3.13 Sei f : X — Y eine stetige Abbildung, und sei z € X.
(a) Fiir eine Priagarbe @ auf Y gilt kanonisch

(f"Q): = Qs -
(b) Fiir eine Garbe G und Y gilt kanonisch
(f G = G-

Beweis (a): Es ist

(ffQ). = Hm(f7Q)(U)

zelU
. . (%) ..

= lim lim Q)7 lim Q(V)= Q-
zeU f(U)CV flx)ev
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Denn fiir f(z) € Vist x € f~1(V) C X offen, also laufen die induktiven Limiten auf beiden
Seiten von (x) iiber dieselben offenen Mengen V.

(b) folgt hieraus, da (f7'G), = (f7G),.

Beispiel 3.14 Sei x € X und i, : {z} — X die Inklusion. Fiir eine Garbe F auf X ist i, ' F
die (nach 3.9 (b)) eindeutig bestimmte Garbe auf {z} mit

(Z;IF)m = F;

(Halm von F bei z). Dies folgt aus 3.13 (b), oder direkt: Es ist (i F)({z}) = lim F(V) = F,
zeV

und damit (i;'F), = (iLF), = (L F)({z}) = F,.

xT

Satz 3.15 (Adjunktion von f, und f~!). Sei f: X — Y eine stetige Abbildung.

(a) Fiir Pragarben P auf X und @ auf Y hat man kanonische Bijektionen, funktoriell in P
und @,
HomPra'(X)<fPQ7 P) = HOTnPré(Y)(Q? f*P)

(d.h., fF ist linksadjungiert zu f,).
(b) Fiir Garben F auf X und G auf Y hat man kanonische bifunktorielle Bijektionen
HomGar(X)<f_1Ga F) = HomGar(Y) (Gy f*F)

(d.h., f~1 ist linksadjungiert zu f,).

Beweis (a): 1) Ist ¢ : Q — f.P gegeben, so erhilt man fir U C X offen und W C Y offen
mit f(U) C W (also U C f~1(W)) einen Morphismus

QW) = (f.P)(W) = P(f~'(W)) — P(U).

Dies ist vertraglich mit Restriktionen fiir W’ C W offen (und f(U) C W), und wir erhalten
daher einen Morphismus

Yo (FFQ)U) =1lim QW) — P(U)

w

(universelle Eigenschaft des induktiven Limes). Die Morphismen ¢y sind wiederum ver-
traglich mit Restriktionen in U und liefern einen Pragarben-Morphismus

Y= (dv): ffQ—P.

2) Umgekehrt erhélt man aus einem solchen v einen Morphismus ¢ : Q — f, P wie folgt: Ist
V CY offen, soist f~1(V) C X offen, f(f~*(V)) C V, und wir erhalten

v Q) = (PO (V) 5 PUIH(V)).
Dies ist vertrdglich mit Restriktionen in V' und liefert ¢ = (pv).

Wir zeigen nun, dass die Zuordnungen

U:pr—1Y und ®:9+— g
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zueinander invers sind.

3) Ist ¢ : Q — f.P gegeben, dazu ¢ = ¥(p) : f'Q — P nach 1) konstruiert, und zu diesem
wieder ¢’ = ®(¢) : Q@ — f.P nach 2), so haben wir fiir V' C Y offen ein kommutatives
Diagramm (betrachte U = f~}(V) C X offen und W =V D ff~1(V) = f(U))

—Lv)

G Q) —— (fPQ)( (V)

%

(f.P)(V)—"=P(f1(V)),

P(f~1(V))

also ¢ = ¢, d.h., ®(V(p)) = .

4) Ist umgekehrt ¢ : fFQ — P gegeben, dazu ¢ : Q — f.P konstruiert, und dazu wieder
Y fPQ — P, soist fiir U C X offen und W C Y offen mit f(U) C W das Diagramm

ow  QUV) — (FPQ) (W) P (s (W)
ireS wU lres
P P(U)

U

kommutativ mit ¢y und ;. Da dies fiir alle W 2 f(U) gilt, folgt wegen (fFQ)(U) =
lim Q(W) die Gleichheit 1y = iy, also V(P () = .

(b) folgt aus (a) wegen
Homgar(x)(f'G, F) = Hompr(x)(f7G, F)
fiir Garben F' und G (Eigenschaft der assoziierten Garbe).

Wir charakterisieren nun Monomorphismen und Epimorphismen von Préagarben und Garben.

Lemma 3.16 Sei p : P — @) ein Morphismus von Prigarben von abelschen Gruppen auf X
(man spricht auch von abelschen Priagarben). Dann ist ¢ genau dann ein Monomorphismus
(bzw. Epimorphismus, bzw. Isomorphismus), wenn dies fiir alle Homomorphismen

oy : P(U) — Q(U) (U C X offen)
gilt.
Die Situation bei Garben ist wie folgt.

Satz 3.17 Sei ¢ : F' — G ein Morphismus von Garben von abelschen Gruppen auf X (man
spricht auch von abelschen Garben).

(a) (Monomorphismen) Aquivalent sind:

(i) ¢ ist ein Monomorphismus.

(ii) @, : Fy — G, ist injektiv fir alle x € X.

(111) oy : F(U) — G(U) ist injektiv fiir alle offenen U C X.
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(b) (Epimorphismen) Aquivalent sind:

(i) ¢ ist ein Epimorphismus.

(ii) @, ist surjektiv fiir alle z € X.

(iii) Ist U C X offen und t € G(U), so gibt es eine offene Uberdeckung (U;);e; von U und
Schnitte s; € F(U;) mit ¢y, (s;) = t|y, fiir alle i € I.

(¢) (Isomorphismen) Aquivalent sind:

(i) o ist ein Isomorphismus.

(ii) @, ist bijektiv fiir alle z € X.

(iii) ¢y ist bijektiv fiir alle offenen U C X.

Fiir die Beweise benotigen wir einige Vorbereitungen, die auch fiir sich von Interesse sind.

Definition 3.18 (a) Sei ¢ : P — @ ein Morphismus von abelschen Priagarben auf X.
Definiere die Prigarben ker” ¢ (Prigarben-Kern von ¢), im”¢ (Priagarben-Bild von ) und
coker” ¢ (Prigarben-Kokern von ¢) durch

(ker” 0)(U) = ker(ep : P(U) — Q(U)),
(im”p)(U) = im oy,
(coker”p)(U) = coker oy = Q(U)/im oy
fiir U C X offen und die von P bzw. () induzierten Restriktionen.

(b) Sei ¢ : F' — G ein Morphismus von Garben auf X. Dann definiere die Garben

ker = ker’ (Garben-Kern)
im e = (im"p)* (Gaben-Bild)
coker o := (coker” )T  (Garben-Kokern).

Beweis dass ker” ¢ im Fall (b) eine Garbe ist: Sei U C X offen und (U;)c; eine offene
Uberdeckung von U.

Ist s € (ker” ¢)(U) und s|y, = 0 fiir alle i € I, so ist s = 0, da (kerp)(U) € F(U) und F
eine Garbe ist.

Sind weiter s; € (ker” ¢)(U;) fiir i € I mit s;|,n0, = 8jlvno, fir alle 4,5 € I, so gibt
zunéchst ein s € F(U) mit sy, = s; fiir alle @ € I, da F eine Garbe ist. Aber es ist auch
s € ker” p: Fiir ¢(s) € G(U) gilt namlich o(s)|y, = ¢u, (s|v,) = wu,(s;) = 0 fiir alle i € I,
da s; € (ker” ¢)(U;) = ker ¢p,. Es folgt ¢(s) = 0, da G eine Garbe ist.

Bemerkungen 3.19 (a) Ist P eine abelsche Priagarbe auf X und ist fiir jedes offene U C X
eine Untergruppe P'(U) C P(U) gegeben, so dass die Restriktionen von P die Untergruppen
P'(U) ineinander tberfithren (resy g (P'(u)) € P'(U’)), so definieren die P'(U) mit den
Einschrankungen der Restriktionen eine Priagarbe P’ und man nennt P’ eine Unter-Prigarbe
von P. Sind P und P’ Garben, so nennt man P’ eine Untergarbe von P.

(b) In 3.18 (a) ist ker” ¢ eine Unter-Prigarbe von P und im” ¢ eine Unter-Prigarbe von Q.

(c¢) In 3.18 (a) ist kerp eine Untergarbe von F, und wir werden spéter im ¢ mit einer
Untergarbe von G identifizieren.
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Definition/Lemma 3.20 (a) Eine Sequenz
(3.20.1) . — P PP —

von abelschen Prigarben auf X heiit Komplex, wenn ¢, o ¢, 1 = 0 fiir alle n € Z (<
im?” Yn-1 C ker? o, fir alle n € Z < fiir alle offene U C X ist die induzierte Sequenz

(3.20.1)y .= P, (U) - P,(U) - Ppa(U) — ...

ein Komplex).

(b) Ein Komplex (3.20.1) heiBt exakt an der Stelle n (oder bei P,), wenn im*y,,_; = ker” oy
(& fiir alle offenen U C X ist (3.19.1)y exakt bei n), und exakt, wenn er exakt an allen
Stellen ist.

(c) Ist eine Sequenz (3.20.1) exakt bei n, so ist fiir alle z € X die induzierte Sequenz
(3.20.1), coo = (Poc1)z = (Po)e — (Pog1)z — - -

der Halme exakt an der Stelle n (Halmbildung ist ein exakter Funktor).

Beweis der Behauptung in (c): 1) Mit ¢, 0,1 = 0 ist natiirlich auch (¢,)z 0 (¥n_1)s =
(pn 0 Yn_1)e =0, also im(p,_1), C ker(p,),.

2) Sei s, € ker(yn)z, s € P(U), U C X offene Umgebung von z. Wegen 0 = (¢,).(8:) =
©nu(8)s gibt es eine offene Umgebung V' C U von z mit 0 = ¢, y(s)|y = ¢n v (sly) Wegen
Exaktheit von (3.20.1)y gibt eseint € P,,_1(V) mit ¢,,—1 v (t) = s|y. Es folgt ¢,—1..(t2) = sz,
d.h., s, € im(p_1)e-

Beweis von Lemma 3.16: Sei ¢ : P — () ein Morphismus von abelschen Prégarben.

1) Sind alle ¢y (U C X offen) injektiv, so sicht man sofort, dass ¢ ein Monomorphismus ist
(pa =0 = a = 0). Sind nicht alle ¢y injektiv, so ist ker” ¢ # 0 und in der Sequenz

kerpcp<i>Pi>Q

ist 7 nicht die Nullabbildung, aber ¢j = 0. Also ist ¢ kein Monomorphismus.

2) Der Beweis fiir Epimorphismen ist dual (alle Pfeile umdrehen, ker” ¢ durch coker¢
ersetzen): Sind alle ¢y surjektiv, so folgt sofort, dass ¢ ein Epimorphismus ist (8o =0 =
3 = 0). Sind nicht alle ¢y surjektiv, so ist in der kanonischen Sequenz

P2 Q5 cokerfyp

coker’p # 0 und 7 # 0, aber 7 = 0, also ¢ kein Epimorphismus.

3) Sind alle ¢ Isomorphismen, so ist ¢! = (¢') ein Inverses von . Besitzt umgekehrt ¢
ein Inverses v, so ist ¥y ein Inverses von ¢y .

Beweis von Satz 3.17 Sei ¢ : [' — G ein Morphismus von abelschen Garben.

(a): Da ker” ¢ bereits eine Garbe ist, zeigt der Beweis von 3.16 fiir Monomorphismen bereits:
Ist ¢ ein Monomorphismus, so ist ¢y injektiv fiir alle U (offen in X). Gilt Letzteres, so ist
0 — F — G exakt als Sequenz von Priagarben, und mit 3.20 (c) folgt die Injektivitdt von
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Y, F, — G, fir alle z € X. Gilt letzteres, so ist ¢ offenbar ein Monomorphismus: Ist
H 2 F ein Morphismus von abelschen Garben, und ist pa = 0, so ist 0 = (pa), = p,a, fiir
alle z € X, wegen der Injektivitit der ¢,, also a, = 0 fiir alle  und damit @ = 0 (Lemma
3.4).

(b): Wir haben eine exakte Sequenz von abelschen Prégarben
F %G5 coker’p — 0,

und nach 3.20 (c) sind die Sequenzen

(%) F, &% G, 3 (coker’p), — 0

fiir alle z € X exakt. Der Morphismus v : coker’ ¢ — (coker”p)*t = coker ¢ induziert
Isomorphismen

(%) (coker”p), = (coker ),

(Lemma 3.2). Betrachte nun die induzierte Sequenz von Garben

F%aZo coker ¢

mit 7 = 7. In dieser ist 7' = 0. Ist ¢ ein Epimorphismus, so ist 7' = 0, wegen der
Surjektivitdt von 7, : G, — (coker )., also (coker ¢), = 0 fur alle x € X, wegen (*x) also
auch (coker” ), = 0 fiir alle z € X. Ist also U C X offen, s € G(U) und 5 € G(U) /im ¢y =
(coker”)(U) das Bild von s, dann gibt eine offene Uberdeckung (U;)ic; von U, so dass
3|y, = 0 in (coker” )(U;), also s|y, € im ¢y, (Bigenschaft (iii) in 3.17 (b)). Gilt andererseits
letztere Eigenschaft fiir alle U und s € G(U), so folgt umgekehrt, dass (coker” ), = 0 fiir
alle x € X, wegen Exaktheit der Sequenz (x) also die Surjektivitidt von

Y Fp - G,

fiir alle z € X (Eigenschaft (ii) in 3.17 (b)). Hieraus folgt wiederum, dass ¢ ein Epimorphis-
mus ist (Eigenschaft (i) in 3.17 (b)): Ist 8 : G — K ein Morphismus von abelschen Garben,

und ist

F4%ablk

die Nullabbildung, so folgt aus der Surjektivitat der ., dass alle 3, = 0, also dass § =0
(Lemma 3.4).

Behauptung (c) von 3.17 folgt wie im Beweis von 3.16.

Lemma 3.21 Sei ¢ : FF — G ein Morphismus von abelschen Garben auf X.
(a) Fiir x € X gilt kanonisch (ker ), = ker ¢,.

(b) Der von i : im”¢ < G induzierte Morphismus i:im ¢ — G ist ein Monomorphismus;
im ¢ kann also als Untergarbe von G aufgefasst werden. Fiir jedes x € X ist kanonisch
(im @), = im ¢,

(¢) Der von 7 : G — coker” o induzierte Morphismus 7’: G — coker ¢ ist ein Epimorphismus,
und es ist kanonisch (coker ¢), = coker ¢,.
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Beweis Wir haben exakte Sequenzen von Préagarben

~

/m

(d.h., die obere Sequenz ist exakt, und weiter sind

i

0——=kergp coker”p —=0

/ﬁ\

0 — kery — F — imPp — 0
0 — imP¢ — G — coker’p — 0

F\ /G’

im®

exakt); dabei ist das Dreieck

kommutativ. Nach 3.20 (c) erhalten wir exakte Sequenzen

0— (ker ), ~=> F, e G, —= (coker”p), —=0

N
N

mit kommutativen Dreieck in der Mitte. Hieraus folgen sofort (a) und die letzten Aussagen
in (b) und (c). Weiter induzieren die Morphismen

i imfp —  im o SNNe:

™ G 5 coker’yp — coker p

in den Halmen Abbildungen

—~
=0
—

i. : (imPp), = (imyp), F G,
() - G, —  (coker”y), = (coker @),

Daher ist (i), injektiv und ('), surjektiv fiir alle 2 € X, und die Behauptungen in (b) und
(c) folgen mit 3.17.

Lemma/Definition 3.22 (a) Sei

3.22.1 e B RS R
+

eine Sequenz von abelschen Garben auf X. Fiir n € Z gilt ¢, o ¢,_1 = 0 genau dann, wenn
im ¢, 1 C ker ¢,,. Gilt dies fiir alle n € Z, dann heifit (3.22.1) ein Komplex von Garben.
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(b) Ein Komplex von Garben (3.22.1) heifit exakt an der Stelle n (oder bei F,), wenn im
Yn_1 = ker ip,,. Dies gilt genau dann, wenn fiir alle z € X die assoziierte Sequenz der Halme

(3.22.1) i (Fo)e = (F)e = (Fogr)s — - .

exakt an der Stelle n ist. Der Komplex (3.22.1) heifit exakt, wenn er exakt an allen Stellen
ist.

Beweis der Behauptungen:

(a): Offenbar gilt ¢, o ¢, 1 = 0 genau dann, wenn im”p,_; C ker ¢, ist. Gilt Letzteres, so
haben wir wegen der universellen Eigenschaft der assoziierten Garbe eine Faktorisierung

ker

I,
N P

im Pn—1

im?

also im ¢, C ker ¢,,. Aus dieser Inklusion folgt umgekehrt im*¢,_; C im ¢,_; C ker ¢,.

(b): Fiir zwei Untergarben G C H C F), gilt G = H genau dann, wenn G, = H, fiir alle
x € X. Wenden wir dies auf im ¢,_; C kery, an, so folgt die Behauptung wegen (im
On-1)z = im(pp_1), und (ker ¢,), = ker(¢,), (Lemma 3.21).

Proposition 3.23 (universelle Eigenschaft von Kern und Kokern) Sei ¢ : FF' — G ein
Morphismus von abelschen Garben.

(a) Ist ¢ : H — F ein Morphismus von abelschen Garben mit ¢y = 0, so gibt es einen
eindeutig bestimmten Morphismus ¢’ : H — ker ¢, der das Diagramm

kero > F—25 @G

A
ERTENN Tw
H

kommutativ macht.

(b) Ist ¥ : G — H ein Morphismus von abelschen Garben mit ¢ = 0, so gibt es einen
eindeutig bestimmten Morphismus v : coker ¢ — H, der das Diagramm

H
‘\\H!E
F —2> G — coker ¢

kommutativ macht.

Beweis Ubungsaufgabe! (Tipp: Die Behauptungen folgen aus dem entsprechenden Resultat
fiir Priagarben-Kerne und -Kokerne)
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Definition 3.24 (a) Fiir eine abelsche Pragarbe @ auf X und eine Unter-Prigarbe P C )
definiere den Prégarben-Quotienten als

(Q/P)" = coker”(P — Q),

also durch (Q/P)¥(U) = Q(U)/P(U), mit den offensichtlichen Restriktionen.

(b) Fiir eine abelsche Garbe F' auf X und eine Untergarbe (von abelschen Gruppen) F C F
definiere den Garben-Quotienten als

F/E = coker(E — F)
= ((F/E)")*.

Bemerkung 3.25 In der Situation von 3.23 (a) bzw. (b) haben wir eine exakte Sequenz

von Pragarben
0—-P—-Q—Q/P—0

bzw. eine exakte Sequenz von Garben
0—-F—F—F/E—0.
Lemma 3.26 (Homomorphiesatz) Ein Morphismus ¢ : F' — G von abelschen Garben

induziert einen Garbenisomorphismus

F/kero = im .

Beweis Wir haben einen Isomorphismus von abelschen Prégarben

(F/kerp)” = im"p,
und die Behauptung folgt durch Garbifizierung (Ubergang zu den assoziierten Garben).
Bemerkung 3.27 Proposition 3.23 und Lemma 3.26 sind die Hauptpunkte um zu zeigen,

dass die abelschen Garben auf X eine sogenannte abelsche Kategorie bilden (siehe den An-
hang 3.A).
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3.A Adjungierte Funktoren und abelsche Kategorien

Adjungierte Funktoren treten sehr oft auf; viele universelle Probleme hingen mit adjungierten Funktoren
zusammen bzw. werden durch diese gelost.

Definition 3.A.1 Seien A, B zwei Kategorien, und seien f : A — B und g : B — A zwei (kovariante)
Funktoren. Dann heifit g linksadjungiert zu f (und f rechtsadjungiert zu g), wenn es Bijektionen

(3.A.1.1) aap: Homy(g(B),A) = Homp(B, f(A))

fiir alle Objekte A in A und B in B gibt, die funktoriell in A und in B sind: Das heifit, fiir jeden Morphismus
a:A— A’ in A ist das Diagramm

gl Homa(g(B), A) ——= Homg(B, f(A)) g
l a*l lf(o‘)* ‘V|V
ay Homa(g(B),A") ——= Homp(B, f(A)) fla)d

kommutativ, und fiir 8 : B — B’ ist

79(6) Homa(g(B), A") —— Homp(B, f(A")) 5
B e
g Homa(g(B'), A) —— Homp(B', f(A)) s

kommutativ.

Sei g : B — A linksadjungiert zu f : A — B. Fiir jedes Objekt A in A und jedes Objekt B in B erhalten wir
den Bijektionen (3.A.1.1) kanonische Morphismen (im Folgenden lassen wir einige Klammern weg)

(3.4.1.2) adg : B — fgB
(das Bild von idyp unter agp,p in (3.A.1.1)) und
(3.4.1.3) Ady : gfA — A

(das Urbild von idga unter ax ¢4 in (3.A.1.1)).
Aus der Bifunktorialitidt von (3.A.1.1) folgt:
Lemma 3.A.2 (a) Die Abbildung (3.A.1.1) bildet v : gB — A auf die Komposition

B 2 fip 19 a4
ab.
Das Urbild von § : B — fA unter (3.A.1.1) ist die Komposition

gB 2 gra A4 g
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Beweis (a) folgt aus dem kommutativen Diagramm

iqu f adp

Hom(gB,gB) — Hom(B, f¢B)

%«J/ if(v)*

Hom(gB,A) —— Hom(B, fA)

Vi f(v)adp

(b) ist analog.
Insbesondere wird die Adjunktion durch die adp und Ad4 bestimmt.

Corollar 3.A.3 (a) Fiir B in B ist die Komposition

g(adp) Adgp

9B ———gfgB

gB

die Identitat.
(b) Fiir A in A ist die Komposition

ad A
FA FA g f(Ada)

die Identitat.

Dies folgt daraus, dass die Zuordnungen in 3.A.2 (a) und (b) zueinander invers sind.
Aus der Bifunktorialitdt von 3.A.1.1) folgt weiter:

Lemma 3.A.4 (a) adp ist funktoriell in B, d.h., fiir 3 : B — B’ in B ist das Diagramm

adp

B——= fyB

Bl lfg(ﬁ)
ad

B’ HB/ ng/

kommutativ.

(b) Ad, ist kommutativ in A, d.h., fiir a: A — A’ in A ist das Diagramm

ngﬂxA

gf(a)l J/a
AdAI
gfA —— A’

kommutativ.

Beweis (a) bedeutet die Gleichheit
f9(Bladp = adp 3
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und folgt aus dem kommutativen Diagramm.

idg(p) | adp
Hom(gB,gB) — Hom(B, fgB)
9(B)« f9(8)«
9(8) Hom(yB, gB') —> Hom(B, f¢B’) f%f;?gB
a(B)* f9(B)*
Hom(gB',gB') — Hom(B', fgB')
’id(g_EB/) | ac_l_B/

(b) ist analog.

Lemma 3.A.4 bedeutet, dass wir Morphismen von Funktoren

(3.A.4.1) ad: idg — fg
(3.A.4.2) Ad: gf — ida
erhalten.

Umgekehrt sieht man leicht: Hat man Morphismen von Funktoren (3.A.4.1) und (3.A.4.2), die die Eigen-
schaften von Lemma 3.A.2 erfiillen, so ist g linksadjungiert zu f, wobei die Abbildung (3.A.1.1) gerade durch
die Vorschrift 3.A.2 gegeben ist.

Wir bemerken noch:

Lemma 3.A.5 (a) Besitzt f ein Linksadjungiertes g, so ist dies bis auf kanonische Isomorphie eindeutig.

(b) Besitzt g ein Rechtsadjungiertes f, so ist dies bis auf kanonische Isomorphie eindeutig.

Beweis Dies folgt aus dem Yoneda-Lemma (siche 1.A.2). Ist ndmlich B in B fest, so ist der kovariante

Funktor
A — Sets

A — Homg(B, fA)
durch g(B) darstellbar; dies bedeutet die Bijektion

(3.A.5.1) Hom(g(B),A = Homp(B, fA),

die funktoriell in B ist. Ist diese Bijektion vorgegeben (fiir alle A in A), so ist g(B) bis auf kanonische
Isomorphismen eindeutig. Die Funktorialitéit von (3.A.5.1) in B impliziert, dass die Zuordnung B +— ¢B
funktoriell ist.

(b) ist analog.

Beispiele 3.A.6 Beispiele fiir adjungierte Funktoren gibt es in 3.6 und 3.15, aber auch 4.6 ist ein Beispiel:
Fiir ein affines Schema X = Spec(A) ist der Funktor

(A-Moduln) — (Ox-Moduln)
M - M
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linksadjungiert zum Funktor
F(X) — F.

Aber auch Satz 5.9 (man halte F oder G fest) und Satz 5.18 sind Beispiele fiir Adjunktionen.

Adjunktionsmorphismen werden in Abschnitt 6 benutzt (siehe Bemerkung 6.7 und den Beweis von 6.6)
Wir kommen nun zu abelschen Kategorien.

Abelsche Kategorien sind Kategorien, in denen man mit den gleichen Begriffen arbeiten kann wie in der
Kategorie Ab der abelschen Gruppen oder, allgemeiner, der Kategorie Mody der Moduln iiber einem Ring
R. Insbesondere kann man Morphismen addieren, und man hat Begriffe wie Kerne, Kokerne und exakte
Sequenzen.

Definition 3.A.7 Sei C eine Kategorie.
(a) Ein Objekt I in C heift initial, wenn es fiir jedes Objekt X in C genau einen Morphismus I — X gibt.
(b) Ein Objekt F' in C heifit final, wenn es fiir jedes Objekt X in C genau einen Morphismus X — F gibt.

Beispiele 3.A.8 (a) In der Kategorie aller Ringe ist Z ein initiales Objekt.

(b) In der Kategorie aller Schemata ist Spec(Z) ein finales Objekt: Fiir jedes Schema X besteht
Hom(X,Spec(Z)) = Hom(Z,Ox (X))

nur aus einem Element.

(c) In der Kategorie Sets aller Mengen ist die leere Menge ein initiales und jede Menge mit einem Element

ein finales Objekt.

Bemerkung 3.A.9 Initiale oder finale Objekte miissen nicht existieren; zum Beispiel hat die Kategorie der
Korper weder initiale noch finale Objekte. Existieren aber initiale oder finale Objekte, so sind sie bis auf
kanonische Isomorphie eindeutig.

Definition 3.A.10 Eine Kategorie C heifit additiv, wenn gilt:

(a) Fir alle Objekte A, B in C ist auf Hom¢ (A, B) eine Verkniipfung + gegeben, die diese Menge zu einer
abelschen Gruppe macht, und sind A, B, C drei Objekte in C, so ist die Abbildung

Home(B,C) x Home(A,B) — Hom¢(A,C)
(9, f) = gf

bilinear:
g(fi+1f2) = gfi+gf,
(1 +92)f = af+gf.

(b) Es gibt ein Objekt 0 in C mit
Home(A,0) = 0 = Home(0, A)
fiir jedes Objekt A in C.

(c) In C existiert zu je zwei Objekten A, B die Summe A @& B.

Bemerkungen 3.A.11 (a) Bedingung 3.A.10 (b) bedeutet, dass 0 initiales und finales Objekt in C ist.

(b) Es folgt, dass in C auch zu je zwei Objekten auch das Produkt existiert — und zwar erfiillt A @ B auch
die universelle Eigenschaft des Produkts: Seien i4 : A — A® B und ig : B — A & B die kanonischen
Morphismen der Summe und definiere

ida+0 : A®B — A
0+idg : A®B — B,

pa
PB
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d.h., p4 und pp sind mittels der universellen Eigenschaft der Summe dadurch festgelegt, dass

paia = ida und paip = 0
(314111) pBiA = 0 und pBZ.B = idpg.

Ist nun X ein Objekt in C und sind Morphismen
fa: X—A,fg: X — B
gegeben, so gibt es genau einen Morphismus
f: X - A®B
mit paf = fa und ppf = fp, ndmlich den Morphismus
[=tiafa+ipfp € Home(X,A® B).

Denn aus (3.A.11.1) folgt sofort paf = fa und ppf = fp. Weiter folgt aus der universellen Eigenschaft der
Summe A & B, dass

(3.A.11.2) h:=iapa+ippp = idass,

denn es gilt hig = i4 und hig = ig. Ist nun g : Z — A ® B ein weiterer Morphismus mit pag = fa und
pBg = fB, so folgt
g=hg=1iapag+ipppg =iafatinfe=1rf.

(c) Natiirlich existieren in C auch beliebige Summen und Produkte (durch Iteration), und es ist B A; =
i=1

IT 4.
i=1
Corollar 3.A.12 Die Gruppenstruktur auf Home (A, B) ist eindeutig bestimmt, d.h., hingt nur von C ab.

Beweis Fiir f,g: A — B ist f + g die Komposition

ida,id (&) id id
gt g I09 g g tetids g

wobei der erste bzw. letzte Morphismus durch die universellen Eigenschaften von Produkt bzw. Summe
gegeben sind und f @ g durch die Funktorialitdt der Summe, die leicht aus der universellen Eigenschaft folgt
(vergleiche den analogen Fall in 1.A.7).

Definition 3.A.13 Sei C eine additive Kategorie und sei f : A — B ein Morphismus in C.

(a) Ein Objekt K mit einem Morphismus i : K — A heifit Kern von f, wenn gilt:
(i) fi=0.

(ii) Ist g : X — A ein Morphismus mit ig = 0, so existiert genau ein Morphismus ¢’ : A — K mit g = ig":

K—sA—15pB

S
N
g9
E!g/ N
N

X

(b) Ein Objekt C' mit einem Morphismus 7 : B — C heifit Kokern von f, wenn gilt:
(i) mf =0.
(ii) Ist h : B — Y ein Morphismus mit hf = 0, so gibt es genau einen Morphismus A : C' — Y mit h = hm:



Kerne und Kokerne miissen nicht existieren; wenn sie aber existieren, sind die Paare (K1), bzw. (C, ) bis
auf kanonische Isomorphie eindeutig (wie man leicht sieht), und wir schreiben ker f bzw. cokerf fiir K bzw

C.

Bemerkung 3.A.14 Mit den Bezeichnungen aus 1.A.18 und 1.A.19 ist ker f = ker(f,0) und coker(f) =
coker(f,0), wobei 0 der Nullmorphismus in Hom¢ (A, B) ist.

Lemma 3.A.15 Sei C eine additive Kategorie, und sei f : A — B ein Morphismus in C.
(a) f ist genau dann ein Monomorphismus, wenn ker(f) = 0.

(b) f ist genau dann ein Epimorphismus, wenn coker(f) = 0.

Beweis Wir zeigen nur (a); der Beweis von (b) ist dual (Umdrehen aller Pfeile). Zunéchst ist f genau dann
ein Monomorphismus, wenn fiir jeden Morphismus ¢ : X — A gilt

(3.4.15.1) fg=0 = g =0.
Sind némlich g1, g2 : X — A zwei Morphismen und g = g1 — go, so gilt
fao = fe2 & fg = 0
no= 9 < g = 0.

Gilt aber (3.A.15.1), so faktorisiert jeder Morphismus ¢ : X — A mit fg = 0 iiber das Nullobjekt 0,
notwendigerweise in eindeutiger Weise, also existiert ker(f) und ist gleich 0. Die Umkehrung ist klar.

Lemma 3.A.16 Sei f : A — B ein Morphismus.
(a) Existiert der Kern von f, so ist

ker(f) LA
ein Monomorphismus.

(b) Existiert der Kokern von f, so ist
B 5 coker(f)

ein Epimorphismus.

Beweis (vergleiche auch 1.A.20) Wir zeigen (a); der Beweis von (b) ist dual (Umdrehen aller Pfeile). Sei
g : X — ker(g) ein Morphismus mit ¢g = 0. Dann ist auch fig = 0. Nach der universellen Eigenschaft des
Kerns gibt es genau einen Morphismus ¢’ : X — ker(g) mit ig’ = ig = 0. Dies kann nur sein, wenn g = 0 ist.
Nach 3.A.15 haben wir also gezeigt, dass ¢ ein Monomorphismus ist.

Definition 3.A.17 Eine Kategorie A heifit abelsch, wenn gilt:
(i) A ist additiv.
(ii) Fiir jeden Morphismus f in A existieren

Kern: ker(f) LA und
Kokern: B = coker(f).

(iii) Dabei ist der kanonische Morphismus
fo @ coker(i) — ker(r)

ein Isomorphismus.

Wir erkléren Bedingung (iii): Nach Definition ist fi = 0, also gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus
f : coker(i) — B, der das Diagramm

ker(f) : A B u coker(f)




kommutativ macht. Nach Definition ist weiter 0 = 7f = wfn’, also 7f = 0, da 7’ ein Epimorphismus ist
(3.A.16 (b)). Es gibt also einen eindeutig bestimmten Morphismus

(3.A.17.1) fo : coker(i) — ker(rw),

der das Diagramm

coker(i) —— ker(m).

Zusammen erhédlt man die folgende symmetrische Beschreibung: Es gibt genau einen Morphismus fj, der
das Diagramm

ker(f) : A B—" coker(f)

kommutativ macht.

In einer abelschen Kategorie haben wir die zusiitzliche Eigenschaft, dass fy ein Isomorphismus ist (dies folgt
nicht aus den anderen Axiomen!). Man nennt

ker(m) = ker(B — coker(f))
auch das Bild von f, Bezeichnung im(f), und
coker(i) = coker(ker(f) — A)

das Kobild, Bezeichnung coim(f). In einer abelschen Kategorie konnen wir beide identifizieren und benutzen
nur das Bild von f, im(f).

Corollar 3.A.18 In einer abelschen Kategorie A ldsst sich jeder Morphismus f : A — B in der Form

(3.A4.18.1) FiAS im(f) L B

faktorisieren, mit einem Epimorphismus p und einem Monomorphismus j.
Beweis: Mit den obigen Bezeichnungen kénnen wir p = fon’ und j = i’ nehmen.
Sei im Folgenden A eine abelsche Kategorie.

Definition 3.A.19 Ist i : A — B ein Monomorphismus, so definiere

B/A := coker(i).

Satz 3.A.20 (Homomorphiesatz) Ist f : A — B ein Morphismus in einer abelschen Kategorie, so induziert
f einen Isomorphismus

Afker(f) = im(f).

Beweis Dies ist gerade Inhalt des Axioms (iii) in 3.A.17.
Definition 3.A.21 (a) Eine Sequenz in A

fr—1 fn fr+1

oA — Ay S A — L
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heifit Komplex, wenn f, f,—1 = 0 fiir alle n.

(b) Ein Komplex in .4

fn 1

fn+1
-*)An—l A n+l — ...

heifit exakt an der Stelle n (oder bei A,), wenn im(f,—1) = ker(f,), und exakt, wenn er exakt an allen
Stellen ist.

Erklarung: Wir haben eine Faktorisierung

e

mit einem Epimorphismus 7 und einem Monomorphismus ¢, siehe (3.A.18.1). Da 0 = f,, fn—1 = faim und 7
ein Epimorphismus ist, ist auch f,,7 = 0. Hieraus folgt wiederum, dass es eine kanonische Faktorisierung

i’

gibt, wobei i’ automatisch ein Monomorphismus ist. Dies entspricht also einer Inklusion “im(f,—1) C
ker(f,)” im bekannten Fall von abelschen Gruppen. Die Bedingung

m(fnfl) = ker(fn)

in 3.A.21 (b) soll im abstrakten Rahmen bedeuten, dass i’ ein Isomorphismus ist.

An+1

In

ker(fn)C Apy1

Beispiele 3.A.22 (a) Fiir jeden Morphismus f : A — B in 4 haben wir eine exakte Sequenz

0 — ker(f) Latlpn coker(f) — 0,
die sich wiederum in exakte Sequenzen

0 — ker(f) —
0 — wm(f) —

aufspaltet.

(b) Eine kurze exakte Sequenz ist eine exakte Sequenz

0—>A—i>Bi>C—>O.

In ihr identifiziert sich A mit ker(7) und C' mit coker(i), also mit B/A.
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4 Quasi-kohirente Modulgarben

Fiir Schemata gibt es spezielle Klassen von Garben, die besonders wichtig sind.

Definition 4.1 Sei (X, Ox) ein Schema (oder geringter Raum).

(a) Eine Ox-Modulgarbe (oder: ein Ox-Modul) auf X ist eine Garbe F auf X zusammen
mit Abbildungen
Ox(U) x F(U) — F(U),

fiir jedes offene U C X, die F(U) zu einem Ox(U)-Modul machen und vertriglich mit
Restriktionen sind: Fir V C U ist

OU)x F(U)—=F(U)

lT@SXT‘eS \LT‘SS

OWV)x F(V)—=F (V)

kommutativ.

(b) Ein Morphismus von Ox-Modulgarben ¢ : F — G ist ein Garbenmorphismus, so dass
fiir alle U C X offen die Abbildung

F(U) —GU)

ein Homomorphismus von Ox (U)-Moduln ist.
Beispiel 4.2 Oy ist eine Modulgarbe iiber sich selbst.
Wir kommen nun zu einer wichtigen Konstruktion von Ox-Modulgarben.

Satz 4.3 (vergleiche Alg. Geo. I Satz 9.11) Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Dann gibt
es eine kanonische Ox-Modulgarbe M auf dem affinen Schema X = (Spec(A), Ogpec(a)) mit
den folgenden Eigenschaften:

(a) Es gibt einen kanonischen Isomorphismus
v: M 5 M(X)
von A-Moduln.
(b) Fiir jedes f € A induziert ¢ einen Isomorphismus von A-Moduln
vp o My = M(D(f)).

(c) Fiir jedes p € Spec(A) induziert ¢ einen Isomorphismus von A,-Moduln

Yo M, = M,.
1. Beweis (vergleiche loc. cit.) Setze fiir U C X offen

MU)={f:U— [[ M, | f erfiillt die Bedingungen (i) und (ii) unten } .
pel
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(i) Es ist f(p) € M,,.

(i) Fiir jedes p € X gibt es eine Umgebung D(g) von p und ein Element o € M, (m €
M,n € No) mit f(q) = J* fir alle g € D(g).

Es folgt leicht, dass man zusammen mit der Einschrinkungsabbildungen eine Garbe erhélt.
Da Ox(U) &hnlich beschrieben werden kann (loc. cit.), sieht man weiter, dass M(U) ein

Ox(U)-Modul ist, und M ein Ox-Modul. Die Eigenschaften (a), (b), (c) zeigt man analog
wie im Beweis von Alg. Geo. I 9.11.

Definition 4.4 Eine Ox-Modulgarbe F auf einem Schema X heifit quasi-kohérent, wenn
es fiir jedes x € X eine affine offene Umgebung U = Spec(A) von z und einen A-Modul M
gibt, so dass

Flo = M

(Isomorphismus von Op-Modulgarben).
Satz 4.5 Sei X ein Schema und F eine quasi-kohérente O x-Modulgarbe. Ist U = Spec(A) C
X ein affines offenes Unterschema, so gibt es einen kanonischen Isomorphismus von Op-

Modulgarben
Flo = M

fiir den A-Modul M = F(U).
Beweis: spiter!

Satz 4.6 Ist X = Spec(A) ein affines Schema, M ein A-Modul und F ein Ox-Modul, so ist
die Abbildung
Homo (M, F) = Homu(M,F(X))
p = px M= M(X) - F(X)

ein Isomorphismus (Hier stehen links die Ox-Modul-Homomorphismen und rechts die A-
Modul-Homomorphismen).

Hierzu benutzen wir:

Lemma 4.7 Sei (X, Ox) ein geringter Raum und seien F, G zwei O x-Modulgarben auf X.
Sei 4 eine Basis der Topologie. Gibt es fiir jedes U € i einen Ox (U)-Modul-Homomorphismus

v F(U) — GU),

und sind fir U,V € U mit V' C U die Diagramme

FU) — GU)
(471) | res | res
FV) — G(V)

kommutativ, so gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus von Ox-Modulgarben
o F — G

mit ¢y = @y fir alle U € L.
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Beweis Fiir eine beliebige offene Menge W C X haben wir ein Diagramm
s — (reswu(s))

FW) —= TII FU)

e, UCw

| [

¢w) —= I G(U)

Ues,lUCW

mit horizontalen Injektionen, da F und G Garben sind und die U € Y mit U C W eine
Uberdeckung von W bilden. Wir behaupten, dass es eine Abbildung ¢y links gibt, die das
Diagramm kommutativ macht. Wegen der Injektivitédt ist diese dann eindeutig bestimmt
und ein Ox (W)-Modul-Homomorphismus.

Fiir Uy, Uy € U mit Uy, Uy € W und jedes Us € U mit Us C Uy N Us gilt aber fir s € F(W):

e (8lvy )|y = wus(slus) = e (8], |
nach (4.7.1), also
PYu, (S’Ul)’UlﬁUz = SOUz(S‘U2)‘U1ﬂU2 )
da die Us € Y mit Uz C U; N U, eine Uberdeckung von Us N Uy bilden und G eine Garbe ist.
Da G eine Garbe ist, gibt es also ein eindeutig bestimmtes ¢t € G(WW) mit
(4.7.2) tly = wu(sly) firalle U € Uy,

und wir definieren ¢y (s) := t. Dann sind die so erhaltenen Abbildungen ¢y vertrdglich mit
Restriktionen fiir W’ C W, und es gilt nach (4.7.2), dass ¢y = ¢y fiir U € 4.

Hiermit Beweis von Satz 4.6: Wir definieren eine Umkehrabbildung. Sei ein A-Modul-
Homomorphismus ¢ : M — F(X) gegeben. Um einen O x-Modulhomomorphismus ¢ : M —
F zu definieren, geniigt es nach 4.7 — da (D(f)) re eine Basis der Topologie von X = Spec(A)
ist — mit Restriktionen vertrigliche Ag-Modulhomomorphismen

vy My = M(D(f)) = F(D(f))

zu definieren. Wir haben aber Homomorphismen von A-Moduln

M—= F(X)

und da F(D(f)) ein Ap-Modul ist, ist die Multiplikation mit f ein Isomorphismus hierauf.
Nach der universellen Eigenschaft der Lokalisierung existiert also genau ein A -Modulhomo-
morphismus ¢y : My — F(D(f)) der

M—" F(X)

canl ires

My "'~ F(D(f))
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kommutativ macht. Wegen der Eindeutigkeit sind diese ¢y mit Restriktionen fiir D(f) 2
D(g) = D(fg) vertraglich. Wir erhalten also ¢ : M — F wie gewiinscht, welches auf 1
abgebildet wird. Weiter ist ¢ eindeutig durch ¢ bestimmt, da die 1)y eindeutig sind.

Beweis von Satz 4.5 Sei X ein Schema, F ein quasi-kohérenter Ox-Modul und U =
Spec(A) ein affines offenes Unterschema von X.

Behauptung: F|y ist quasi-kohérenter Op-Modul.

Beweis: Sei € U. Nach Voraussetzung gibt es eine affine offene Umgebung V' = Spec(B) C
X von z und einen B-Modul N, so dass

(4.5.1) Fly & N
als Oy-Modul. Da U NV eine offene Umgebung von z ist, gibt es ein g € B mit
x € D(g) =Dgp(g) CUNV CV = Spec(B).
Aus (4.5.1) folgt
(4.5.2) Flpg = N, auf D(g) = Spec(B,)
fir den By-Modul N, denn es ist F(D(g)) = N, nach (4.5.1) und 4.3 (b), und fiir h € B

mit D(h) C D(g) gilt

F(D(h)) = Np = (Ng)n,
und dies ist vertraglich mit Restriktionen. Da die D(h) mit h € B und D(h) C D(g) eine
Basis der Topologie fiir D(g) bilden, folgt mit Lemma 4.7 die Isomorphie (4.5.2).

Wir haben also eine affine offene Umgebung D(g) = Spec(B,) C U von z gefunden und den
Bg-Modul N, so dass

(Flo)lpw = Flog = Ny
als Op(y)- Modul. Da z € U beliebig war, folgt die Behauptung.

Fiir Satz 4.5 geniigt also, das Folgende zu zeigen:

Lemma 4.8 Ist X = Spec(A) ein affines Schema und F ein quasi-kohédrenter O x-Modul, so
gibt es einen kanonischen Isomorphismus von Ox-Moduln

fir den A-Modul M = F(X).
Hierzu benutzen wir:

Lemma 4.9 Sei X = Spec(A) ein affines Schema, F ein quasi-kohérenter Ox-Modul und
f e A

(a) Ist s € F(X) und s|ps) = 0, so gibt es ein m € Ny mit f™s =0 in F(X).

(b) Ist t € F(D(f)), so gibt es ein n € Ny und ein s € F(X) mit s|p(s) = L.
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Beweis (Fiir (a) vergleiche auch Ubungsaufgabe 9 (iii)). Nach Voraussetzung gibt es eine
Uberdeckung (U;);e; von X durch affine offene Unterschemata U; = Spec(4;) und A;-Moduln
M;, so dass

als Op,-Modul. Sei x € U;. Dann gibt es ein g € A mit D(g) = Spec(Ay) C U; = Spec(4;).
Sei A; — A, der zugehérige Ringhomomorphismus.

Behauptung: Es gilt F|p) = (M;,)"~ fiir den Ag-Modul M; , = M; ®4, Ay.

Beweis: Fiir jedes h € A; mit Dy, (h) C D(g) folgt aus den Inklusionen
D4, (h) € D(g) € Spec(4)
Dy,(h) = Da,(h') und (A;)n = (Ay)p mit A’ = Bild von h unter 4; — A,. Es folgt dann

F(Da, (W) F(Day(h)) = (M) = M; ®a, (Ai)n,

(M; @4, Ag) ®a ( ) = ( lg)h’
Die Dy, (h) mit Dy, (k) C D(g) bilden eine Basis der Topologie von D(g), und die Isomor-

phismen (4.8.1) sind vertréiglich mit Restriktionen. Mit Lemma 4.7 folgt also die gewiinschte
Isomorphie in der Behauptung.

(4.8.1)

(11l

Wir erhalten also eine Uberdeckung (D(g;))jes von X = Spec(A) mit g; € A und Ay,-
Moduln M; mit 3
Flp,, = M;

Wegen der Quasikompaktheit von X kénnen wir annehmen, dass die Uberdeckung endlich
ist.

(a): Sei s € F(X) und s|p(s) = 0. Sei s; = s|p(y,) € F(D(g;)) = M;. Esist D(g;) N D(f) =
D(g;f) = Spec((Ag, )s) und

Flowp = Mi(D(g;f)) = (M)

Wegen
0= slp;n € (Mj)y
gibt es ein n; € N mit f™s; = 0. Wegen der Endlichkeit von J gibt es also ein n € N mit

f"s|pg,) =0 fiir alle j,
also f"s = 0, da F eine Garbe und (D(g;)) eine Uberdeckung ist.
(b): Sei t € D(f) und
tj = tlognpey) € M)y (G € J).
Damit gibt es s; € M; und ein m € N (wegen der Endlichkeit von J) mit
s’
t; == fir alle 7 € J,
Fm
also ein n € N und s; € M; mit

silp(re) = f; fiir alle j € J.
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Wegen

Si|D(fgi9j) - Sj|D(f9i9j) - fnt|D(fgi9j) - fntJ"D(fgz'gj) = (f"t— fnt)|D(fgz‘9j) =0
fiir alle 7, j gibt es nach (a) ein r € N mit
I"8ilD(gigy) = I"85lD(gi9,) = 0 fiir alle d, 5.

Nach der Garbeneigenschaft gibt es also einen Schnitt s € F(X) mit

S|pegy = ["si fir alle 7,
also mit

slpgy = [t
Damit haben wir Lemma 4.9 bewiesen.
Damit Beweis von Lemma 4.8: Sei F quasi-kompakt auf X = Spec(A). Sei M = F(X)
und .
o: M —F

der Morphismus, der nach Satz 4.6 zu id : M — F(X) assoziiert ist. Fiir jedes f € A folgt
aus Lemma 4.9, dass der Aj-Modul Homomorphismus

vo() + My — F(D(f))

ein Isomorphismus ist: Aus 4.9 (a) folgt die Injektivitét (fir £+ € My mit s € M = F(X)
und @p(p)(77) = 0 gilt s|p¢p) = 0, also f™s = 0 fiir ein m € No, also 77 = 0), und aus 4.9
(b) folgt die Surjektivitat (fiir t € F(D(f)) gibt es ein n € Ny und ein s € F(X) = M mit
slp(p) = ["t; es ist also pp(p)(F7) = 1)

Da die D(f) eine Basis der Topologie bilden, ist ¢ ein Isomorphismus (betrachte z.B. die
Halme), und wie haben 4.9 (und damit 4.5) bewiesen.

Wir notieren noch:
Corollar 4.10 Sei X = Spec(A) ein affines Schema. Fiir A-Moduln M und N ist die

Abbildung o
Homo, (M, N) = Homa(M,N)

(Ubergang zu den globalen Schnitten M = M(X) und N = N(X)) ein Isomorphismus.
Dies folgt aus Satz 4.6 fiir F = N. Aus 4.8 und 4.10 folgt

Corollar 4.11 Fiir ein affines Schema X = Spec(A) sind die Funktoren

quasi-kohérente 5
(Ox-MOduln ) Yhd <A‘M0duln)
F = F(X)
M — M

zueinander quasi-inverse Kategoriendquivalenzen.
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Lemma 4.12 Sei A ein Ring. Eine Sequenz
(4.12.1) My % My B g

von A-Moduln ist genau dann ein Komplex (fa = 0) bzw. exakt (im(a) = ker()), wenn
dies fiir die assoziierte Sequenz

(4.12.2) My S N 2
von (quasi-kohdrenten) Ox-Moduln auf dem affinen Schema X = Spec(A) gilt.

Beweis Die zu (4.12.2) assoziierte Sequenz der Halme bei p € Spec(A) identifiziert sich nach
4.3 (c¢) mit der Sequenz

(4.12.3) (M), % (My), 2 (M),

der Lokalisierungen von (4.12.1) nach p. Nach 3.4 ist also Ba = 0 genau dann, wenn Bpo, =0
fir alle p, und dies bedeutet wiederum fa = 0, da Ms — m(Ms), injektiv ist. Ebenso gilt
im & = ker 3 genau dann, wenn im «, = ker g, fiir alle p € Spec(A), und dies gilt genau
dann wenn (ker 8/im «), = 0 fiir alle p, d.h., wenn im a = ker 3.

Corollar 4.13 Fiir einen Morphismus von A-Moduln
M4SN
und den assoziierten Morphismus ~
MY N
von Ox-Moduln (X = Spec(A)) gilt

kerip = (ker))™, im) = (im )™, coker ) = (coker 1))~

Beweis Nach 4.12 sind mit 7 : M — im 9,7 : im ¢ — N die Sequenzen

0 — (kery)™ -
0 = (my)~ =

(im )~  —0
(coker )~ — 0

!
Zz iz
L=

exakt, wobei ir = ¢ und T = .
Corollar 4.14 Ist X ein Schema und
p: F—G

ein Morphismus von quasi-kohérenten Ox-Moduln, so sind ker ¢, im ¢ und coker ¢ quasi-
kohérent.

Beweis Sei U = Spec(A) C X affin offen. Dann gibt es A-Moduln M und N und einen
Morphismus v : M — N von A-Moduln, so dass man

QD\Ui 7:|U —>ng
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mit ¢ : M — N identifizieren kann. Es ist also (ker )|y = ker ¢|y = ker ) 2 (ker )™ nach
4.13. Also ist ker ¢ quasi-kohérent. Entsprechend folgen die Behauptungen fiir im ¢ und
coker .

Bemerkungen 4.15 Dies bedeutet, dass die quasi-kohérenten Ox-Moduln ebenfalls eine
abelsche Kategorie bilden.
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5 Tensorprodukte, Pushforwards und Pullbacks von
Ox-Moduln

Wir studieren nun, wie sich verschiedene Konstruktionen fiir Moduln — insbesondere Ten-
sorprodukte, Skalarrestriktionen und Skalarerweiterungen — auf Ox-Moduln erweitern.
Definition 5.1 Sei X ein topologischer Raum und R eine Pragarbe von Ringen auf X.

(a) Es ist analog zu 4.1 definiert, was eine R-Modul-Prégarbe auf X ist: eine abelsche
Prégarbe P zusammen mit Abbildungen

R(U) xPWU)—PU)

fiir jedes offene U C X, die P(U) zu einem R(U)-Modul machen und mit Restriktionen
vertriglich sind. Ein Morphismus ¢ : P — P’ von R-Modul-Priagarben ist ein Morphismus
von abelschen Pragarben derart, dass P(U) — P’(U) fiir alle offenen U C X ein R(U)-
Modulhomomorphismus ist.

(b) Das Prigarben-Tensorprodukt P ®% Q von zwei R-Modul-Prigarben P und Q ist die
durch

(Per QW) = PU)@rw) 2AU)
(U C X offen) und die offensichtlichen Restriktionen definierte R-Modul-Prégarbe.

Lemma 5.2 Fiir den Halm bei x € X hat man einen kanonischen Isomorphismus

(5.2.1) (P Q) = P, 3r, Qv

Beweis: Fiir jede offene Umgebung U von z hat man kanonische Abbildungen

PU) @rw) QU) — (P®r Q)e-

Diese induzieren Abbildungen in beide Richtungen (!) von (5.2.1), die zueinander invers sind
(Ubungsaufgabe!).

Definition 5.3 Sei (X, Ox) ein Schema (oder ein geringter Raum). Fiir zwei Ox-Moduln
F und G definiert man ihr Tensorprodukt als

F®oy G = (F®H, G)F

(die assoziierte Garbe zum Pragarben-Tensorprodukt).
Nach dem folgenden Lemma ist dies wieder ein Ox-Modul.

Lemma 5.4 Sei R eine Priagarbe von Ringen.
(a) R* ist in kanonischer Weise eine Ringgarbe.

(b) Ist P eine R-Modul-Prigarbe, so ist Pt in kanonischer Weise eine R*-Modulgarbe.
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(c) Sind P und Q zwei R-Modul-Prégarben, so ist

Pt ogs QF = (Pek Q)T.

Beweis (a) und (b) folgen zum Beispiel aus der expliziten Konstruktion der assoziierten
Garben.

(c): Der offensichtliche Morphismus von Priagarben
PeRQ — P op. @
induziert einen Morphismus von Garben
(Por Q" — (Pter. Q)" (=P ort QF).
Dieser induziert fiir alle x € X einen Isomorphismus
P, Or, Qo — (PT)s &), (Q7)s

und ist also selbst ein Isomorphismus.

Lemma 5.5 Fiir z € X ist kanonisch

(f ®(’)X g)m = fx ®OX,z gx .

Beweis: Dies folgt sofort aus Lemma 5.2 und der Tatsache, dass eine Priagarbe P und ihre
assoziierte Garbe P* dieselben Halme haben.

Bemerkung 5.6 Sei Ox eine Ringgarbe und seien F,G,H drei Ox-Moduln. Um einen
Morphismus

(5.6.1) F®ox9 — H

von Ox-Moduln zu geben, geniigt es, fiir alle offenen U C X Ox (U)-Modulhomomorphismen
(5.6.2) FU)@oxw)G(U) — H(U)

zu geben, die mit den Restriktionen vertriglich sind. Diese definieren namlich

(5.6.3) F®p, G — H,

und die universelle Eigenschaft der assoziierten Garbe ergibt dann (5.6.1). Diese Beschrei-
bung durch die Morphismen (5.6.2) nennt man auch eine “Beschreibung auf den lokalen
Schnitten”.

Bemerkungen 5.7 (a) Es folgt leicht, dass fiir das Tensorprodukt von Prégarben und
Garben “die iiblichen Regeln” gelten. Zum Beispiel gilt fiir Ox-Moduln F,G und H, dass
man folgende kanonische Isomorphismen von Ox-Moduln hat:

(a) FRoy G =2 GRo, F.
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(b) (F®oy G) ®oy H = F ®oy (G ®oy H).
(C F@OX OX = F.

)
(b) Weiter hat man den Begriff einer Ox-Algebra A, und eine solche entspricht einem Mor-
phismus von Ringgarben Ox — A.

(c) Ist A — B ein Morphismus von Ringgarben, so ist B insbesondere ein A-Modul, und fiir
jeden A-Modul F ist F ® 4 B in kanonischer Weise ein B-Modul.

Wir definieren nun eine O x-Modul-Analogon der Hom-Garbe Hom(F, G) fir abelsche Gar-
ben auf X (siche 0.9).

Lemma /Definition 5.8 Sei (X, Ox) ein Schema (oder geringter Raum), und seien F,G
Ox-Moduln. Definiere die Hom-Garbe von Ox-Moduln durch

Home, (F,G)(U) = Homoy (Flu, Glv)

und die offensichtliche Restriktionen. Dies ist eine Ox-Modulgarbe.
Beweis der letzten Behauptung: selbst!

Satz 5.9 (1. Adjunktionssatz) Fiir Ox-Moduln F,G und H hat man einen kanonischen
Isomorphismus von I'(X, Ox)-Moduln

Homoy (F ®oy G,H) = Homo, (F,Homy (G, H)).

Dieser ist funktoriell in F,G und H.

Beweis Zunichst hat man fiir eine Ring-Pragarbe R und R-Modul-Priagarben P, Q und S
einen kanonischen Isomorphismus von R(X)-Moduln

Homg (P ®% Q,8) = Homg(P, Homyz(Q,S)).

wobei Homg genau wie in 4.18 definiert ist.

Dies folgt sofort aus dem entsprechenden Resultat fiir Moduln iiber einem Ring (Alg. Geo.
[ Satz 1.A.7). Die Behauptung von 5.9 folgt durch Anwendung auf Ox, F,G und ‘H und die
universelle Eigenschaft der assoziierten Garbe zu F @4, G.

Proposition 5.10 Sei X = Spec(A) ein affines Schema. Fiir A-Moduln M und N gibt es
einen kanonischen Isomorphismus

M®o, N = (M ®4N)~

Beweis Fiir p € Spec(A) und f € A hat man kanonische Isomorphismen

(5.10.1) My®a, Ny = (M ®4 N),

(5.10.2) M;®a, Ny = (M ®4N)y
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(Ubungsaufgabe!). Nach Konstruktion der Garbe M zu einem A-Modul M erhélt man
hieraus sofort Abbildungen

M(U) @ox@) N(U) — (M @4 N)™(U)

fiir alle offenen U C X, die mit Restriktionen vertréglich sind. Dies liefert den gewiinschten
Morphismus 3 B
M®o, N — (M ®aN)~,

der wegen (5.10.1) Isomorphismen in allen Halmen induziert, also ein Isomorphismus ist.
Corollar 5.11 Sind F und G quasi-kohérente Ox-Moduln, so auch F ®o, G.

Wir kommen nun zur Funktorialitat. Sei
f: X—=Y

ein Morphismus von Schemata (oder geringten Réumen). Ist F ein Ox-Modul , so sieht
man sofort, dass f,F in kanonischer Weise ein f,Ox-Modul ist. Durch den Morphismus von
Ringgarben

fﬁ : OY - f*OX

wird f,JF somit auch in kanonischer Weise zu einem Oy -Modul; explizit haben wir fiir V C Y
offen:

Ox(f=(V)) x F(fH(V) — F(fHV))
[Ox(V) x  fLFV) —  fFFV)
1

Oy (V).

Im Folgenden meinen wir immer diese Oy-Modul-Struktur von f,F.

Proposition 5.12 Sei f : X = Spec(A) — Y = Spec(B) ein Morphismus von affinen
Schemata und B — A der zugehorige Ringhomomorphismus. Ist M ein A-Modul und Mpg
der entsprechende B-Modul (Restriktion der Skalare via B — A), so gilt kanonisch

fM = (Mg)™~.
Beweis: Sei

p: (Mg)” — fu(M)
der Morphismus von Oy-Moduln, der nach Satz 4.6 dem B-Modul-Homomorphismus

idy : Mg — M = M(X) = (f.M)(Y)
entspricht. Fiir ¢ € B und D(g) CY = Spec(B) ist

(fM)(D(9)) = M(f(D(9))) = M(D(g) = My,
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wobei ¢’ das Bild von g unter B — A ist, und nach Konstruktion von ¢ ist das Diagramm

id

Mp (fM)(Y) =M

TGS\L l’!‘@s

MB(D<9)) = (Mp)y, — M(D(Ql)) = Mgy

kommutativ. Nach Definition ist (Mp), = My, und damit ist die untere Abbildung ein
Isomorphismus. Da die D(g) eine Basis der Topologie bilden, ist ¢ ein Isomorphismus.

Wir betrachten nun Pullbacks. Sei weiterhin
f: X—=Y
ein Morphismus von Schemata.

Lemma 5.13 f~'0Oy ist eine Ringgarbe auf X.

Beweis Wir bemerken zunichst, dass f£Oy eine Priagarbe von Ringen auf X ist. Denn fiir
U C X offen und V' C Y offen mit f(U) C V haben wir nach Definition eine Ringstruktur
auf Oy (V), und damit auch auf

fPOY(U) = hglOY(V) )
v

wobei der induktive Limes tiber alle V' C Y offen mit f(U) C V geht. Dies ist wiederum
vertriglich mit Restriktionen in U, und macht so f£Oy zu einer Prigarbe von Ringen. Nach
Lemma 5.4 (a) ist dann die assoziierte Garbe f~'Oy eine Ringgarbe.

5.14 Nun sei G ein Oy-Modul. Dann ist das Urbild f=!G ein f~'Oy-Modul: Zunichst ist
offenbar f7G ein f£Oy-Modul — denn fiir U C X offen und jedes V C Y offen mit f(U) C V
haben wir nach Voraussetzung die Abbildung

Oy (V) xG(V) — G(V),

die G(V') zu einem Oy (V)-Modul macht. Dies ist vertriglich mit Restriktionen, und durch
Ubergang zum induktiven Limes tiber alle solchen V' (offen in Y mit f(f(U) C V) erhalten
wir eine wohldefinierte Abbildung

Froy(U) x f7G(U) — fg(U),

die fPG(U) zu einem fFOy(U)-Modul machen. Dies ist vertriiglich mit Restriktionen in U
und macht fG zu einem fOy-Modul. Nach Lemma 5.4 (b) wird dadurch f~'G = (fFG)"
kanonisch zu einem f~'Oy = (fF'Oy)"-Modul.

5.15 Nach Definition liefert der Morphismus von Schemata f : X — Y einen Morphismus
von Ringgarben

(5.15.1) 0y — f.0x.

66



Weiter gibt der Adjunktionssatz 3.15 einen kanonischen Isomorphismus
(5.15.2) Homgarx)(f 'Oy, Ox) = Homgax)(Oy, f.0x).
Zu (5.15.1) gehort also ein kanonischer Garbenmorphismus

(5.15.3) L0y — Ox.

Lemma 5.16 Dies ist ein Morphismus von Ringgarben auf X.

Beweis Dies folgt sofort aus der Konstruktion im Adjunktionssatz, da f* ein Morphismus
von Ringgarben ist.

Wir kénnen nun dem Oy-Modul G den folgenden Ox-Modul zuordnen.

Lemma/Definition 5.17 Fiir jeden Oy-Modul G setze
G = G &0, Ox.
Dies ist in kanonischer Weise ein Ox-Modul und sei zur Unterscheidung von f~'G auch als
Modul-Urbild (oder -Pullback) bezeichnet.
Die Behauptung folgt aus Bemerkung 5.7 (c).

Satz 5.18 (2. Adjunktionssatz) Fiir jeden Ox-Modul F und jeden Oy-Modul G hat man
einen kanonischen Isomorphismus

(5.18.1) Homo, (f*G,F) = Homo, (G, f.F) .

Dieser ist funktoriell in F und G, d.h., f* ist linksadjungiert zu f..

Beweis: Nach dem Adjunktionssatz 3.15 haben wir einen Isomorphismus, funktoriell in F
und G,
HomGar(X) (filgy f) = HOmGaT(Y) (gu f*f> .

Man sieht leicht an der Konstruktion — und der Adjunktion (5.15.1) — dass dies einen Iso-
morphismus

(5.18.2) Homg0,(f7'G,F) = Homo, (G, }.F)

induziert, wobei links F ein f~1Oy-Modul via f~'Oy — Ox wird. Nach dem folgenden
Lemma ist die linke Seite aber kanonisch und bifunktoriell isomorph zur linken Seite von
(5.18.1).

Lemma 5.19 Sei A — B ein Morphismus von Ringgarben, sei I ein A-Modul und £ ein
B-Modul. Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus

(5.19.1) Homp(K®@4B,L) = Hom (K, Ly)

(wobei rechts £4 bedeutet, dass £ via A — B als A-Modul aufgefasst wird). Die ist funkto-
riell in C und £, d.h., die ‘Skalarerweiterung’ K — I ® 4 B ist linksadjungiert zur ‘Skalar-
restriktion’ £ — L 4.
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Beweis Das analoge Resultat fiir einen Ringhomomorphismus A — B sowie A-Moduln K
und B-Moduln L ist bekannt: Man hat einen kanonischen Isomorphismus

(5192) HomB(K XA B,L) = HO?’)?,A(K,LA)

(siche die universelle Eigenschaft Alg. Geo. I 1.A.9 (b)). Hieraus erhélt man in unserer
Situation sofort eine Adjunktion fiir die Pragarben

(5.19.3) Homp(K®g, L) = Hom(K,L4) .

Wegen K ®4 B = (K @4 B)" erhélt man mit der universellen Eigenschaft der assoziierten
Garbe sofort eine Bijektion der linken Seiten von (5.19.3) und (5.19.1).

Wir studieren nun wieder des affinen Fall.

Proposition 5.20 Sei f: X = Spec(A) — Y = Spec(B) ein Morphismus affiner Schemata,
und sei N ein B-Modul. Dann gibt es eine kanonische Isomorphie von Ox-Moduln

f*N = (N®gA)~.

Beweis Wir haben A = Ox(X) und kanonische Abbildungen
B = Oy(Y) — (f'Oy)(X) (von Ringen)
N = NY) — (fF'N)(X) (von B-Moduln).
Diese geben einen kanonischen Morphismus von B-Moduln
N@p A — (JTIN)(X) @510y 0x) Ox(X) = (f 7N @510, Ox)(X),
der nach Satz 4.6 einen Morphismus
(N®p A)~ — [N @10, Ox = [*N

von Ox-Moduln induziert. Dieser liefert Isomorphismen auf den Halmen: Fir p € X =
Spec(A) mit q = f(p) = ¢ *(p) € Spec(B) (¢ : B — A der zu f gehorige Ringhomomor-
phismus) ist die Halmabbildung der Isomorphismus

(N®g A), - Ny ®p, 4p

nga n a

(fiir n € N,a € A,s € A~ p). Die Umkehrabbildung ist bestimmt durch

Lemma 5.21 (a) Ist j : U — X die Inklusion eines offenen Unterschemas, und ist F ein
Ox-Modul, so ist j7'F = Fl|y = j*F.
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(b) Sind X LY % 7 swei Schema-Morphismen und ist H ein Oz-Modul, so ist kanonisch

(gf) "M = fHg™'H)
(fyH = f(g"H).

Beweis (a): Die erste Behauptung ist einfach (siehe Ubungsaufgabe 17), und hiermit folgt

j*f = j_lf ®j710X OU = f‘U ®OU OU = ./T|U

(b) 1. Beweis: Die Behauptungen kénnen aus der entsprechenden Beziehung (gf)’H =
fF(g"H) fiir eine Priigarbe abgeleitet werden.

2. Beweis: Esist (¢f)« = g« f«. Hieraus folgt nun ganz allgemein eine Isomorphie (g f)* = f*g*
fiir die Linksadjungierten, weil letztere bis auf kanonische Isomorphie eindeutig sind, wenn
sie existieren.

Corollar 5.22 Ist f : X — Y ein Morphismus von Schemata und G ein quasi-kohé&renter
Oy-Modul, so ist f*G quasi-kohérenter O x-Modul.

Beweis Sei + € X und y = f(x) € Y. Dann gibt es eine affine offene Umgebung V' =
Spec(B) C Y von y und einen B-Modul N mit

Gly = N

als Oy-Modul. Ist nun U = Spec(A) C f~!(V) eine affine offene Umgebung von z, so
erhalten wir mit der Einschrankung ' = f|y : U — V von f ein kommutatives Diagramm

A

vel.y
und nach Lemma 5.21
.21(b) 5.20

(FOlo = GG =" ()56 = (f)Glv) = (/)N 2 (N op A)~.

Dies zeigt die Behauptung.
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5.A Direkte Bilder von quasi-kohérenten Ox-Moduln

Wihrend Tensorprodukte und Modul-Urbilder (Pull-backs) von quasi-kohdrenten Moduln wieder quasi-
kohérent sind (Corollar 5.11 und Corollar 5.22), ist dies fiir direkte Bilder (Push-forwards) im Allgemeinen
falsch. Wir werden aber in diesem Abschnitt zeigen, dass es unter verhéltnisméfig schwachen Bedingungen
gilt.

Definition 5.A.1 (a) Ein Morphismus f : X — Y von Schemata heifit quasi-separiert, wenn der Diago-
nalmorphismus
A=(idid): X — X x, X
(charakterisiert dadurch, dass pr; o A =idx und pro o A = idx) quasi-kompakt ist.
(b) Ein Schema X heifit quasi-separiert, wenn der kanonische Morphismus X — Spec(Z) quasi-separiert

ist.

Bemerkungen 5.A.2 (a) Ist X noethersch, so ist jede offene Teilmenge U C X quasi-kompakt (Proposition
2.19). Dann ist also jeder Morphismus f : X — Y quasi-kompakt und quasi-separiert; insbesondere ist X
quasi-separiert.

(b) Jeder Morphismus f : Spec(A) — Spec(B) von affinen Schemata ist quasi-kompakt. Denn jede quasi-
kompakte offene Menge V' C Spec(B) ist endliche Vereinigung von Standard-offenen Mengen D(g1), ..., D(gn)
mit g; € B, und ist f; das Bild von g; unter B — A, so ist f~1(D(g;)) = D(f;) C Spec(A) ein affines Schema,
also quasi-kompakt.

(c) Es folgt, dass jedes affine Schema quasi-separiert ist. Denn fiir X = Spec(A) ist
X X Spec(z) X = Spec(A®z A),

also affin.

Lemma 5.A.3 Sei f: X — Y ein Morphismus und seien U,V C X offen. Dann ist U NV das Urbild von
U xy V C X xy X unter
A X - XxyX.

Beweis Im kommutativen Diagramm

Uxy Ve——s X xy V
AN
J2 \\

Uxy X2e X xy X |pr

| /

UV——X
ist nach Lemma 1.10
Uxy V= (pr}) " (U) =j3 (pri ' (U) = ja ' (U xy X) = (U xy X)N(X xy V),
und es ist offenbar A~H(U xy X) =U und AN (X xy V) =V.

Corollar 5.A.4 Sei X quasi-separiert und seien U,V C X zwei quasi-kompakte offene Teilmengen. Dann
ist auch U NV quasi-kompakt.

Beweis Da U und V jeweils endliche Vereinigung von affinen offenen Teilmengen sind, seien ohne Ein-
schrinkung U und V affin. Dann ist U xz V := U Xgpec(z) V wieder affin, also quasi-kompakt, also gilt dies
auch fiir U NV, denn dies ist nach 5.A.3 Urbild von U xz V unter dem Morphismus

A:X — XxzX,
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der nach Voraussetzung quasi-kompakt ist.

Proposition 5.A.5 Sei X ein quasi-kompaktes und quasi-separiertes Schema. Fiir jeden quasi-kohérenten
Ox-Modul und jedes f € Ox(X) ist dann der kanonische Morphismus

72 F(X)p = F(X) xoxx) Ox(X)y — F(X(f))

ein Isomorphismus.

Beweis Da X quasi-kompakt ist, gibt es eine endliche affine offene Uberdeckung (U;)sc; von X. Sei V; =
X(f)NU; = Dy,(flu,)- Da F eine Garbe ist, erhalten wir ein kommutatives Diagramm

00— F(X(f)) ——a&:F (V) @i, F(ViNVy)
TV ZT"/Z T'yg

mit exakten Zeilen (Fiir die untere Zeile beachte man, dass die Lokalisierung nach f ein exakter Funktor ist,
siehe Alg. Geo. I, 3.A.10). Da F quasi-kohérent ist und U; affin, gilt

]_‘

U = ‘F(UZ)N )
also ist s ein Isomorphismus. Hieraus folgt die Injektivitdt von ~.

Da X quasi-separiert ist, sind nach 5.A.4 auch alle U; N U; quasi-kompakt; nach dem eben Bewiesenen ist
also auch ~3 injektiv. Zusammen mit der Bijektivitéit von 5 folgt nun leicht die Surjektivitéat von v aus einer
Diagrammjagd.

Satz 5.A.6 Sei f : X — Y ein quasi-kompakter und quasi-separierter Morphismus von Schemata. Fiir jeden
quasi-koh#renten Ox-Modul F auf X ist dann f,F wieder quasi-kohérent.

Beweis Sei V C Y affin offen. Wir haben zu zeigen, dass f.F|y & M fir M = (f.F)(V). Ist U = f~1(V)
und
foU SV

der induzierte Morphismus, so ist offenbar
(fP)v = fu(Flv),
und f’ ist wieder quasi-kompakt (klar) und quasi-separiert, da
Ay : U —- UxyU
die Einschrinkung von A : X — X Xy X ist, also wieder quasi-kompakt.

Wir konnen also annehmen, dass Y = Spec(B) affin ist. Dann ist X quasi-kompakt und quasi-separiert: Die
erste Aussage ist klar. Fiir die zweite sei (U;);¢r eine affine offene Uberdeckung von X. Dann ist (U; xzUj); 5
eine affine offene Uberdeckung von X x7 X, und es geniigt zu zeigen, dass fiir

A21X—>X><ZX

und beliebige ¢,j die Menge A, I(Ui xz U;) quasi-kompakt ist. Aber nach Lemma 5.A.3 ist diese Menge
gleich U; N U; und auch wieder gleich AYU; xy U,), welches nach Voraussetzung an A quasi-kompakt ist.

Sei g € Oy (Y) und f € Ox(X) das Bild von g. Nach Proposition 5.A.5 erhalten wir Isomorphismen
(fF)(D(g)) = F(f7H(D(g))) = F(X(f)) = F(X); = (F(X)n)g-

Dies gilt fiir alle g und ist mit Restriktionen vertriglich, mit Lemma 4.7 erhalten wir aber einen Isomorphis-
mus

fF = (F(X)B)~

und damit die Quasi-Kohéirenz von f.F.
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6 Abgeschlossene Unterschemata

In diesem Abschnitt definieren wir, was abgeschlossene Unterschemata eines Schemas X
sind, und zeigen, dass diese in Bijektion zu den quasi-kohérenten Idealgarben J C Ox
stehen. Allgemeiner definieren wir:

Definition 6.1 Ein Morphismus i : ¥ — X von Schemata heifit abgeschlossene Immer-
sion, wenn gilt:

(i) ¢(Y) ist abgeschlossen in X.

(i) Die stetige Abbildung i : Y — i(Y) ist ein Homdomorphismus.

(iii) Der Morphismus von Ringgarben Oy — i,Oy ist ein Epimorphismus.

Eine abgeschlossene Immersion ¢ : Y — X heifit abgeschlossenes Unterschema, wenn Y
eine abgeschlossene Teilmenge von X ist und ¢ : Y — X die Inklusion.

Beispiel 6.2 Sei A ein Ring und a C A ein Ideal. Der Ringhomomorphismus ¢ : A — A/a
induziert einen Schemahomomorphismus

i =14 : Y =Spec(A/a) — Spec(4A) = X .
Dieser ist eine abgeschlossene Immersion:
Die unterliegende stetige Abbildung ist Spec(¢) und hat eine Faktorisierung

(6.2.1) Spec(A/a) % V(a) < Spec(A)

mit der Inklusion v und dem Homo6omorphismus « zwischen Spec(A/a) und der abgeschlos-
senen Teilmenge V' (a) C Spec(A). Der Morphismus

OSpec(A) = A - Z.>i<(98pec(A/a) = Z*A/Cl

entspricht mittels der Isomorphie i*% = ;1\//a aus Proposition 5.12 (wobei rechts A/a als
A-Algebra aufgefasst wird) dem offensichtlichen Morphismus

A — Afa

von Ox-Algebren. Dieser ist aber ein Epimorphismus, da A — A/a surjektiv ist (vergleiche
Corollar 4.13).

Insbesondere wird so V(a) in kanonischer Weise zu einem abgeschlossenen Unterschema,
némlich mit der Strukturgarbe Oy (a) = .Ogspec(a/a), 50 dass (V(a), Oy (q)) via a zu Spec(A/a)
isomorph ist. Wir werden sehen, dass jedes abgeschlossene Unterschema von Spec(A) von
dieser Form ist (Corollar...).

Definition 6.3 Ein Morphismus f : X — Y von Schemata heifit affin, wenn fiir jede affine
offene Teilmenge V' C Y das Urbild f~(V) C X wieder ein affines Schema ist.

Proposition 6.4 Jede abgeschlossene Immersion 7 : Y — X ist ein affiner Morphismus.
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Beweis Sei U = Spec(A) C X affin offen und V' = ¢7}(U). Dann ist der induzierte Mor-
phismus V' — U wieder eine abgeschlossene Immersion. Wir konnen also annehmen, dass
X = Spec(A) affin ist und haben zu zeigen, dass Y affin ist. Weiter kénnen wir durch
die Identifizierung von Y mit i(Y) annehmen, dass ¥ C X ein abgeschlossenes Untersche-
ma ist. Sei W = Spec(C') C Y affin offen. Da Y die Relativtopologie trégt, lasst sich W
durch offene Mengen der Form D(f;) N'Y mit f; € A iiberdecken. Seien g; € I'(Y, Oy) und
h; € T(W,Oy) = C die Bilder von f; unter

A — I'(Y,0y) — I'(W,Ow),

SO ist
D(fi)nY = Y(g:) = D(f;) "W = D(h;),

also affin. Hierbei sei
(6.4.1) Y(gi) ={y €Y | (g1)y & mg}

(siehe Alg. Geo. I, Lemma 10.2, dort mit X; bezeichnet). Durch Hinzunahme von Mengen
D(f;) € X \Y erhalten wir eine Uberdeckung von X. Dann gilt < f;, f; >= A, also auch
< ¢i,9; >=T'(Y,Oy) mit ¢g; = Bild von f; in I'(Y, Oy) (die 1 wird dargestellt). Wegen der
Quasikompaktheit von X = Spec(A) kionnen wir weiter annehmen, dass die Uberdeckung
endlich ist. Hieraus folgt, dass Y affin ist (Ubungsaufgabe 25).

Sei nun i : Y — X eine abgeschlossene Immersion. Dann ist offenbar
J = ker(Ox — i,Oy)

eine Idealgarbe in Ox (oder auf X), d.h., ein Ox-Untermodul von Ox (d.h., fiir jedes
offene U C X ist J(U) C Ox(U) ein Ideal).

Lemma 6.5 J ist quasi-kohé&rent.

Beweis Es geniigt, zu zeigen, dass i,Oy quasi-kohérent ist. Dann ist .JJ nach Corollar 4.14
quasi-kohérent.

Ist nun U = Spec(A) C X affin offen, so ist nach Proposition 6.4 V = i~}(U) = Spec(B)
affin. Mit dem induzierten Morphismus ¢’ : V' = Spec(B) — Spec(A) = U ist dann

(i.0y)|y = L0y = i.B = By
nach Proposition 5.12. Dies zeigt die Quasi-Kohérenz von i,Oy .
Umgekehrt gilt:

Satz 6.6 Sei X ein Schema und J C Ox eine quasi-kohédrente Idealgarbe. Dann gibt es ein
abgeschlossenes Unterschema ¢ : V' «— X mit

J = ker(i* : Ox — i,.0y).

V ist bis auf kanonische Isomorphie eindeutig und wird auch mit V' (J) bezeichnet.
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Vorbemerkung 6.7 (a) Sei f: X — Y eine stetige Abbildung topologischer Raume, sei F
eine Garbe auf X und G eine Garbe auf Y. Aus dem Adjunktionsisomorphimus

(6.7.1) HomGar(X)(f_lg,]:) = Homgavy(G, [+F)

erhélt man kanonische Garbenmorphismen

(6.7.2) ad=adg:G — f.f7'G

(6.7.3) Ad = Adr: f ' f.F— F,

die sogenannten Adjunktionsmorphismen, die funktoriell in G bzw. F sind. Fir (6.7.2)
betrachte man ndmlich 7 = f~'G und das Bild von id ;-1 unter (6.7.1). Fiir (6.7.3) betrachte
G = f.F und das Urbild von idy,g unter (6.7.1). Es folgt dann aus der Funktorialitidt von
(6.7.1), dass (6.7.1) einen Morphismus

a: f'G—F

auf den Morphismus
G4 16 Y pF

abbildet. Umgekehrt ist das Urbild von

66— LF
unter (6.7.1) gleich

g i A E

Dies sind allgemeine Tatsachen fiir eine Adjunktion; sieche den Anhang 3.A.

In unserer Situation folgt aus der Konstruktion von (3.7.1) (siehe Satz 3.15), dass ad durch
die folgenden Abbildungen fiir V' C Y offen gegeben ist:

G(V) = (fS7ONV) = (O HV)) = (FO(V)).

Hierbei ist die erste Abbildung die kanonische in den induktiven Limes, der fFG(f~1(V))
definiert, und die zweite Abbildung kommt von dem Morphismus f°G — (fFG)* = f~1G.

Entsprechend haben wir fiir U C X offen und V C Y offen mit f(U) C V Abbildungen
(LF)V) = F(f7HV)) — F(U)
und durch induktiven Limes iiber alle solchen V'
(f"fF(U) — F(U),

also fPf.F — F,also [ f.F = (fPf.F)r — F.

(b) Entsprechend erhalten wir fiir einen Morphismus f : X — Y von Schemata (oder gering-
ten Rédumen), fiir einen Ox-Modul F und einen Oy-Modul G Adjunktionsmorphismen

(6.7.4) ad: G — f.f*G (von Oy-Moduln)
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(6.7.5) Ad: f*f.F - F (von Ox-Moduln)
die funktoriell in G bzw. F sind.

Beweis von Satz 6.6 Sei X ein Schema und J C Oy eine quasi-kohérente Idealgarbe.

1) Als topologischer Raum sei

V=V({J) = {ze€X|J,#0Ox.}
= {zx € X | fiir alle lokalen Schnitte f von J bei z ist f(x) # 0}

der Trager von Oy /J bzw. der Verschwindungsort der Schnitte in J. Beachte: Esist (Ox/J).
= Ox/Jz, und f(z) ist das Bild von f in k(z) = Ox,/m,; dann ist J, # Ox, genau dann,

wenn J, C m,.

Dann ist V' abgeschlossen in X, denn es ist V' = supp(1), der Triiger des Einschnitts 1 €
Ox/J, und dieser ist abgeschlossen (Alg. Geo. I, Ubungsblatt 12, Aufgabe 4 (ii)) (Oder man
zeigt direkt, dass X \ V offen ist).

2) Sei i : V < X die Inklusion. Dann ist V(J) = (V,i7'(Ox/J)) ein lokal geringter Raum,
und wir haben einen Morphismus von Garben

it Ox — Ox/J 2 i Y (O0x/J]) =40y .

Hierbei ist ad ein Isomorphismus, denn fiir x € X gilt: Ist € X \\ V, so ist nach Definition
(Ox/J)x = 0, aber es gilt auch (i.F)x = 0 fiir jede Garbe F auf V', wie man sofort sieht. Fiir
z € V gilt andererseits (i,F), = F, und damit (i,i ' (Ox/J)). = (Ox/J)s, und man sieht
leicht an der expliziten Beschreibung in 6.7, dass ad einen Isomorphismus in den Halmen bei
x induziert.

Wir erhalten also einen Morphismus lokal geringter Rédume i : (V,Oy) — (X, Ox), wobei
Z'I:1 . O X — ’L*OV
ein Epimorphismus ist. Es bleibt also zu zeigen:

3) (V,Oy) ist ein Schema.

Indem wir affine offene Mengen in X betrachten, konnen wir annehmen, dass X = Spec(A)
affin ist. Dann gibt es wegen der Quasi-Kohérenz von J ein Ideal a C A mit J = a. Es ist
dann

V(J) = {zeX|J, Cm,}
= {p € Spec(4) | a, C pAp}
= {p €Spec(4) |[aCp}=V(a).

Andererseits liefert der Ringhomomorphismus ¢ : A — A/a eine abgeschlossene Immersion
i 'Y = Spec(A/a) — Spec(4) =X

mit zugehoriger Idealgarbe a = J. Nach dem folgenden Lemma ist dann V' (J) isomorph zu
Spec(A/a), also ein affines Schema.

Lemma 6.8 Ist i : Y — X eine abgeschlossene Immersion, und ist J die zugehorige Ide-
algarbe, so faktorisiert ¢ kanonisch als




wobei « ein Isomorphismus und ¢ der kanonische Morphismus ist.

Beweis Wir haben eine exakte Sequenz

(6.8.1) O—>J—>(’)Xiﬁ>i*0y—>0.
Sei y € Y und =z = i(y) € X. Dann haben wir eine exakte Sequenz
0— J, — Ox,y — (1.0y), = Oy,y — 0,

so dass J, # Ox; es ist also i(Y) C V(J). Ist umgekehrt z € X N i(Y), so ist (i,O0y ), =0
und daher x ¢ V' (J). Es folgt
iW(Y)=V(J)

als abgeschlossene Teilmenge, und die stetige Abbildung i faktorisiert als

i Y2 V() s x

mit einem Homoomorphismus « und der Inklusion #’. Die exakte Sequenz (6.8.1) induziert
also einen Isomorphismus

ﬁ . Ox/J:)Z*Oy:Z;Oé*OY

Nach dem folgenden Lemma erhalten wir hieraus einen Isomorphismus

-1
Vi Ovy = ()10x )T O ()1 0,0y Al 0,0y

Dies liefert einen Isomorphismus lokal geringter Radume

(Y, Oy) —== (V(J),a:0y) —= (V(J), Ov(s))
dessen Komposition mit ¢ : V(J) — X gleich 7 ist, wie aus dem folgenden kommutativen
Diagramm folgt (fiir die Kommutativitdt siehe die in 3.A bewiesenen Eigenschaften von

Adjunktionen)

(i")*

(i’)*(Z’) C9x/J

i;Oé*Oy

Lemma 6.9 Ist T" ein topologischer Raum und ¢ : Z < 7' die Inklusion einer abgeschlossenen
Teilmenge, so ist fiir jede Garbe F auf Z der Adjunktionsmorphismus

Ad: i Y. F — F

ein Isomorphismus.
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Beweis Ubungsaufgabe!
4) Die Eindeutigkeit von V' (.J) folgt mit Lemma 6.8.
Abschlielend zeigen wir noch:

Satz 6.10 Sei X ein Schema und Y C X eine abgeschlossene Teilmenge. Dann gibt es eine
quasi-kohérente Idealgarbe J C Ox mit V(J) =Y (als Menge). Im Allgemeinen ist J nicht
eindeutig bestimmt, aber es gibt genau eine quasi-kohérente Idealgarbe Jy C Oy, fiir die
das Schema V' (Jy) reduziert ist und Y = V' (Jy) als topologischer Raum. Wir nennen diese
Schemastruktur V' (Jy ) auf Y die reduzierte Unterschemastruktur.

Beweis Definiere Jy durch
Jy(U)={s€Ox(U)|s(x)=0 firallexeY NU}

fur alle offenen U C X (s(z) das Bild von s unter Ox(U) — Ox, — k(x)). Offenbar ist
Jy eine Ox-Untergarbe von Ox. Wir nennen Jy auch das Verschwindungsideal von Y
(Idealgarben in Ox werden auch einfach Ideale in Oy oder Ox-Ideale genannt).

Jy ist quasi-kohérent: Ist U = Spec(A) C X affin offen, so ist Y N U abgeschlossen in U,
also gleich V'(a) fiir ein Ideal a C A. Fiir f € A ist

Jy(D(f)) = {fin €cAs|acy firalle pe D(f)NV(a)}
= {fx€4ylacy firale peV(a)}
= (V).

Hier gilt die zweite Gleichheit, weil durch Erweitern mit f ohne Einschrankung auch a € p

fiir alle p € V(f) gilt, und die zweite Gleichheit, weil v/a = () p. Dies zeigt, dass
peV(a)

Jylv = Va
ist, also die Quasi-Kohérenz von Jy. Weiter gilt V(Jy) =Y Es ist

V(Jy)NU = V(y/a) (Beweis von Satz 6.6, Teil 3))
= V(a)=YnNU.

Weiter ist V' (Jy) reduziert, da V(Jy) N U = Spec(A/+/a) als Schema; dies ist reduziert. Ist
schlieBlich V' (Jy) = V(J) als Menge fiir eine weitere quasi-kohérente Idealgarbe J C Oy, so
ist V(J) N U = Spec(A/b) fiir das Ideal b € A mit .J|y = b, und wegen V(a) = V/(b) muss
geltenv/b = v/a. Dabei ist Spec(A/b) genau dann reduziert, wenn b = v/b.

Definition 6.11 Sei S ein Schema. Ein S-Schema X heifit projektiv, wenn der Struktur-
morphismus f : X — S eine Faktorisierung

Xty

NS
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besitzt, wobei ¢ eine abgeschlossene Immersion und p der kanonische Morphismus ist. Ein
quasi-projektives S-Schema ist ein offenes Unterschema eines projektiven S-Schemas.

Bemerkung: Wir werden noch sehen, dass dies dquivalent zur Definition in Alg. Geo. I, 10.19
ist. Grothendieck gibt noch eine andere Definition, die bei einem noetherschen Schema S
mit unserer Definition dquivalent ist.

Zur Ergdnzung:

Lemma/Definition 6.12 Ein Morphismus j : W — X von Schemata heifit offene Im-
mersion, wenn gilt:

(i) j(W) ist offen in X.

(i) j induziert einen Homéomorphismus W = j(W).

(iii) Fiir y € W und z = j(y) ist Ox . — Ow, ein Isomorphismus.
Der Morphismus j faktorisiert dann als

-/

g W2 j(W) =X,

wobei « ein Isomorphismus ist (mit unterliegender stetiger Abbildung « aus (ii)) und 5’ der
kanonische Morphismus fiir das offene Unterschema j(1V).

Die Behauptung folgt aus der Tatsache, dass die Einschrinkung von j* : Ox — 5,0 auf
j(W) einen Isomorphismus O;w) — a,Ow induziert.
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7 Divisoren und invertierbare Moduln

Ziel dieses Abschnitts ist, die folgenden Objekte, Gruppen und Homomorphismen zu verste-
hen:

invertierbare Moduln Cartier-Divisoren Weil-Divisoren
Pic(X) & CaCl(X) L CH\(X)
Picard-Gruppe Cartier-Klassengruppe Chowgruppe

Wir beginnen mit den invertierbaren Moduln

Definition 7.1 Sei X ein Schema (oder ein geringter Raum) und F ein Ox-Modul.

(a) F heifit frei, wenn F = Oﬁ? = @ Ox fiir eine Menge I ist, die Méchtigkeit |I| von [
il

heifit dann der Rang von F, Bezeichnung rg(F).

(b) F heifit lokal frei, wenn jedes x € X eine offene Umgebung U besitzt, so dass F|y freier
Oy-Modul ist; der Rang von F|y heifit dann der lokale Rang von F bei x, rg,(F). Ist dieser
Rang derselbe fiir alle x € X, so heifit er der Rang von F.

(c) F heiBt invertierbarer Ox-Modul, wenn F lokal frei vom Rang 1 ist.

Bemerkung 7.2 (a) Ist F lokal frei, so ist fiir jedes x € X der Halm F, ein freier Ox ,-
Modul vom Rang rg,(F). Die Abbildung = — rg,(F) ist lokal konstant, also konstant, wenn
X zusammenhédngend ist.

(b) Ist X ein Schema, so ist jeder lokal freie O x-Modul quasi-kohérent (vergleiche Ubungsaufgabe
22).

Definition 7.3 Fiir einen Ox-Modul F heifit
F' = Homy (F,0Ox)
das Dual von F oder der zu F duale Modul.

Lemma 7.4 Fiir Ox-Moduln £ und F gibt es einen kanonischen, funktoriellen Ox-Modul-
Homomorphismus

(7.4.1) £ ®oy F = Homy (£,0x) ®oy F — Homey, (E,F).

Dieser ist ein Isomorphismus, wenn &£ oder F lokal frei von endlichem Rang ist.

Beweis Auf den lokalen Schnitten wird dieser Morphismus durch die Zuordnung
f@s o (t f(1)-s)

gegeben. Die letzte Behauptung ist eine lokale Frage; wir kénnen also annehmen, dass £ =
O% oder F = O% ist. Aber fiir jeden Ox-Modul G ist Hom, (O%,G) kanonisch isomorph
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zu G" und Homg,, (G,0%) zu (GY)™, und so geniigt es, den Fall £ = Ox oder F = Ox zu
betrachten. Der erste Fall folgt nun aus dem kanonischen Isomorphismus

(7.4.2) Ox = Homg, (Ox,0x) , s+ Multiplikation mit s

(der aus der Isomorphie A = Homa(A, A) fiir alle Ringe A folgt), und der zweite Fall ist
klar.

Corollar 7.5 Ist £ lokal frei vom Rang 1, so gilt dies auch fiir £Y, und man hat einen
kanonischen Isomorphismus

(7.5.1) L'Y®L = Ox.

Beweis Die erste Aussage ist lokal und folgt daher aus (7.4.2). Fiir die zweite Aussage geniigt
es wegen 7.4, einen kanonischen Isomorphismus

(7.5.2) Ox — Homy (L, L)

zu konstruieren. Wir nehmen hierfiir den Morphismus, der fiir offenes U C X einen Schnitt
s € Ox(U) auf die “Multiplikation mit s” abbildet

(7.5.3) Lly = Ly,

der fiir V' C U offen die Abbildung von Ox(V)-Moduln £(V') — L(V) ist, die durch Multi-
plikation mit s|y gegeben ist. Dass (7.5.2) dann ein Isomorphismus ist, ist eine lokale Frage
und folgt daher aus (7.4.2).

Dieses Resultat rechtfertigt die Bezeichnung “invertierbarer Ox-Modul”.

Lemma/Definition 7.6 Fiir ein Schema X (oder einen geringten Raum) sei
Pic(X)

die Menge der Isomorphieklassen [£] von invertierbaren O x-Moduln. Dies wird eine abelsche
Gruppe durch die Verkniipfung

L]+ L] = [La L]
und heiit die Picardgruppe von X.

Beweis der Gruppeneigenschaften: Assoziativitdt und Kommutativitét folgen aus 5.7 (a)
und (b), nach 5.7 (c) ist [Ox]| das neutrale Element, und nach 7.5 ist [£Y] das Inverse von
£].

Lemma 7.7 Fiir jeden Morphismus f : X — Y von Schemata (oder geringten Radumen)
haben wir einen Gruppenhomomorphismus

f* : Pic(Y) — Pic(X)
L] — L]
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Hierdurch wird Pic zu einem kontravarianten Funktor

(Geringte Raume) — Ab = (abelsche Gruppen)
X — Pic(X).

Beweis Die erste Aussage folgt aus der Isomorphie

(7.7.1) [ (G®o, G') = f'GRo, [*G

fiir beliebige (nicht notwendig invertierbare) Oy Moduln G und G'. (Beweis: Ubungsaufgabe!)

Die zweite Aussage folgt aus der Isomorphie

(7.7.3) (9f)”H = f'dH

fiir Morphismen X L. v % 7 und einen O5-Modul H (siche 5.21 (b)).
Wir kommen nun zu Cartier-Divisoren.

Definition 7.8 Sei X ein Schema.
(a) Fiir U C X offen sei

Tyeo(U,Ox) = {f € T(U,0x) | ker(Oy -5 Oy) = 0}

die (multiplikative) Menge der reguliren Schnitte von O iiber U.

(b) Die Garbe Kx der meromorphen Funktionen auf X ist die Garbe assoziiert zur
Priagarbe K mit
KZX(U) = Freg(Ua OX>_1F(U7 OX)

und den von Oy induzierten Restriktionen.

(c) Sei
1 OX — ’CX

der kanonische Monomorphismus (!) von Ringgarben.

Beispiel 7.9 (a) Fiir f € I'(U, Ox) gilt per Definition: f ist reguldr (also in T, (U, Ox))
genau dann, wenn f, Nicht-Nullteiler in Oy, fiir alle z € U.

(b) Fir U = Spec(A) C X affin offen ist I',.,(U, Ox) die Menge der Nicht-Nullteiler in
I(U,Ox) = A, denn es ist A ENY| genau dann ein Monomorphismus, wenn A Ny injektiv
ist. Ist A integer, so ist I',,(U, Ox) = A\ {0}.

Definition 7.10 (a) Ein Schema X heifit integer, wenn X irreduzibel und reduziert ist.
(b) Ein Schema heifit lokal integer, wenn jeder Punkt x € X eine offene Umgebung U besitzt,

die integer ist.

Lemma 7.11 Es ist dquivalent

(i) X ist integer.
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(i) Fiir alle offenen U C X ist Ox(U) integer.
(iii) Fiir alle affinen offenen U C X ist Ox(U) integer.

Beweis Ubungsaufgabe.

Lemma 7.12 Sei X ein integres Schema, und sei 1 der (eindeutig bestimmte!) generische
Punkt. Dann ist Ox, ein Kérper und heifit der Funktionenkdrper von X, Bezeichnung
K(X). Fiir jede nicht-leere affine offene Menge U C X liefert der Ringhomomorphismus
Ox(U) — Ox,, einen Isomorphismus

(7.12.1) Quot(Ox(U)) = K(X).

Insbesondere ist die Garbe Kx isomorph zur konstanten Garbe K (X)) assoziiert zu K (X).

Beweis Als irreduzibles Schema besitzt X genau einen generischen Punkt 7, und dieser ist
in jeder nicht-leeren offenen Teilmenge U enthalten. Ist U C X offen nicht leer, so liegt 1 in
U und wir haben einen kanonischen Ringmonomorphismus

(7122) ap Freg(U> Ox)ilr(U, O)(> — OX,n = K(X) .
Dies ist vertrdglich mit Restriktionen und definiert einen Morphismus von Ring-Pragarben
(7.12.3) a: Ky - K(X),

wobei die konstante Garbe K (X) explizit durch

gegeben ist (vergleiche Alg. Geo. I, Lemma 3.8).

Ist U = Spec(A) affin (nicht-leer), so ist auch U irreduzibel und hat also nur ein minimales
Primideal B, und dieses ist gleich 7, so dass Ay — Ox,. Ist A integer, so ist P = {0} und
A = Quot(A), so dass (7.12.2) ein Isomorphismus ist. Da die affinen offenen U eine Basis
der Topologie bilden, induziert also (7.12.3) einen Isomorphismus Kx — K(X).
Bemerkung 7.13 Der Morphismus «ay in (7.12.2) ist im Allgemeinen kein Isomorphismus.
Zum Beispiel ist fiir den projektiven Raum P} iiber einem Korper I'(P}, Ox) = k = Quot(k),
aber K (P}) = k[Xo, ..., Xu]qop = k(%, ce )XLZ) # k fiir n # 0.

Lemma/Definition 7.14 Fiir einen topologischen Raum 7" und eine Prégarbe von Ringen
A auf T bezeichne A* die Pragarbe der invertierbaren Elemente in A, definiert durch

A*(U) = A(U)* = Gruppe der Einheiten im Ring A(U)

mit den von A induzierten Restriktionen. Dies ist eine Prigarbe von abelschen Gruppen. Ist
A eine Garbe, so ist auch A* eine Garbe.

Die Behauptungen sind offensichtlich. Sei nun X ein Schema. Dann haben wir eine Einbet-
tung O — K%.
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Definition 7.15 (a) Ein Cartier-Divisor auf X ist ein Element von

Div(X) = D(X,K%/0%).

(b) Ein Cartier-Divisor heiit prinzipal oder Hauptdivisor, wenn er im Bild des Homo-
morphismus

X, k%) — T(X,KX/0%)
liegt.

(c) Die Gruppe
CaCl(X) = Div(X)/{Hauptdivisoren}

heifit die Cartier-Klassengruppe von X.

Erlduterung 7.16 Sei D € I'(X, K% /Oy) ein Cartier-Divisor. Da K% /Ox ein Quotient von
K% ist, gibt es nach Satz 3.17 (b) eine offene Uberdeckung (U;);c; von X und Elemente

(7.16.1) fi € K(U;)*  (“meromorphe Funktoren auf U;”),

die auf D|y, abgebildet werden. Wegen der exakten Sequenzen

fi Dy,

0 —— Ox(U;)* Kx(Us)" (Kx/0x)(U;)

| | |

0—=0x(UiNU;) —=Kx (Ui NU;)* — (K5 /OX)(U; N U;)

gilt
(7.16.2) fi|UiﬁUj(fj|UiﬂU7-)_1 € Ox(UinU;)* .

Umgekehrt liefert jede solche Familie (f;) einen Cartier-Divisor. Wir sagen, dass D von (f;)ies
bzw. (U, fi)ier reprasentiert wird.

Ist (g;) eine weitere solche Familie fiir dieselbe Uberdeckung (U;), so reprisentiert sie den-
selben Cartier-Divisor genau dann, wenn fig; ' € I'(U;, Ox)*. Fiir eine zweite Uberdeckung
(V;) erhdlt man ein analoges Resultat, indem man die Verfeinerung (U; N V;) betrachtet.

Beispiele 7.17 Ist X integer, so wird also ein Cartier-Divisor durch eine Familie f; € K(X)*
gegeben, wobei es eine Uberdeckung U; # () von X gibt mit fifj_1 eI'(U;nU;,0x) C K(X)
fiir alle 7, j (denn dann ist (fl-fj_l)_1 = f;f7' € T(U;nU;, Ox) und damit fifj_l invertierbar
in F(Uz N Uj, Ox))

Definition 7.18 Fiir D € Div(X), reprasentiert durch (U, fi)icr, sei Ox(D) (manche Au-
toren schreiben £(D)) die Ox-Untergarbe von Ky, die iiber U; von f; ! erzeugt wird.

Proposition 7.19 (a) Ox (D) ist wohldefiniert und eine invertierbare Untergarbe von Kx
(Letztere nennt man auch gebrochene Ideale auf X).
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(b) Umgekehrt ist jede invertierbare Untergarbe von Ky von dieser Gestalt.

(c) Es ist Ox (D1 + Dy) & Ox(D;) ® Ox(Ds) und Ox(—D) =2 Ox (D)™ (Die Verkniipfung
von Cartier-Divisoren wird {iblicherweise additiv geschrieben; und fiir eine invertierbare Gar-

be L sei L7 := LV das Dual).

(d) Es ist Ox(D;) = Ox(D3) (abstrakter Isomorphismus) genau dann, wenn D; — D, ein
Hauptdivisor ist (hierfiir schreibt man auch Dy ~ D, und sagt, D; ist rational dquivalent zu
D,). Die Zuordnung D +— Ox(D) induziert also einen injektiven Homomorphismus

(7.19.1) CaCl(X) < Pic(X)

Beweis (a) Nach Definition ist

(7.19.2) Ox(D)lv, = Ov, - i € Kxju, = K, ,

und wegen f;f; " vinu; € D(UiNU;, Opau, )™ st Ou, fi! vinu; = Ov,nu; i vinv; = Ov,nu; -
fit v,nu; = Ov, fj’1 vinu;» d-h., so wird tatséchlich eine Untergarbe von Kx definiert. Ebenso
sieht man, dass O(D) nicht von dem Représentaten abhéngt: Durch Verfeinerung kann
man zweite Reprisentanten (g;) fiir dieselbe Uberdeckung (U;) betrachten, und dann ist
fig;t € T(U;, Op)*. Wegen f; € T'(U;, K%) ist schliefllich die Multiplikation mit f;! ein
Isomorphismus

(7.19.3) Ov, = Ou.fi' = Ox(D)

U; »

also Ox (D) lokal frei vom Rang 1.

(b) Sei L C Kx eine invertierbare Ox-Untergarbe. Fiir jedes « € X gibt es eine offene
Umgebung U von z und ein g € T'(U,Kx), so dass L]y freier Opy-Modul mit Basis g ist.
Durch Verkleinerung von U koénnen wir annehmen, dass g = %, wobei u € I'(U, Oy) und s
Nicht-Nullteiler in T'(U, Oy) ist. Da die Multiplikation mit g, Oy — L|y C Ky injektiv ist,
muss die Multiplikation mit u injektiv sein, d.h., w ist Nicht-Nullteiler, d.h., g € T'(U, £%).
Diese Paare (U, g, fiir jedes x € X gewdhlt, bilden einen Cartier-Divisor: da g,|v,ny, und
9ylv.nu, beides Basen von L|y, v, sind, ist g.|v,nv, = f-9ylv.nv, firein f € T'(U,NU,, O%).
Nach Definition gilt schlieflich £ = Ox (D) fiir D = (U, g, ") ex-

(c¢) Der Garbenmorphismus

¢ : Ox(Dy) ®o, Ox(—D2) — Kx
sQt — s-t

induziert einen Isomorphismus
Ox(D1) ®oy Ox(—D3) = Ox(Dy — Ds).
Ist ndmlich Dl = (Ul,fl), D2 = (U“gz), so ist D1 — D2 = (Ul,flgfl) und

Ox(Dy)

v; ®0y, Ox(=Ds)|v; = Ox(Dy — Ds)

fﬁ@mTz ZTfilgi

Multiplikation
OUi ®OU,L- OUi Oy,

~ 3

U;
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kommutativ.

(d) Es geniigt (nach (c)) zu zeigen: Ox (D) = Ox genau dann wenn D prinzipal ist.

-1
Ist D prinzipal, gegeben durch f € I'(X,K%), so ist Ox 4 Ox(D) C Kx. Ist umgekehrt

~

v 1 Ox = Ox(D), und ist g € I'(X,Kx) das Bild der Eins, so folgt wie in (b), dass
g €T(X,K%) und D durch g repriisentiert ist.

Satz 7.20 Ist X ein intgres Schema, so ist
a: CaCl(X) = Pic(X)
ein Isomorphismus.

Beweis Es ist zu zeigen, dass jeder invertierbare Ox-Modul £ isomorph zu einem gebro-
chenen Ideal in Ky ist. Betrachte M := M(L) := L ®o, Kx (Garbe der “meromorphen
Schnitte in £”). Ist U C X offen mit L|y = Oy, so ist L ®p, Kx|v = Ky. Ist zusétzlich U
affin, so folgt, dass die Abbildung

M) — M,

ein Isomorphismus ist; aufierdem gibt es einen Isomorphismus M, = K, = K(z) (wihle
ein U). Da die betrachteten U eine Basis der Topologie bilden, erhalten wir im Beweis von
Lemma 7.12 einen Isomorphismus

Loy Kx=M =M, = KX) = Kx.

Zusammen mit dem Monomorphismus £ = L®p, Ox — L®p, Kx konnen wir £ mit einer
Ox-Untergarbe von Kx identifizieren.

Wir kommen nun zu Weil-Divisoren. Sei X ein Schema.

Vorbemerkung 7.21 Es gibt eine Bijektion

X — {irreduzible abgeschlossene Teilmengen Y C X'}
x — {z}.

Die Umkehrabbildung bildet Y auf den generischen Punkt ny von Y ab.

Definition 7.22 Sei Y C X eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge und 7 ihr generischer
Punkt. Die Kodimension von Y in X, Bezeichnung codim(Y") oder codimx (Y'), ist definiert
als dim Ox ,,. Man nennt dies auch die Kodimension von 7, codim(n). Die Menge der Punkte
der Kodimension j sei mit X©) bezeichnet.

Bemerkung 7.23 Dies ist gleich dem Supremum der Lingen m von Ketten

Y=Y,V G..GVY,

von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen in X, die Y umfassen, denn die generischen
Punkte der Y; entsprechen einer Kette von Primidealen in Ox,,.
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Definition 7.24 (a) Ein Weil-Primdivisor ist eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge
Y C X der Kodimension 1.

(b) Die Gruppe der Weil-Divisoren (oder algebraischen Zykel der Kodimension 1) auf X ist
die freie abelsche Gruppe iiber den Weil-Primdivisoren:

) - @ - @ L
Y CXirred. abg. yex @)
codim (Y)=1

Ein Weil-Divisor schreibt sich also als eine endliche Summe

n

D = Zam

i=1
mit Y; C X irreduzibel abgeschlossen von der Kodimension 1 und a; € Z.
Wir erhalten Weil-Divisoren als Nullstellen- und Polmengen von meromorphen Funktionen

(dies hiangt mit Krulls Hauptidealsatz zusammen). Zuerst studieren wir dazu nun die Null-
stellenordnungen von meromorphen Funktionen.

Lemma /Definition 7.25 Sei A ein noetherscher integrer lokaler Ring der Dimension 1 mit
Quotientenkorper K. Fiir f € A definiere dann

ord(f) == l(A) < f>) e NyU{o0},

wobei ((A/ < f >) ={l4(A/ < f >) die Lange des A-Moduls (der A-Algebra) A/ < f >=
A/ fAist (Alg. Geo. I, Definition 8.3).

Fir f,g € A gilt

(7.25.1) ord(f-g) = ord(f)+ ord(g)

und es gilt

(7.25.2) ord(0) =00 und ord(f) < oo fur f#0.
(7.25.3) ord(f)=0 & fe A"

Fir o = % € K* (mit f,g € A~ {0}) ist
(7.25.4) ord(a) = ord(f) —ord(g) € Z
wohldefiniert; die Abbildung

ord : K* — Z
a — ord(a)

ist ein Homomorphismus.

Beweis der Behauptungen: Ein lokaler noetherscher Ring B hat genau dann endliche Lénge
(als Modul iiber sich selbst), wenn dim B = 0 (Alg. Geo. I, Satz 8.7). Hieraus folgt (7.25.2),
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dadim(A/ < f >) = 0 falls f # 0 und keine Einheit ist (Alg. Geo. I, Corollar 8.27). (Beachte
noch, dass (4(A/ < f >) =Lla/<p=(A/ < [ >)). Weiter gilt £4(A/ < f >) = 0 genau dann,
wenn A/ < f >=0, d.h., wenn f € A*; dies beweist (7.25.2). Ist f oder g gleich 0, so gilt
(7.25.1) per Definition. Sind beide ungleich 0, so folgt (7.25.1) aus der exakten Sequenz

0—A/fAS AJf-gAT AJgA — 0

(wobei 7 die kanonische Surjektion und ¢ durch die Multiplikation mit ¢ induziert ist), sowie
der Additivitdt der Lange in exakten Sequenzen (Alg. Geo. I, Lemma 8.4). Die Wohldefi-
niertheit von (7.25.4) folgt wiederum aus (7.25.1) und (7.25.2), und die letzte Behauptung
folgt wieder aus (7.25.2).

Beispiel 7.26 Fiir einen Korper k betrachte den Polynomring k[x] und das Primelement
x — a (fur ein a € k). Der lokale Ring A = k[z],_o> (Lokalisierung nach dem Primideal
< x — a >) hat dann die Dimension 1 und den Quotientenkorper k(z) = Quot(k[x]), und
jedes Polynom f € k[x] ldsst sich eindeutig schreiben als

f=(z—a)" g mitg(a) #0.
Dann ist also g ¢<  — a > und damit Einheit in A. Weiter ist
Al <f>=A/<(x—a)">= klz]/ < (z—a)" >
und hat Lénge n. Damit ist ord(f) die iibliche Nullstellenordnung von f bei a.

Sei nun X ein integres noethersches Schema. Fiir einen Weil-Divisor Y = {y} ist dann per
Definition Oy, ein noetherscher integrer lokaler Ring der Dimension 1. Weiter gilt kanonisch

(7.26.1) Quot(Ox,) = K(X)
(betrachte eine affine offene Umgebung U = Spec(A) von y). Wir kénnen also definieren:
Definition 7.27 Fiir f € K(X)* heifit

vy (f) :==vy(f) = ordoy ,(f) €Z

die (Nullstellen-) Ordnung von f bei y. Fiir v,(f) = —m, m € N, sagen wir auch, dass f
einen Pol m-ter Ordnung bei y hat.

Lemma 7.28 Es gibt nur endlich viele y € X (also Weil-Primdivisoren Y = {y}) mit
vy(f) # 0.

Beweis Sei U C X affin offen. Dann ist K (X)* = Quot(Ox(U))*, wir kénnen also schreiben
9
f_ﬁ , g,h e Ox(U).
Durch Verkleinern von U (Wegnehmen von V(gh)) kénnen wir also annehmen, dass f €

Ox(U)*, also v,(f) = 0 fiir alle y € X® mit y € U. Sei Z = X \ U; dies ist eine
abgeschlossene Teilmenge. Ist ¢/ € XM mit ¢/ € Z, so ist y ein generischer Punkt von Z,

87



d.h., {y'} ist eine irreduzible Komponente von Z: Falls nicht, giibe es ein z € Z mit i € {z}
und ¢’ # z. Dann wéire aber L
{yPS{z15X

also codim(y’) > 2, im Widerspruch zur Annahme. Da Z noethersch ist, hat Z nur endlich
viele irreduzible Komponenten; daher gibt es nur endlich viele y € XM mit y # U, also nur
endlich viele y € XM mit v,(f) # 0.

Die folgende Definition macht also Sinn:

Lemma/Definition 7.29 Sei X noethersch und integer.
(a) Fir f € K(X)* heifit
ain(f) == 3 o,(NToT € 2'(X)
yex @)

der zu f assoziierte Weil-Divisor.

(b) Die Abbildung
div : K(X)* — ZY(X)
fo—= div(f)

ist ein Homomorphismus. Sei P(X) das Bild; seine Elemente (also die Divisoren der Form
div(f) mit f € K(X)*) heiflen (Weil-)Hauptdivisoren.

(c) Die Gruppe
CHY(X) = Z'(X)/P(X) = Z(X){div(f) | f € k(X)*}
heifit die erste Chowgruppe von X (oder auch Weil-Klassengruppe).

Lemma /Definition 7.30 Sei X ein integres noethersches Schema.

(a) Fiir einen Cartier-Divisor D = (U;, fi)ic; auf X und y € X definiere
vy (D) = v,(fi) falls yeU;
(fi € K(X)*). Dies liefert einen wohldefinierten Homomorphismus
Z . Div(X) — Z'(X) -
D = Z(D)= 3. v(D)}{y}.

yeX @)

(b) Dieser induziert einen Homomorphismus

B: CaCl(X) — CH'(X).

Beweis der Behauptungen: (a): Fir y € U; N Uj ist fif{1 € Ox,, also 0 = vy(fifj’l) =
vy (fi) —vy(f;). Genauso zeigt man, dass vp(D) nicht vom Reprasentanten (U, f;)ier abhéngt.

(b): Fiir einen Hauptdivisor D = ((X, f)) ist nach Definition Z(D) = div(f) € P(X).
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Wir geben nun noch Bedingungen an, unter denen [ injektiv ist.

Erinnerung 7.31 Ein Integritétsring A heift normal (oder ganz abgeschlossen), wenn er
ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkorper ist (Alg. Geo. I, Definition 6.7).

Lemma /Definition 7.32 Ein lokal integres Schema X heifit normal, wenn die folgenden
dquivalenten Bedingungen gelten:

(a) Alle lokalen Ringe Ox , sind normal.
(b) Fiir jedes irreduzible affine offene Unterschema U = Spec(A) in X ist A normal.

Beweis der Aquivalenz: Sei A ein Integrititsring und A’ sein ganzer Abschluss in Quot(A).
(b) = (a): Ist S C A eine multiplikative Teilmenge, so ist A’y der ganze Abschluss von Ag,
wie man leicht sieht.

(a) = (b): Sind die lokalen Ringe A, ganz abgeschlossen fiir alle p € Spec(A), so induziert
A — A’ Isomorphismen A, — (A’), fiir alle p, hieraus folgt (A’'/A), = 0 fiir alle p (Exaktheit
der Lokalisierung), also A’//A =0, d.h., A= A"

Lemma 7.33 Ist A ein ganz abgeschlossener, noetherscher Integritétsring, so ist

(7.33.1) A= ) 4,
ht(p)=1

also der Durchschnitt iiber alle Lokalisierungen nach Primidealen der Hoéhe 1.

Beweis Sei A’ die rechte Seite von (7.33.1). Angenommen A G A’. Fiir f € A’ \ A st
I(f) = {be Albf €A}

ein echtes Ideal in A (da 1 ¢ I(f)). Da A noethersch ist, besitzt die Menge aller dieser Ideale
ein maximales Element, etwa q := I(h) fir ein h € A"\~ A. Dann ist q ein Primideal: Seien
f,g € Amit fg € I(h) aber g ¢ I(h). Dann ist gh € A’ A, I(h) C I(gh) und f € I(gh).
Dann ist I(h) = I(gh) wegen der Maximalitét, also f € I(h).

Betrachte nun das Ideal hqA, C A,. Ist hqA, = Aq, so ist g4, = h™ 14, ein Hauptideal in A,
(aus der Gleichung folgt h™! € g4, C A,), und nach Krull’s Hauptidealsatz ist ht(qAq) = 1,
also ht(q) = 1 (beachte Alg. Geo. I, Corollar 5.15). Wegen h € A’ ist also h € A,, also
1="h-h"t e qA; — Widerspruch! Also gilt hqA4, C qA, (da A, lokaler Ring mit maximalen
Ideal qA, ist). Ist Ag[h] € Quot(A,) die von h erzeugte Ag-Algebra, so erhalten wir eine
Einbettung von A;-Moduln

Aq[h] - HomAq(qu,qu).

Da A, noethersch ist, ist A, endlich erzeugt, und jede Surjektion Aév — qAq liefert eine
Einbettung
Homa, (qAq, qAq) — Homa, (AY qAq) = (qA,)".

Als Untermodul eines endlich erzeugten Moduls ist also A4[h| endlich erzeugt (hier benutzt
man wieder, dass A, noethersch ist). Dies bedeutet aber, dass h ganz iiber A, ist (siche Alg.
Geo. L., Corollar 6.3), also in A liegt, weil mit A auch A, ganz abgeschlossen ist (7.32). Dies
liefert wie vorher einen Widerspruch.
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Wir kénnen nun zeigen:

Lemma 7.34 Ist X ein normales noethersches integres Schema, so sind die Homomorphis-
men

Z : DwX) — Z4X)

g : CaCl(X) — CHYX)
injektiv.
Beweis Ist D = (U, fi)ies ein Cartier-Divisor mit Z(D) = 0, wobei ohne Einschriankung alle
U; affin seien, so ist v,(f;) = 0 fiir alle ¢ € J und alle y € XM, Da Ox 4 nach Voraussetzung
intger, normal und von der Dimension 1 ist, ist Ox,, ein diskreter Bewertungsring zur Be-
wertung v, von K(X) = Quot(Ox,), und aus v,(f;) = 0 folgt f; € Oy, (siehe den Anhang
7.A). Es ist also fi, ! € Ox, fiir alle y € XM, Mit 7.33 folgt hieraus f;, f; ' € I'(U;, Ox)
und damit f; € I'(U;, Ox)* fiir alle ¢ € I. Dies bedeutet aber, dass der Cartier-Divisor
trivial ist. Also ist Z injektiv. Ist aber Z(D) = div(f) fiir ein f € K(X)*, so folgt wegen

div(f) = Z((X, f)) und der Injektivitdt von Z, dass D = (X, f). Dies zeigt die Injektivitéit
von [3.

Bemerkung 7.35 Sei X ein integres Schema und

D= Y ady}c2'(X)

yEX(U

(i) Fiir U C X offen definiere
D|U = Z ay{y}

yeUm
und erhalte res : Z1(X) — Z1(U).

(ii) Sei € X. Die kanonische Abbildung f = Spec Ox, — X induziert injektive Abbildun-
gen (Spec Ox )™ — X Wir kénnen also definieren:

D, = Z a,{y} € Z'(Spec Ox.,)

y€(Spec Ox )M

und erhalten f*: Z*(X) — Z'(Spec Ox ).

Definition 7.36 Ein integres Schema X heifit lokal faktoriell, wenn alle lokalen Ringe
Ox , faktoriell sind.

Satz 7.37 Sei X ein noethersches integres Schema. Ist X normal und lokal faktoriell, so ist
B CaCl(X) — CH'(X)
ein Isomorphismus.

Beweis Nach 7.34 ist § injektiv. Sei nun Y = {y} ein Weil-Primdivisor auf X. Zu jedem
x € X gibt es dann eine offene Umgebung U, von z und ein f, € K(X)* mit

Y‘Uz = dZUUI(fI)
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Sei ndmlich Y, der Weil-Divisor, der durch Y auf Ox, (d.h., auf Spec(Ox ,)) induziert wird
(Bemerkung 7.35). Nach dem folgenden Lemma ist dann das zugehorige Primideal der Hohe
1 in Ox, ein Hauptideal, gegeben durch f, € Ox, C K(X). Der zugehorige Hauptdivisor
div(f,) unterscheidet sich von Y nur in endlich vielen Punkten yy,...,%, mit y ¢ {y;}, und

Uy, =X N (U {w:}) leistet das Verlangte.
i=1
Dann ist D = (U,, fz)eex ein Cartier-Divisor (wegen divy,nv,(fz) = divy,nu,, (far) ist
fofit € DU, NUy, Ox)*) und es ist Z(D) =Y.
Lemma 7.38 Fiir einen noetherschen Integritétsring sind dquivalent:
(a) A ist faktoriell.

(b) Jedes irreduzible Element in A ist ein Primelement.

(c) Jedes Primideal der Hohe 1 ist ein Hauptideal.

Beweis Die Aquivalenz von (a) und (b) ist aus der Algebra bekannt.

(a) = (c): Sei p € Spec(A) mit ht(p) = 1. Dann gibt es ein Element f # 0 in p. Da p
Primideal ist, liegen alle irreduziblen Faktoren von f in p, also enthélt p ein irreduzibles
Element. Dann ist < 7 > ein Primideal, und wegen 0 S< 7 >C p und ht(p) = 1 gilt
p=<m>.

(c) = (b): Sei 7 irreduzibel und p D< 7 > ein minimaler Primteiler von 7. Nach Krulls
Hauptidealsatz ist dann ht(p) = 1. Nach Voraussetzung ist p ein Hauptideal, also p =< 7’ >
mit einem Primelement 7. Es folgt 7 = un’ fiir ein u € A, und da 7 irreduzibel ist, muss u
eine Einheit sein. Also ist m wie 7’ ein Primelement.

Die Voraussetzungen von 7.34 und 7.37 sind fiir regulére Schemata erfiillt:

Definition 7.39 (a) Ein noetherscher lokaler Ring A mit maximalen Ideal m und Restklas-
senkorper k = A/m heifit regulér, wenn

dim,m/m? = dim A

(nach Alg. Geo. I, Satz 8.23 gilt immer dim; m/m? > dim A).

(b) Ein lokal noethersches Schema X heifit regulidr am Punkt x € X, wenn Ox , regulér
ist, und X heifit regulér, wenn X regulédr an allen Punkten x € X ist.

Bemerkungen 7.40 Sei A ein reguldr lokaler Ring. Dann gilt:

(a) Nach einem Resultat von Serre ist die Lokalisierung A, nach einem Primideal wieder
reguldr (Matsumura, Commutative Algebra, S. 139, Corollary to Theorem 45). Insbesondere
ist A genau dann regulér, wenn das Schema Spec(A) regulér ist.

(b) A ist integer (Matsumura, S. 118, Theorem 34 und S. 120, Theorem 35).

(c) Nach einem Satz von Auslander und Buchsbaum ist A faktoriell (Matsumura, S. 142,
Theorem 48).

(d) Insbesondere ist A normal (Alg. Geo. I, Lemma 6.8).
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Corollar 7.41 Ist X ein reguléres integres noethersches Schema, so hat man Isomorphismen

Pic(X) <2 CaCl(X) 2> CH'(X) .

92



7.A Diskrete Bewertungsringe

Definition 7.A.1 Sei K ein Koérper. Eine (normierte) diskrete Bewertung auf K ist eine surjektive
Abbildung
v: K* - 7,

so dass fiir alle z,y € K™ gilt
(i) v(zy) = v(z) + v(y) (d.h., v ist ein Homomorphismus),
(ii) v(z + y) > min{v(x),v(y)}.

Setze formal v(0) = oo.

Satz 7.A.2 Ist v : K* — Z eine diskrete Bewertung, so ist
R={zeK|v(x) >0} = {z € K* |v(z) >0}U{0}
ein lokaler Hauptidealring mit maximalem Ideal
m={ze K |v(x)>0}
und Einheitengruppe
R* ={z e K*|v(z)=0}.

R heifit der Bewertungsring zu v.

Beweis Es folgt sofort aus 7.A.1 (i) und (ii), dass R ein Unterring von K ist, der die Eins enthélt (aus
v(l) =v(1-1) =v(1) +v(1) folgt v(1) = 0).

Weiter folgt sofort, dass m C R ein Ideal ist. Schliellich gilt fiir v € K*
0 =v(1) = v 27" =v) +o?),

also
v(r)=0 & ov@1)=0
< gzeRundz 'eR
& x e RX.

Daher ist R~ m = R*, d.h., R ist lokal mit maximalem Ideal m.
R ist Hauptidealring: Sei 0 # a C R ein Ideal und
n := inf{v(a) | a € a}.
Dann ist n € Ny, und es existiert ein € a ~ {0} mit v(z) = n. Dann ist a =< 2 >: Ist a € a, so ist

v(a) > n=v(z), also v(%) =v(a) —v(r) >0,also 2c Runda = ¢ -z €<z >.

Definition 7.A.3 Ein integrer Ring R (kommutativ, mit Eins) heiflt diskreter Bewertungsring, wenn
K = Quot(R) eine diskrete Bewertung v besitzt, fiir die R C K der zugehorige Bewertungsring ist.

Lemma 7.A.4 Sei R ein lokaler Integrititsring mit maximalem Ideal m und Restklassenkérper &k = R/m.
Dann sind dquivalent:

(a) R ist ein diskreter Bewertungsring.
(b) R ist noethersch, von der Dimension 1 und normal.
(¢) R ist noethersch, von der Dimension 1, und m ist ein Hauptideal.
(d) R ist noethersch, von der Dimension 1 und regulér.
(

e) R ist ein Hauptidealring und kein Kérper.
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Beweis (a) = (e): Dies folgt aus Lemma 7.A.2, da v(R \ {0}) # v(K*) = Z.

(e) = (b): Nach Krulls Hauptidealsatz hat jeder Hauptidealring R die Dimension < 1, also die Dimension
1, wenn R integer und kein Korper ist. Weiter ist jeder (integre) Hauptidealring ganz abgeschlossen (Alg.
Geo. I, Lemma 6.8)

(b) = (c): Nach Voraussetzung ist m # {0}. Sei 0 # a € m. Dann ist dim(R/ < a >) = 0 (Alg. Geo. I,
Corollar 8.27), also R/ < a > artinsch (loc. cit. Satz 8.7), also gibt es ein n € N mit m” C< a >, und
wir kénnen annehmen, dass m"~! €< a >. Sei b € m""!'— < a >, und sei © = ¢ € K = Quot(R). Nach
Konstruktion ist dann z—'m C A (denn bm C m™ C< a >) aber " lm Q m. Denn sonst wire m ein endlich
erzeugter treuer A[z~1]-Modul, also 2~ ! ganz iiber A (Alg. Geo. I, Lemma 6.2, Fall a = A), also 7! € 4,
da A ganz abgeschlossen in K ist, und somit b €< a > im Widerspruch zur Annahme.

Es folgt z7'm = A und damit m =< 2 >.

(¢) ¢ (d): Nach Definition ist R genau reguliir, wenn dimy m/m? = dim(R) = 1, aber nach dem Nakayama-
Lemma gilt dimy m/m? = 1 genau dann, wenn m ein Hauptideal ist.

(c) = (a): Sei m =< 7 > und 0 # a € R. Wie eben folgt, dass es ein n € Ny gibt, so dass a € m"™ — m"T1,
Es gibt also ein y € R mit a = yn™, y ¢ m. Dann ist y eine Einheit, also

<a>=<a">=m".

Setze v(a) := n. Dies ist wohldefiniert, denn wegen dim(R) = 1 ist m™ # 0 fiir alle n und daher m™ # m™
fiir n # m (Nakayama-Lemma). Fiir a,b € R~ {0} gilt

(7.A4.1) v(ab) = v(a)+v(b),
denn fiir < a >=m" und < b >=m" gilt < ab >= m™ 1" Weiter gilt
(7.A.4.2) v(a +b) > min{v(a),v(b)},
denn fiir < @ >=m" und < b >=m" mit (ohne Einschriankung) n < n' ist
<a+b>C m™+m"” Cm".
Definieren wir nun fiir 0 # z = § € K = Quot(R) (mit a,b € R~ {0})
v(z) =v(a) —v(b),

so folgt aus (7.A.4.1), dass dies wohldefiniert ist und aus (7.A.4.1) und (7.A.4.2), dass dies eine diskrete
Bewertung auf K definiert.

SchlieBlich gilt v(x) > 0 < z € R, d.h., R ist der Bewertungsring zu v.

Corollar 7.A.5 Ist R ein diskreter Bewertungsring, so ist die zugehorige diskrete Bewertung v auf K =
Quot(R) eindeutig, und es gilt fir z € K*

v(z) = ord(x),

wobei ord wie in 7.25 definiert ist. Insbesondere ist ord(z) = v(z) = 0 genau dann wenn = € R*.

Beweis Sei m das maximale Ideal von R, und sei m =< 7 > mit 7 € R. Dann lésst sich jedes a € R
schreiben als a = - 7" mit eindeutigem n € Ny und Einheit v. Dann muss v(a) = n - v(7) sein, und wegen
der Surjektivitdt von v muss v(m) = 1 sein. Weiter haben wir Isomorphismen

k=R/m = m"/mnt!

a modm +— an™ mod m™tl.

Ist 0 #a € Rund < a >=m", so ist v(x) = n und andererseits
—mt Cmn1 C C C
<a>=m"Sm S...5mSR

eine Kompositionsreihe der Liange n, also ord(a) = {(R/ < a >) = n.
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8 Projektive Schemata und Aufblasungen

Sei S = @ S, ein graduierter Ring und das Schema X = Proj(S) wie in Alg. Geo. I,
n=0
Definition 10.13 definiert.

Lemma/Definition 8.1 (a) Ein graduierter S-Modul ist ein S-Modul M mit einer

Graduierung
M = P,
i€Z
durch abelsche Untergruppen M;, so dass S,M; C M, fiir alle ¢+ und n.

(b) Ein Homomorphismus von graduierten S-Moduln ¢ : M — M’ ist ein S-Modul-
Homomorphismus mit ¢(M,,) C M), fir alle Z.

(c) (homogene Lokalisierung, vergleiche die Definitionen von S¢,y und Sy in Alg. Geo. I,
Definition 10.12 und Definition 3.28). Fiir ein homogenes Primideal p C S sei

Mgy = {? €eMy,|meMundte S~p beide homogen vom gleichen Grad} .

Dies ist ein S(p)-Modul durch
s m sm

T
fiir 2t wie oben und 3; € Si,) (also s € S und ¢ € S\ p beide homogen vom gleichen Grad).
Weiter sei fiir jedes homogene Element f € §

My = {% € My | neN,me M homogen vom Grad n - deg(f)}.

Dies ist ein S(f)-Modul durch
s m sm

frop

fir % € M(f) und ﬁ S S(f).

Die Behauptungen in (c) folgen leicht.

Definition 8.2 Fiir einen graduierten S-Modul M und n € Z definiere den getwisteten
graduierten S-Modul M (n) als den S-Modul M mit der neuen Graduierung

M(”)z = Mi+n~

Hierdurch wird M; “um n Stellen nach links verschoben”:

M oo My M_y My M; M,
M(1) .. My My M, My, M;
Grad: . =2 -1 0 1 2

Bemerkung 8.3 Offenbar ist fiir ein homogenes Primideal p C S

M) = My = {? € M, |me M,s €S~ phomogen mit deg(m) = deg(s) +n}
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und fiir ein homogenes Element f € S

M(n)ip) = My, = {% | m € M homogen , deg(m) = i deg(f) + n}

Lemma/Definition 8.4 Fiir einen graduierten S-Modul M definiere die Garbe M auf
X = Proj(S) wie folgt: Fiir U C X offen und nicht leer sei

MU) :={r:U— H M) | es gelten die Eigenschaften (i) und (ii)}
peU

mit den Eigenschaften
(i) r(p) € My, fir allep € U.
(ii) Fiir alle p € U gibt es homogene Elemente m € M, f € S~ p vom gleichen Grad, so dass

r(q) = % fir alle q € D4 (f)

(Beachte, dass p € D;(f)). Fiir V C U offen und nicht-leer sei

resyv(r) = rly.

Dann ist M ein quasi-kohérenter Ox-Modul und es gibt kanonische Isomorphismen

(8.4.1) M, = My, (von Oxp = S(p-Moduln)

fiir den Halm von M bei p € Proj(S), sowie

(8.4.2) M(DL(f)) = My (von Ox(Da(f)) = S(p-Moduln)

fiir jedes homogene f € S.

Der Beweis ist analog zum Beweis von Alg. Geo. I, Satz 10.14. Insbesondere ist der Iso-
morphismus (8.4.2) vertriaglich mit Restriktionen fiir D, (f") € D,(f) und liefert einen
Isomorphismus

(8.4.3) Mlp, ) = (M)~

fiir das affine Schema D, (f) = Spec(S(y)) und den S p-Modul My, was die Quasi-Kohérenz
von M zeigt.

Definition 8.5 Sei n € Z und X = Proj(S).

(a) Definiere den Ox-Modul Ox(n) := S(n)~, wobei der graduierte S-Modul S(n) durch 8.2
definiert ist.

(b) Fiir jeden Ox-Modul F setze F(n) := Ox(n) ®o, F.

Proposition 8.6 Sei S als Sy-Algebra durch S; erzeugt. Dann gilt fiir alle m,n € Z:

(a) Ox(n) ist ein invertierbarer Ox-Modul.
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(b) Fiir jeden graduierten S-Modul M gilt kanonisch M (n) = M(n)~. Insbesondere gilt
Ox(m) ®o, Ox(n) = Ox(m+ n).

Beweis (a): Nach (8.4.3) haben wir fiir homogenes f € S, einen Isomorphismus nach
Restriktion auf D (f) = Spec(S(y))

S(m)"|psyp = (S(n)g)~-

Da S von S erzeugt wird, wird X = Proj(S) von den offenen Mengen D (f) mit f € S;

tiberdeckt (X — |J D+(f) =Vi(< f)f € S1>) =V, (S;) =0). Es geniigt also zu zeigen,
feS1
dass S(n) fiir f € S; ein freier S(y)-Modul ist. Dies folgt aus dem Isomorphismus

Sy = Sy
N

fm

(beachte, dass S(n);, = Sp+m, und dass f invertierbar in Sy ist, so dass dies fiir beliebiges
n € Z definiert ist).

(b) Wir definieren einen Morphismus von Ox-Moduln
(8.6.1) M(n) = Ox(n) ®ox M — (M(n))~

wie folgt: Wir haben fiir jedes p € Proj(S) einen Ox , = S(p)-Modul-Homomorphismus

Ox(n)p ®ox, My S(n)y ®s,, My — M(n)y

s m s . m ._ sm
t’®t 0

(8.6.2)

(mit m € M;,t € S; —pi,s € Sjyn, t' €55 —p;).
Hieraus ergibt sich der Morphismus (8.6.1) auf lokalen Schnitten durch die Zuordnung
fog = (b= fp) g(p).

Dann induziert (8.6.1) im Halm bei p gerade den Morphismus (8.6.2).

Nach Voraussetzung gibt es ein f € Sy mit p € D, (f), d.h., f ¢ p, und wie im Beweis von
(a) folgt, dass (8.6.2) ein Isomorphismus ist. Daher ist auch der Garbenmorphismus (8.6.1)
ein Isomorphismus.

Wir kommen nun zu projektiven Radumen. Sei A ein Ring, » € N und
P =P, = Proj(A [Xo,...,X,])

der projektive Raum. Dann haben wir also die invertierbaren Op-Moduln Op(n) fiir al-
le n € Z. (Beachte, dass A[Xq,...,X,| als A-Algebra von den Elementen Xj,..., X, €
AlXo, ..., X1 erzeugt wird). Op(n) heifit auch der n-te Twistmodul auf P = P’,, und
Op(1) heifit auch der kanonische (oder Serre-) Twistmodul. Nach 8.6. (b) gilt fiir n > 0
Op(n) 2 Op(1)®" und Op(—n) = Op(—1)®". Weiter gilt Op(—1) = Op(1)¥ (Ubungsaufgabe!).

Lemma 8.7 Fiir jedes n € Z hat man einen kanonischen Isomorphismus von A-Moduln

(8.7.1) T(P,0p(n)) = AlXo,..., X
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Insbesondere ist I'(P, Op) = A und I'(P, Op(n)) = 0 fiir n < 0.

Beweis Nach (8.4.2) und Bemerkung 8.3 haben wir einen kanonischen Isomorphismus von
A-Moduln
I'(D4(X:),0p(n)) = AlXo,..., Xilximn-

Ist nun s € I'(P, Op(n)), so ist s|p, (x,) von der Form

B(X(b s 7X'r)
X

wobei P; homogen vom Grad n; + n ist. Dabei muss gelten

Lo b
X XY

J

in A[X(), Ce ;Xr]Xin s

also P,.X ]n 7 = P;X]" (X;X; ist Nichtnullteiler). Daher gibt es ein homogenes Polynom @ vom
Grad n mit
Po= QX

Die Isomorphie (8.7.1) bildet s auf @ ab.

Lemma/Definition 8.8 Sei X ein Schema und F ein Ox-Modul. Wir sagen F wird von
globalen Schnitten erzeugt, wenn folgende dquivalenten Bedingungen gelten:

(a) Es gibt eine Familie (s;);e; von globalen Schnitten s; € I'(X, F), so dass fiir jedes x € X
der Halm F, als Ox ,-Modul von den Keimen (s;), (i € I) erzeugt wird.

(b) F ist Quotient eines freien Ox-Moduls (’)gg).

Beweis der Aquivalenz: Wir haben einen kanonischen Isomorphismus

Home, (Ox,F) = T(X,F)
[ fx(1)

(fir fx :I'(X,0x) — I'(X, F)). Ein Ox-Modul-Homomorphismus

p: OV =POx - F

el

entspricht also gerade einer Familie (s;);e; in I'(X, F). Dabei ist ¢ genau dann ein Epimor-

phismus, wenn fiir jedes z € X die Halmabbildung ¢x : @ Ox . — F, surjektiv ist; dies
iel
bedeutet gerade (a).

Beispiel 8.9 Auf P = P’ wird Op(n) fiir n < 0 nicht von globalen Schnitten erzeugt (da
dann I'(P, Op(n)) = 0), aber Op(1) wird von den globalen Schnitten

Xo,..., X, € A[Xo, . 7Xr]1 = F(P, Op(l))

erzeugt, denn iiber dem affinen Schema D, (X;) = Spec(A [X, ..., X,](x,)) entspricht Op(1)
dem A[Xy, ..., X,](x,)-Modul I'(D1(X;),0(1)) = A[Xo, ..., X,]x,1, und dieser ist frei mit
X

Basis -
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Bemerkung 8.10 (Pull-back von Schnitten) (a) Ist f : X — Y ein Morphismus von
Schemata und G ein Oy-Modul, so haben wir einen Homomorphismus

froe T,.9) — T(X, f9)

der wie folgt beschrieben werden kann: Sei G — f, f*G der Adjunktionsmorphismus. Durch
Ubergang zu globalen Schnitten iiber Y erhalten wir hieraus den gewiinschten Homomor-
phismus

g(Y) = (L(f9NY) = (f9)(X).

(b) Wird G von den globalen Schnitten ¢; (i € I) erzeugt, so wird ¢*G von den globalen
Schnitten ¢*t; (i € I) erzeugt. Dies folgt aus dem kommutativen Diagramm

*

I(Y,G) - T(X, f*G)

can \L \L can

gy (f*g>$ = (f_lg ®f‘1oy OX)w = gy ®OY,y OX’I

fir € X und y = f(x) € Y, wobei die untere Abbildung der offensichtliche Homomorphis-
mus ist. Wird G, von den Keimen (t;), als Oy,-Modul erzeugt, so wird G, ®oy, Oxz als
Ox ,-Modul von den Elementen (¢;), ® 1 erzeugt; dies sind die Keime der Schnitte ¢*¢;.

Die Twistgarben Op(n) auf P = P’ werden oft nur mit O(n) bezeichnet. Der folgende Satz
beschreibt Morphismen in den projektiven Raum.

Satz 8.11 Sei A ein Ring, n € N, P} = Proj(A[Xo,...,X,]) und X ein A-Schema.

(a) Ist ¢ : X — P, ein A-Morphismus, so wird der invertierbare Ox-Modul ¢*O(1) von den
globalen Schnitten ¢* Xy, ..., ¢* X, erzeugt.

(b) Ist umgekehrt L ein invertierbarer Ox-Modul, der von den globalen Schnitten so, . .., s, €
['(X, L) erzeugt wird, so gibt es genau einen A-Morphismus

g X — P}
so dass £ = ¢*O(1) und s; = ¢p*X; fiir i = 0,...,n unter diesem Isomorphismus.
Beweis (a): Dies folgt aus 8.10 (b).
(b): Seien £ und s, ..., s, wie in (b). Fiir jedes i € {0,...,n} sei
(8.11.0) X(si) ={rx € X | (8i)s € mL,}.

Dann ist X (s;) offen in X: Betrachte eine trivialisierende Uberdeckung (U;);es fiir £, d.h.,
eine offene Uberdeckung mit L[y, = Op,. Es geniigt zu zeigen, dass X (s;) N Uj; offen fiir alle

7 ist, also konnen wir annehmen, dass £ = Oy ist, und wir erhalten den bekannten Fall
X(s) fir s € I'(X, Ox).

Wir definieren nun A-Morphismen
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wie folgt. Da D (X;) = Spec(A[Xy,...,X,](x,)) affin ist, geniigt es, Morphismen von A-
Algebren

X X; X,

A1.2 ;= AlXp,..., X y=A ey —
(8 ) Rz [ 0 ) n](Xz) XZ" ’Xi’ ,Xi

] — I'(X(s:), Ox)

zu definieren (nach 0.6). Nach Definition ist (s;), € £, — m, L, fiir alle z € X, also (s;), ein
Erzeugendes von £, als Oy ,-Modul (Nakayama-Lemma). Die Abbildung

(8.11.3) OXlxiey (o
ist also ein Isomorphismus von Ox,)-Moduln.

Fiir jedes s; mit j # i gibt es also ein eindeutig bestimmtes fj(i) € I'(X(s;),Ox) mit
(8.11.4) s; = f;i) -5, auf  X(s;).

Wir definieren nun (8.11.2), indem wir %, fir j € {0,...,n} — {i}, auf f](l) abbilden (uni-
verselle Eigenschaft des Polynomrings).

Es ergibt sich nun, dass sich die ¢; aus (8.11.1) verkleben, denn auf X(s;) N X(s;) gilt

s; = f;i)si und s; = fi(j)sj, so dass die durch Einschrénkung von ¢; und ¢; auf X (s;) N X (s;)

erhaltenen Ringhomomorphismen
Rij = A[Xo, ce 7Xn](X,-Xj) — F(X(SZ) N X(Sj), Ox)

gleich sind (Beachte: R;; = (R;)x; = (R;) x, ). Weiter gilt

X X]
(8.11.5) X = Jx(s),
=0

da L von sg,...,s, erzeugt wird (fiir jedes x € X gibt es ein i mit (s;), ¢ m,L,, also
x € X(s;)). Durch Verkleben der ¢; erhalten wir also einen A-Morphismus

v : X — Py

Da O(1) auf D, (X;) frei mit Basis X; € I'(D(X;), O(1)) ist (Beispiel 8.9) und £ auf X(s;)

frei mit Basis s; (siehe (8.11.3)) erhalten wir den gewiinschten Isomorphismus
o: L5 0'0(1),
der gerade dadurch bestimmt ist, dass s; auf ¢* X; abgebildet wird (i = 0,...,n).
Wir diskutieren nun die Eindeutigkeit. Sei
b X o P
ein weiterer Morphismus, sei M ein invertierbarer Ox-Modul, sei
T M S YO()
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ein Isomorphismus, und seien to, . ..,t, € I'(X, M) die Schnitte mit 7(¢;) = ¢¥*X;.
Fir x € X und y = ¢(x) induziert 7 einen Isomorphismus von Oy ,-Moduln

Mg; = O(l)y@OPn’y OX,:B
(ti)e = (Xi)y@1.

Weil Op, , — Ox , ein lokaler Morphismus ist, erhalten wir hieraus einen Isomorphismus

~

Mz /m M, — O(1),/m,O(1), @) k(z),
und es folgt
(ti)e ¢ MM, & (Xi), € mO(1),.

Also gilt
VTHDL(X)) = X(t:).

Daher induziert ¢ einen Morphismus

(Beachte: Es ist gerade D, (X;) = P4 (X;) fiir X; € ['(P%,O(1)) wie in (8.11.0) definiert).
Dieser Morphismus 1; entspricht einem Homomorphismus von A-Algebren

Xo Xm

ﬂiiRi:A[Xia--in

| = I'(X(t),0x).

Weiter entspricht 7 eingeschréankt auf X (¢;) einem Isomorphismus

Xo Xn

D(X(t;), Ox)t; = A[y, Sy

JX; @, T'(X(t:), Ox)
der die Basis t¢; auf die Basis X; ® 1 abbildet, und den Schnitt
X]:_Xl auf tj.

Gilt nun t; = gj(-i) - t; mit gj(-i) e I'(X,t;),Ox), so folgt, dass

G =9
Seien nun L, (Sg, ..., S,), ¢ und o wie am Anfang des Beweises. Gilt M = £ und t; = s; fiir

alle 2 = 0,...,n, so folgt fJ@ = gj(-i) fiir alle 4, 5, so dass ¥ = ¢; dies zeigt die behauptete
Eindeutigkeit.

Genauer gilt das Folgende: Ist 1) = ¢, so haben wir einen Isomorphismus
L% p'01) =40(1) = M.
der (so,...,s,) auf (to,...,t,) abbildet. Haben wir umgekehrt einen Isomorphismus
v LS M,
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der (sg,...,s,) auf (t,...,t,) abbildet, so gilt X(s;) = X(¢;) fiir alle ¢ sowie

gj(i) _ f](i)
fiir alle ¢ und j; hieraus folgt ¢ = .

Corollar 8.12 Es gibt eine Bijektion zwischen der Menge

L invertierbarer Ox-Modul,

50y -, Sn € I'(X, L) Schnitte die £ erzeugen } / Tsomorphie

Lo(X) = {(,C,so, L 5n)

und der Menge
Homa(X,P7).

Hierbei heiflen (L, s, ...,s,) und (M, tg,...,t,) isomorph, wenn es einen Isomorphismus
v : L= M gibt, der (so....,s,) auf (to,...,t,) abbildet.

Bemerkung 8.13 (a) Sei (L£;);c; ein Représentantensystem fiir Pic(X), d.h., eine Familie
von invertierbaren Ox-Moduln, so dass jeder invertierbare Ox-Modul £ zu genau einem L;
isomorph ist. Dann steht L, (X) in Bijektion zur Menge

H{(so, coovsn) € (X, L))" | £; wird von s, ..., s, erzeugt}/T'(X, Ox)™

iel
(viele der rechts stehenden Mengen konnen leer sein), wobei A € I'(X,Ox)* auf der an-
gegebenen Menge operiert, indem (so,...,s,) auf (Asg,...,As,) abgebildet wird. Fixiert
man namlich £; aus der Isomorphieklasse [£], so brauchen wir nur noch Isomorphismen
v @ L; = L; zu betrachten; fiir jeden invertierbaren Ox-Modul £ haben wir aber einen
Isomorphismus

DX, 0x)% & Autoy (L)

(8.13.1) A +— Multiplikation mit X,

der aus den Ringhomomorphismen
(8.13.2) ['(X,0x) = Homo, (L, L)

folgt (globale Schnitte in (7.5.2) nehmen).
(b) Andererseits steht L, (X) in Bijektion zur Menge

L invertierbarer Ox-Modul

- . n+1 .
My (X) = {90 Ok L ' ¢ Epimorphismus

} / Isomorphie

wobei eine Isomorphie zwischen ¢y : (’)?(Jrl — L1 und ¢y : O}H — L5 ein kommutatives
Diagramm



mit einem Isomorphismus 7 ist. Denn nach 8.8 entspricht ein Epimorphismus Q%™ — £ von
Ox-Moduln gerade der Wahl von n + 1 Schnitten sy, ..., s, € ['(X, £) die £ erzeugen.

(c) Die Zuordnung X ~~ L,(X) liefert einen kontravarianten Funktor
L, : Sch/A — Sets

von der Kategorie der A-Schemata in die Kategorie der Mengen: Fiir einen A-Morphismus
f: X" — X erhalten wir f*: L,(X) — L,(X’), indem wir die Klasse von (L, s, ..., s,) auf
die Klasse von (f*L, f*so, ..., f*s,) abbilden (vergleiche Bemerkung 8.10 (b)). Corollar 8.12
lasst sich dann préziser so ausdriicken, dass L, durch das A-Schema P7 dargestellt wird,
d.h., wir haben sogar einen in X funktoriellen Isomorphismus

L,(X) = Homu(X,P%) = P%(X),
d.h., es ist
L, =P},
wobei Y den durch Y dargestellten Funktor auf Sch/A bezeichne (siehe Anhang 1.A, wo Y.
mit hy bezeichnet wird).

Entsprechend haben wir nach Bemerkung (b) einen kontravarianten Funktor X r~ M, (X)
(fir f : X' — X ist f*: M,(X) — M,(X') die Abbildung, die ¢ : O%"' — L auf
o ffO = O%t — f*L abbildet), und P stellt auch den Funktor X ~ M, (X) dar.

Beispiel 8.14 (Automorphismen des P}) Sei k ein Kérper und n € N. Dann haben wir einen
Homomorphismus

(8.14.1) Glys1 (k) — Auty(Py)

von der Gruppe der invertierbaren (n + 1) x (n + 1)-Matrizen iiber k£ in die Gruppe der
k-Automorphismen von P}. Ist ndmlich A = (a;;) € Gly1(k), so induziert A einen k-
Automorphismus von

S = k[Xo,...,Xn],

indem X; auf ) a;;X; abgebildet wird. Dies ist ein Automorphismus von graduierten Ringen
und induziert einen Automorphismus von

Py = Proj(S) .

Wir erhalten einen Homomorphismus wie in 8.13.1, der tiber PGl,,41(k) := Gl,y1(k)/k* fak-
torisiert (Hier ist £* die Untergruppe k* E, wobei E die Einheitsmatrix ist). Wir behaupten
nun, dass

(8.14.2) PGlyi(k) = Auty(P})

~

ein Isomorphismus ist: Wir benutzen Corollar 8.12 bzw. Bemerkung 8.13. Es gilt Pic(P})
Z, mit Erzeuger O(1) (siehe Ubungsaufgabe 42) und vermoge der Isomorphien

Pic(P}) = CaCI(P}) = CH'(X)
entsprechen sich die Klassen von

O(1) bzw. (D (X;),X;) bzw. V. (Xo)
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Ist o : P = P} ein k-Automorphismus, so muss (a*O(1)) wieder ein Erzeuger von Pic(P}) =
Z sein, es muss also a*O(1) isomorph zu O(1) oder O(—1) sein. Wegen I'(P}, O (—1)) =0
muss also a*O(1) = O(1) sein. Nun ist I'(PE, O(1)) ein (n + 1)-dimensionaler Vektorraum
mit Basis (Xo, ..., X,), und (a* Xy, ..., a*X,,) muss wieder eine Basis sein. Daher ist

mit einer Matrix A = (a;;) € Gl,41(k). Dann ist o gerade durch den Automorphismus A wie
oben gegeben. Dies zeigt die Surjektivitat von (8.14.1). Weiter ist das Tupel (O(1), s, - . ., Sn),
mit (so, ..., S,) k-Basis von I'(P", O(1), genau dann isomorph zu (O(1), s, ..., s,), wenn es

einen Automorphismus ¢ : O(1) — O(1) mit p(s;) = s fiir alle ¢ gibt. Ein solcher Isomor-
phismus ¢ ist aber von der Form A € £* (d.h., Multiplikation mit A € £*), siehe (8.13.1).

Wir verallgemeinern nun die Proj-Konstruktion, dhnlich wie man die Spec-Konstruktion
verallgemeinern kann (siehe Ubungsaufgabe 30).

Sei X ein Schema und S eine quasi-kohdrente graduierte Ox-Algebra, d.h., eine quasi-
kohérente Ox-Algebra mit einer Graduierung

S=6S8S,,
n=0
so dass fiir jedes offene U C X gilt: S,,,(U) - S$,,(U) C Spin(U).

Satz 8.15 (a) Es gibt ein kanonisches X-Schema P = Proj(S) = X zusammen mit Iso-
morphismen von U-Schemata

7 '(U) = Proj(p(U))

fiir jedes affine offene Unterschema U = Spec(A) C X, die mit Restriktionen fir U O V
affin offen vertraglich sind.

(b) Fiir jeden graduierten p-Modul M auf X (offensichtliche Definition), der quasi-kohérent
als Ox-Modul ist, gibt es einen kanonischen quasi-kohérenten Op-Modul M™ zusammen
mit Isomorphismen (von O-1()-Moduln)

M |1y = T(U, M),

fiir alle affinen offenen Unterschemata U C X, die vertrdglich mit den Restriktionen fiir
U D V affin offen in X sind. Hierbei sei I'(U, M)~ fiir den graduierten S = I'(U, ¢)-Modul
M =T(U, M) wie in 8.4 definiert.

(¢) In der Situation von (b) hat man einen kanonischen Homomorphismus von I'(X, Ox)-
Moduln
[(X, Mo) = T'(Proj(S), M™).

Beweis(a) Fiir U = Spec(A) C X affin offen definiere das U-Schema Z;; = Proj(S(U)) ™% U
(wie in Alg. Geo. I Definition 10.13 definiert). Fiir f € A sieht man leicht, da S quasi-
kohirent ist, dass Proj(S(D(f))) = Proj(S(U)s) = m; (D(f)). Hieraus folgt mit den
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iiblichen Schliissen, dass man fiir eine weitere affine offene Menge V' C X einen kanoni-
schen Isomorphismus
 (UNV) 2 o, (UNV)

hat. Mittels dieser Isomorphismen lassen sich die Zy fiir U C X affin zu einem X-Schema
7w : Z — X verkleben, welches wir Proj(S) nennen. Es erfiillt offenbar die gewiinschten
Eigenschaften.

(b) Dies wird mit dhnlichen Schliissen bewiesen.

(¢) Fiir U = Spec(A) C X affin offen, die graduierte A-Algebra S = I'(U,S) und den
graduierten S-Modul M = I'(U, M) haben wir einen kanonischen Homomorphismus von
A-Moduln

(8.15.1) (U, My) = My — T'(Proj(S), M~) =T'(Proj(I'(U,S)),I'(U, M)™)
wie folgt: Fiir jedes homogene f € S haben wir einen Homomorphismus

My — T(Dy(f),M™) = M
m %

(8.15.2)

Diese Schnitte 5t verkleben sich zu einem Schnitt % in I'(Proj(S), M~) und wir erhalten
(8.15.1). Die Homomorphismen (8.15.1), gedeutet als Homomorphismen

(U, Mp) — T(r 1 (U), M™) = T'(Proj(T'(U,S)),['(U, M)™),
fiir alle U C X affin offen, verkleben sich wiederum zu dem gewiinschten Homomorphismus

(X, My) — T(Proj(S), M~).

Als erste Anwendung definieren wir projektive Biindel (vergleiche Ubungsaufgaben 40 und
43 fiir den Fall affiner Biindel, auch Vektorbiindel genannt).

Definition 8.16 Sei & ein lokal freier Ox-Modul von endlichem Rang. Fiir die quasi-
kohédrente graduierte Ox-Algebra & = Sym & = @,>05ym™ E (vergleiche Ubungsaufgabe
40) definiere das projektive Biindel zu & als

P(E) = Px(€) := Proj(Symé).

Beispiel 8.17 Fiir £ = O%™ ist
Symg = Ox[Xo, Cen ,Xn] = OX X7z Z[Xo, R ,Xn]
(= Garbe assoziiert zur Prigarbe U — T'(U, Ox)[Xy, ..., X,]) und es folgt

Px(O%") = Px.

Satz 8.18 Fiir jedes X-Schema f : T'— X gibt es eine kanonische Bijektion

L invertierbarer Or-Modul

Homx(T,Px(£)) — L(ET):={p: [f€—>L ¢ Epimorphismus

} / Isomorphie
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wobei ein Isomorphismus ein kommutatives Diagramm

L

/

€ ik
El

mit einem Isomorphismus 7 ist. Die Bijektion ist funktoriell in 7', d.h., Px (&) stellt den
Funktor 7'~ L(E,T) auf der Kategorie Sch/X der X-Schemata dar.

Wir beginnen mit der folgenden allgemeinen

Definition 8.19 Sei S eine graduierte Ox-Algebra, die als Ox-Modul quasi-kohérent ist.
Sei weiter M ein graduierter S-Modul, der als Ox-Modul quasi-kohérent ist.

(a) Fiir n € Z definiere den getwisteten Modul M(n) durch die neue Graduierung
M(n); = My

(b) Fiir P = Proj(S) und n € Z definiere die quasi-kohérenten Op-Moduln O(n) = Op(n) =
S(n)~. Fir jeden quasi-kohérenten Op-Modul F setze F(n) := Op(n) @p, F.

Lemma 8.20 Ist Sy = Oy, und wird S als Ox-Algebra von S; erzeugt, so sind sie Garben
O(n) invertierbare Op-Moduln.

Beweis Fiir jedes offene affine U C X ist 771 (U) = Proj(S(U)) und O(n)|—1@y =
SWU)n)~ (m: P = Proj(S) — X der Strukturmorphismus), so dass die Behauptung
aus Proposition 8.6 (a) folgt.

Beweis von Satz 8.18: Sei 7 : Px(€) — X der Strukturmorphismus. Wir haben die
invertierbaren Garben O(n) auf Px(€) = Proj(Sym¢&), da S = Sym & die Voraussetzungen
von 8.20 erfiillt. Indem wir 8.15 (c) auf den graduierten S-Modul (1) anwenden, erhalten
wir fiir alle offenen U C X kanonische Homomorphismen

DU, E) =T(U,S(1)) — T'(m H(U),S(1)™) =T(= 1 (U),0(1)).

Diese sind nach Konstruktion mit Restriktionen fiir V' C U offen vertréglich, definieren also
einen Ox-Modul-Morphismus

E — mO(1).
Durch Adjunktion erhalten wir hieraus einen O,-Modul-Morphismus
O e — O(1).

Dieser ist ein Epimorphismus: Indem wir affine offene Teilmengen U C X betrachten, fiir die
E|v ein freier Opy-Modul ist, und die Einschrinkung von ¢*"* auf 7~ (U), kénnen wir hierfiir
ohne Einschrinkung annehmen, dass X = Spec(A) affin und £ = O™ ein freier Ox-Modul
ist. Dann ist P = Px(O%"™) = P% und wir erhalten den bekannten Epimorphismus

ot — 0(1).
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Ist nun f: 7T — X ein X-Schema und

g: T

ein X-Morphismus, so liefert dies den Epimorphismus von Op-Moduln

uni'u)

o f*€ =g & g*((p—»g*(’)(l) =L
wobei L invertierbar ist. Ist umgekehrt
o: ff€ > L

ein Epimorphismus von Op-Moduln, wobei £ invertierbar ist, so erhélt man hieraus einen
X-Morphismus
g: T — Px(&),

den man auf zwei dquivalente Arten beschreiben kann:

1) Wihlt man eine trivialisierende Uberdeckung (U;);¢; fiir £, so erhélt man nach Satz 8.11
bzw. Bemerkung 8.18 (b) U;-Morphismen g; : f~1(U;) — 7 1(U;), die sich zum gewiinschten
g zusammenkleben.

2) ¢ induziert einen Epimorphismus von graduierten Ox-Algebren
Symf*E — SymL,
der wiederum einen X-Morphismus
Pr(L) = Proj(Sym L) — Proj(Sym f*€) = Pr(f*E)
induziert (vergleiche Alg. Geo. I, Ubungsblatt 14, Aufgabe 4, sowie 8.A.5).

Andererseits gilt:

Lemma 8.21 (a) Ist £ ein invertierbarer Op-Modul, so ist P7(L£) — T' ein Isomorphismus.

(b) Man hat einen kanonischen T-Isomorphismus
Pr(f*€) = T xx Px(€).
Dies liefert den gewiinschten X-Morphismus
T = Pr(L) = Pr(f7E) — Px(E),.
Die Bijektion in Satz 8.18 ergibt sich nun leicht (Details: Ubungsaufgabe).

Beweis von Lemma 8.21 (a): Diese Frage ist lokal auf T'; also ist ohne Einschrinkung
T = Spec(A) affin und £ = Or. Hier ist Pr(L) = P% = Proj(A[T]) = Spec(A), denn es ist
ATy < A
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(b) Die Frage ist wieder lokal und folgt also aus dem kanonischen Isomorphismus
Py = P Xspee (4) Spec(B)

fiir einen Ringhomomorphismus A — B.

Wir kommen nun zu Aufblasungen.

Definition 8.22 Sei X ein Schema, D C X ein abgeschlossenes Unterschema und J C Oy
die zugehorige quasi-kohédrente Idealgarbe (sieche Lemma 6.5). Die Aufblasung von X im
Zentrum D (oder beziiglich der Idealgarbe J) ist definiert als

Blp(X) = Proj(@® J%).

d=0

Nach Konstruktion ist dies ein X-Schema, d.h., man hat einen kanonischen Morphismus

m : Blp(X) - X.

Beispiel 8.23 Sei k ein Korper. Betrachte X = A} und D = 0 (den Nullpunkt, mit redu-
zierter Struktur). Dann ist X = Spec(A) fur A = k[z1,...,2,] und D durch das maximale
Ideal m =< x1,..., 2, > gegeben. Wir haben eine Surjektion von graduierten A-Algebren

b AXy . X = @ md
X, — éTOEm (i=1,...,n).
Man sieht leicht, dass das homogene Ideal a = ker 1) von den Elementen
v X;—x; X, , 4,7=1,...,n

erzeugt wird. Wir haben also eine abgeschlossenen Immersion (siche 8.A.5)
v: Bly(A}) = Proj(@ m") — Proj(A[Xy,...,X,]) = ngl =Pyt X, A7
n=0
In der Karte D, (X;)(i € {1,...,n}) haben wir den Polynomring

A[Xlw--:Xn](Xi) == A Z’.”7Z7”"Z

xX. X Xn]

und das induzierte Ideal a(x,), welches offenbar von den Elementen

Xi 1
T; — Ti— s =1,...,n,
J X ']

J

erzeugt wird. Das Urbild von D, (X;) in Blo(A}) = Proj(®ém™") ist das affine Schema
D (z;) = Spec(A;), und wir erhalten die Beschreibung

A = klzy,...,z,) [;—ﬂ/<m]—xl% >
= k[z},..., 2] (Polynomring)

rn
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wobel

[N

= Bild von 3 (j # i)
= Ij.

N

Der Ringhomomorphismus

A:k[xl,’l’n]%k[x/l’7x;1]:141

ist durch die Zuordnung

! —
Ly o5 J =1

’ . .
T { mix]’ ) ]7&@7
i . .

gegeben. Wir haben also neue Elemente x’; eingefiihrt, die die Gleichung x; = z;2/; erfiillen,

also sozusagen
« 'r] 2
'Tj —_— .
L

Dies ist die Idee der Aufblasung.
Wir beschreiben nun die universelle Eigenschaft von Aufblasungen.

Definition 8.24 Sei f : 7 — X ein Morphismus von Schemata und J C Ox eine Idealgarbe.
Die Urbild-Idealgarbe f~1.J - O ist die Idealgarbe in O, die vom Bild des Morphismus

(8.24.1) f'J — flO0x — Oy
erzeugt wird.

Bemerkung 8.25 (a) Manchmal wird f~'J - Oz einfach mit J - Oz bezeichnet.
(b) Das Bild von (8.24.1) ist im Allgemeinen kein Ideal.
(c) f~1J - Oy ist auch das Bild des kanonischen Morphismus

(8.25.1) J*) — [FOx = Oy,

aber dieser ist im Allgemeinen kein Monomorphismus.

(d) Sei D C X ein abgeschlossenes Unterschema, und sei J C Oy die Idealgarbe zu D. Dann
ist

(8.25.2) DxxZ — Z

eine abgeschlossene Immersion mit Idealgarbe f=1J - Oy.

Denn: Hierfiir konnen wir annehmen, dass Z = Spec(B) und X = Spec(A) affin sind. Dann
ist J durch ein Ideal I C A gegeben und f~1JO, entspricht dem Ideal I B. Weiter ist

D xx Z = Spec(A/I ®4 B) = Spec(B/IB)
und der Morphismus (8.25.2) entspricht der Surjektion
B — BJ/IB.

Hieraus folgt die Behauptung.
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Satz 8.26 (Universelle Eigenschaft von Aufblasungen) Sei X ein noethersches Schema, J C
Ox eine quasi-kohérente Idealgarbe und 7 : X’ = Bip(X) — X die Aufblasung von X im
abgeschlossenen Unterschema D = V(J).

(a) m71J - O ist ein invertierbares Ox.-Ideal (d.h., ein Ox/-Ideal, welches invertierbar als
Ox-Modul ist). Insbesondere erhalten wir so einen effektiven (Cartier-) Divisor auf X', den
man auch den exzeptionellen Divisor der Aufblasung nennt.

(b) Ist f : Z — X ein Morphismus von Schema und ist f~'J- Oy ein invertierbares Oz-Ideal,
so gibt es genau einen Morphismus ¢ : Z — Blp(X), der das Diagramm

kommutativ macht (d.h., 7 ist universell fiir X-Schemata Z, auf denen das Urbild von .J
invertierbar wird).

Beweis Beide Aussagen sind lokal in X; fiir (b) gilt dies wegen der Eindeutigkeit von g. Es
ist also ohne Einschrankung X = Spec(A) affin, mit einem noetherschen Ring A und daher
J durch ein endlich erzeugtes Ideal I C A gegeben. Dann ist X’ = Proj(.S), mit

S—@ I
d=0

als graduierte A-Algebra. Seien ay,...,a, € I Erzeugende von I. Dann haben wir einen
surjektiven Homomorphismus von graduierten A-Algebren

(8.26.1) v AlXo, .., Xy — S,

indem wir X; auf a; € I = S; abbilden. Dieser Homomorphismus induziert eine abgschlossene
Immersion

(8.26.2) v: X" = Proj(S) — Proj(A[Xo,...,X,]) =P} =1 P

von A-Schemata (dies folgt sofort aus der Definition der Proj-Konstruktion, siehe 8.A.5).
Der Kern von 1 ist das homogene Ideal in A[Xy, ..., X,], welches von allen homogenen
Polynomen F(Xo,...,X,) mit F(ao,...,a,) = 0 erzeugt wird.

(a): Nach Konstruktion ist =1 (D(X;)) = D, (a;) und die Einschrinkung D (a;) — D, (X;)

von v entspricht dem surjektiven Ringhomomorphismus

A[X07 s 7X77»](Xz - S(ai)

Das Ideal 7='J - Oxs eingeschréinkt auf D (a;) entspricht dem Ideal I - S, und wird von
agp, . . ., a, erzeugt. Wegen a; = Z—J - a; wird es also von dem einen Element a; erzeugt, und
da a; ein Nicht-Nullteiler in S(,,) C S, ist, ist

Sty = Slanai
T — xa;
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ein Isomorphismus, also 771.J - Ox:|p +(a;) frei, mit Basis a;.

(b): Existenz von h: Sei f : Z — X ein Morphismus, fiir den £ := f~1.J-Oy ein invertierbares
Ideal ist. Weil I =TI'(X, J) von aq, ..., a, erzeugt wird und X nach Voraussetzung affin ist,

wird J von ay, . . ., a, erzeugt, und daher £ von den Bildern s, ..., s, der a; in I'(Z, £). Die
Familie (L, s, . .., s,) liefert also nach 8.11 einen eindeutig bestimmten X-Morphismus
(8.26.3) h:7Z — Py=P

mit einem Isomorphismus 7 : £ = ¢*O(1) und v(s;) = h*X; (1 =0,...,n).
Behauptung: h faktorisiert in eindeutiger Weise iiber die abgeschlossene Immersion v.

Beweis: Hierfiir ist zu zeigen, dass die Idealgarbe K C Op zu v, d.h., K = ker(v* : Op —
v,0x:), im Kern von h* : Op — ¢.Oy liegt (universelle Eigenschaft von abgeschlossenen
Unterschemata, siche Ubungsaufgabe 32). Dazu kénnen wir annehmen, dass Z = Spec(B)
affin ist. Die Mengen Z(a;) = D(a;), fiir i = 0, ..., n, bilden eine offene Uberdeckung von Z
(siehe den Beweis von Satz 8.11). Es geniigt also, fiir alle ¢ die Einschréinkungen von h

Spec(By,) = D(a;) — D(X;) = Spec(A[Xo, ..., Xu](xy)

zu betrachten, und, dquivalent dazu, die A-Algebren-Homomorphismen

ﬁi_hD+(Xi)' A_?’Y“’T)j - Bai
J

Nun folgt die Behauptung aus der Tatsache, dass hierunter Ker(v)x,) (fiir ¢ wie in (8.26.1)
definiert) auf 0 abgebildet wird. Dies folgt aus der frither gegebenen Beschreibung: Fiir
F(Xo,...,X,) homogen vom Grad d in Ker(v) ist F'(ao, .. .,a,) = 0, also wird das Element
F(Xo,..., X)X, ® unter §; auf 0 abgebildet.

Wir haben also einen Morphismus ¢ : Z — X’ konstruiert, der

h:ZLX/C_V)Pn = P

N

kommutativ macht.

Eindeutigkeit von h: Fiir jeden solchen Morphismus haben wir £ = f1J -0z = g~ }(n71J -
Ox/) - Oz. Nach (a) ist £' := 771J - Oxs invertierbar; tatséichlich ist £ = Ox.(1), wie in
Definition 8.5 definiert und in Lemma 8.6 als invertierbar erkannt. Damit erhalten wir einen
Epimorphismus

a: gL - L
von invertierbaren Oz-Moduln (vergleiche Bemerkung 8.25 (¢)). Nach dem folgenden Lemma
ist dann « ein Isomorphismus. Wir haben also einen Isomorphismus

[ h*Op(l) :g*OX/(l) = ﬁ,
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unter dem offenbar die globalen Schnitte X, ..., X, auf sq,...,s, abgebildet werden. Die
behauptete Eindeutigkeit von g folgt also aus der Eindeutigkeit von h (Satz 8.11), zusammen
mit der eindeutigen Faktorisierung von h als vg (Ubungsaufgabe 32).

Lemma 8.27 Sei (X, Oy) ein lokal geringter Raum und ¢ : £ — M ein Epimorphismus
von invertierbaren Ox-Moduln. Dann ist ¢ ein Isomorphismus.

Beweis Wir haben zu zeigen, dass die Halmabbildungen injektiv sind. Da die Halme £, und
M, freie Ox ,-Moduln vom Rang 1 sind, haben wir also ohne Einschrénkung einen lokalen
Ring R und einen surjektiven R-Modul-Homomorphismus

v : R - R.

Dann ist ¢(1) nicht im maximalen Ideal m C R enthalten, also a = ¢(1) eine Einheit. Ist

nun 7 € R mit 0 = p(r) = rp(1) = ra, so folgt 0 = ¢(r)a™ =r.

Corollar 8.28 Sei f : Y — X ein Morphismus von noetherschen Schemata, sei D C X
ein abgeschlossenes Unterschema mit Idealgarbe J C Ox und D’ C Y das abgeschlossene

Unterschema zur Idealgarbe J' = f~1.J-Oy (dies entspricht nach Bemerkung 8.25 (d) gerade
DxxY <=Y).

(a) Es gibt einen eindeutig bestimmten Morphismus f' : Blip/(Y) — Bip(X), der das Dia-
gramm

Y' = Blp/(Y) > Bip(X) = X’

.,

Y X

kommutativ macht.

(b) Ist f eine abgeschlossene Immersion, so auch f’. Wir nennen dann Y’ auch die strikte
Transformierte von Y in X”.

Beweis (a) folgt sofort aus der universellen Eigenschaft.

(b): Die Behauptung ist lokal in X; wie kénnen also annehmen, dass X = Spec(A) affin
ist. Dann ist nach Voraussetzung Y = Spec(A’) fiir einen Epimorphismus A — A’. Weiter
entspricht J einem Ideal I C A und f~1JOy dem Ideal I = I A’; dabei ist in diesem Fall

I — I surjektiv. Daher ist
oI" - oI
n>0 n>0
surjektiv und
Y' = Proj(@I') — Proj(®I") =X’

eine abgeschlossene Immersion (siche 8.A.5).

Lemma 8.29 Sei 7 : Blp(X) — X die Aufblasung im abgeschlossenen Unterschema D C X.
Fiir die offene Menge U = X — D ist dann

! U) - U

~

ein Isomorphismus (d.h., 7 ist ein “Isomorphismus auflerhalb von D”).
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Beweis Es ist J|y = Op, und die Proj-Konstruktion ist mit Restriktionen auf offene Un-
terschemata vertrédglich. Daher gilt

m(U) = Proj(( J")lv) = Proj(® Oy) = U

d>0 d>0

nach 8.21 (a).

Die Behauptung folgt auch unmittelbar aus der universellen Eigenschaft der Aufblasung;
allgemeiner folgt hieraus, aber auch aus 8.21(a):

Lemma 8.30 Ist D C X ein abgeschlossenes Unterschema mit invertierbarer Idealgarbe
J C Oy, soist m: Blp(X) = X ein Isomorphismus.

Aufblasungen konnen (hoffentlich immer) zur Auflésung von Singularitéten genommen wer-
den.

Beispiel 8.31 Betrachte die Knotenkurve/Neilsche Parabel C': y* = x3

=53

iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k, also
C = Spec(k[z,y]/ < y* — ® >) — Spec(k[z,y]) = A}
Der Gradient von f(x,y) = y* — 2? ist

grad(f) = (—31%,2y)

Der einzige abgeschlossene Punkt von C, der nicht regulér ist, ist der Ursprung 0 = (0,0)
(siche Ubungsaufgabe 39; dies gilt auch fiir char(k) = 2,3.). Wir blasen A? und C in 0
auf und erhalten in der Karte D, (X) (Man spricht auch von der X-Karte, oder der Karte
X #0)

Ay =klx,y] — k[z,9]) < () -2 >,

also die reguliire Parabel C" = Spec(k[z,y']/ < (y/)* —z >)
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In Gleichungen, mit der neuen Variable ' mit y = 'z driickt sich dies so aus

g = 4
Yo = o8 oo
c': y? = .

Der exzeptionelle Divisor ist durch die Gleichung x = 0 gegeben, also gleich die /-Achse. Er
ist tangential zu C” in 0.

In der Y-Karte D (Y') erhalten wir 2/ mit x = y - 2/ und die Gleichung

vio= ) )y
C': 1 = y-a®.

die ebenfalls regulér ist.
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Der exzeptionelle Divisor ist hier durch y = 0 gegeben, also die z’-Achse — er schneidet die
strikte Transformierte C” in dieser Karte nicht.

Global beschrieben ist

C' = Proj(k[z,y][X,Y]/ < Y? —2X?>).
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8.A Projektive Schemata und homogene Ideale

Wir zeigen in diesem Anhang, dass alle abgeschlossenen Unterschemata von P7, fiir einen Ring A, durch
homogene Ideale gegeben sind.

Sei S = @ S; ein graduierter Ring, der als Sp-Algebra von S; erzeugt wird, und sei X = Proj(S). Dann
i>0

sind die Garben Ox (n) = S(n)~ invertierbare O x-Moduln fiir alle n € Z.

Definition 8.A.1 Fiir jeden quasi-kohéirenten Ox-Modul F definiere I, (X, F) := I'(X, F(n)) und

DX F) = & DXF)

(Erinnerung: Es ist F(n) = Ox(n) ®o, F).
Lemma 8.A.2 (a) T'.(X,F) ist in kanonischer Weise ein graduierter S-Modul.
(b) Ist M ein graduierter S-Modul, so gibt es einen kanonischen Homomorphismus von graduierten S-Moduln

(8.A.2.1) by M — T(X,M).

Beweis Fiir jedes n € Z haben wir einen kanonischen Gruppenhomomorphismus
(8.4.2.2) M, — T(X,M(n))

wie folgt. Indem wir M (n) mit (M (n))™ identifizieren und beachten, dass M, = M(n), ist, geniigt es, den
Fall n = 0 zu betrachten, also einen Homomorphismus

(8.A.2.3) My — T(X, M)
zu konstruieren. Diesen definieren wir, indem wir m € My auf die Abbildung
P ? € M)
abbilden. Durch die direkte Summe der Homomorphismen (8.A.2.2) erhalten wir (8.A.2.1).
Weiter erhalten wir aus der Isomorphie Ox (m) ®o, Ox(n) =2 Ox(m + n) (siehe 8.4 (b)) eine Isomorphie
Ox(m) ®oy F(n) = F(m+n)
und damit bilineare Abbildungen
(8.A.2.4) I'(X,0x(m)) x (X, F(n)) - T(X,F(m+n)).

Hierdurch wird T (X,0x) = & T'«(X,0x(n)) zu einem graduierten Ring (Fall 7 = Ox) und I, (X, F)
n>0
zu einem I'y (X, Ox)-Modul. Weiter sieht man leicht, dass die durch (8.A.2.1) gegebene Abbildung

(8.A.2.5) S — T.(X,0x)

ein Morphismus von graduierten Ringen ist. Hierdurch wird T', (X, F) auch zu einem graduierten S-Modul
und (a) ist bewiesen.

Fiir (b) betrachten wir F = M und erhalten ein kommutatives Diagramm

I.(X,0x) x T (X,M)—=T,(X,M)

¢ST TW TW

S X M — M
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in dem die obere Zeile durch (8.A.2.4) und die untere durch die S-Modul-Struktur von M gegeben ist. Dies
zeigt, dass ¢y ein S-Modul-Homomorphismus ist.

Proposition 8.A.3 Sei S als Sy-Algebra von S; erzeugt. Dann gilt:

(a) Fiir jeden Ox-Modul F gibt es einen kanonischen Morphismus von Ox-Moduln

Ur: T.(X,F)~ — F.

(b) Dieser ist ein Isomorphismus, wenn F quasi-kohérent ist und S als Sp-Algebra von endlich vielen Ele-
menten in S; erzeugt wird.

Beweis (a): Zunichst definieren wir fiir jedes f € S; einen Homomorphismus von Ox (D4 (f)) = S(p)-
Moduln

(8.4.3.1) br (X P4 () 21X, F)gy — F(DL())

wie folgt. Jedes Element der linken Seite ldsst sich schreiben als 5 mit d > 0 und m € I'X,F(d)). Wir

konnen f~% nach (8.A.2.2) als einen Schnitt in Ox (—d)(D4(f)) auffassen, und erhalten aus dem Tensorpro-
dukt m ® f~¢ einen Schnitt in F(D, (f)). Dies definieren wir als ¥¢(F2), wobel man leicht sieht, dass dies
nicht von den Wahlen abhéngt.

Da D, (f) affin ist, erhalten wir nach Satz 4.6 aus ¢y einen Morphismus
(8.4.3.2) Uy o DX, F)pysy — Floo

von Ox|p, ()-Moduln. Wird nun S als So-Algebra von Sy erzeugt, so wird X von den obigen Mengen D (f)
iiberdeckt, und fiir je zwei Elemente f, f* € S; stimmen die Morphismen v und ¢ auf dem Durchschnitt
D (f)N D4 (f") tiberein (was man leicht in den Halmabbildungen nachpriift): die ¢; verkleben sich also zu
einem Morphismus ¥ wie in (a) behauptet.

(b): Sei F quasi-kohérent und S iiber Sy von fi,..., fn € S1 erzeugt. . Es geniigt zu zeigen, dass dann alle
1y, Isomorphismen sind. Da auch I', (X, F)™~ nach 8.2 quasi-kohérent ist, und da Dy (f;) affin ist, geniigt es
zu zeigen, dass alle Morphismen

Vi TuX F iy — F(D1(f)
Isomorphismen sind. Schreibe f = f;.
Injektivitit: Sei d > 0 und m € I'(X, F(d)) mit ¢¢(77) = 0. Nach dem Beweis von 8.4 (a) ist Ox (—d)[p, (s
frei mit Basis f~% und daher
Ox(—d) @ox F(d)|p, () = Flo
frlem — v(fr)
ein Isomorphismus, woraus die Behauptung folgt.

Die Surjektivitdt folgt aus dem folgenden

Lemma 8.A.4 Sei X ein Schema, £ ein invertierbarer Ox-Modul und F ein quasi-koharenter O x-Modul.
Sei f € I'(X, £) und

X(f) ={reX|fe g maLls}.
(a) X(f) ist offen in X und L|xy) ist freier Oxs-Modul mit Basis f|xy)-
(b) Ist X quasi-kompakt und s € I'(X, F) mit s|x(s) = 0, so gibt es ein n € N mit f"s = 0, wobei f"s als
Schnitt in T'(X, F ® L") aufgefasst wird (Beachte F ® LZ"|x () = Flx(f))-

(¢) X besitze eine endliche affine offene Uberdeckung (U;), so dass F|y, frei ist fiir jedes ¢ und U; N U; quasi
kompakt fir alle ¢,j. Ist t € T'(X(f),F), so gibt es ein n € N, so dass f"t € T'(X(f),F) Restriktion eines
globalen Schnitts s € I'(X, F ®0, L£®") ist. Beachte: Nach (a) haben wir einen kanonischen Isomorphismus

F@oy L x5 =
g o 1 g.
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Beweis (vergleiche Ubungsaufgabe 24 fiir £ = F = Ox)

(a): Ist (U;) eine offene Uberdeckung, so dass L|y, = Op,, und entspricht hierbei f
I'(U;, Oy,), so ist X(f) NU; = U;(g;), und letztere Menge ist offen.

y, dem Schnitt ¢; €

(b): Sei wieder (U;)scr eine trivialsierende Uberdeckung fiir £, wobei ohne Einschriinkung alle U; affin sind
und 7 endlich ist (da X quasi-kompakt ist). Dann ist s|y,(g,) = O fiir alle i, und nach Lemma 4.9 (a) und
der Endlichkeit von I gibt es ein n € N mit ¢}'sy, = 0 fiir alle 7. Fiir f"s gilt dann offenbar f"s|y, = 0 fir
alle 7, also f"s = 0.

(c): Sei (U;) wie eben. Nach Lemma 4.9 (b) und der Endlichkeit von I gibt es ein n € N und Schnitte
b; € F(Ul,f) mit g?ﬂU'i(gi) = bi'Ui(gi) fiir alle 7. Dann gﬂt

bi

Ui(g0)nU;(g5) = bilui(gnnu;(gy)

fiir alle 4, j. Da alle U; N U; quasi-kompakt sind und I endlich ist, gibt es nach (b) ein NV € N mit
fN

fiir alle 4, 7, wobei wir f |y, - b; als Schnitt von L&V @ F {iber U; auffassen. Nach der Garbenbedingung gibt
es also ein ¢t € T'(X, £L®N ® F) mit t|y, = fV|y, - b; fiir alle i. Es folgt

N
U, * b’L uiﬁU]’ = f |U7 . b] Uif‘IUj

toox o = Y lvinx () - bluinx ()

fiir alle ¢ und damit t[x ) = fN]x ) - b.

Lemma 8.A.5 Sei I C S ein homogenes Ideal. Die Surjektion
o: S —» S/=ys
von graduierten Ringen induziert einen Schema-Morphismus
i Y = Proj(S/I) — Proj(S)=X
der eine abgeschlossene Immersion ist. Die zugehorige Idealgarbe ist
J =17 C S% = Ox
und der unterliegende topologische Raum ist via ¢ homéomorph zu

Vi(I) = {p € Proj(S) [ I Cp}.

Beweis: 1) Es folgt wie im affinen Fall (Alg. Geo. I, Satz 5.12), dass ¢ eine stetige Abbildung
i : Proj(S/I) — Proj(S)
P U
liefert, die einen Homéomorphismus zwischen Proj(S/I) und der abgeschlossenen Teilmenge V. (I) C Proj(.S)
induziert.
2) Ist p’ € Proj(S/I) und p = i(p’), so ist p’ = ¢(p) = pS’, und wir erhalten einen surjektiven Homomor-

phismus von lokalen Ringen

(8.A.5.1) wp : Sp - 'IJ/.

Ist f € S homogen und f’ € S” das Bild, so hat man andererseits einen surjektiven Ringhomomorphismus
(8.A.5.2) wf : S(f) - Séf/) .

Nach Konstruktion von Proj(S) und Proj(S’) erhilt man aus (8.A.5.1) und (8.A.5.2) nun leicht, dass die
Zuordnungen
Oproj(s)(U)  —  Oprojisn (i1 (U))
s = (p = i) (s(i(p)))
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fiir U C Proj(S) offen einen Morphismus

Zﬁ : OProj(S) - i*oProj(S’)

von Ringgarben definieren, der fiir die Schnitte auf U = Dy (f) (mit f € S homogen) mit (8.A.5.2) identifi-
ziert werden kann und fiir p’ € Proj(S’) die Halmabbildung (8.A.5.1) liefert. Zusammen mit 1) ergibt sich,
dass (i,4") eine abgeschlossene Immersion ist. Die zugehorige Idealgarbe ist I™, da fiir f € S homogen der
Kern von (8.A.5.1) gleich Iy ist.

Wir erhalten aus 8.A.3:

Satz 8.A.6 Sei A ein Ring und X = P = Proj(A[Xo, ..

, Xn]). Jede quasi-kohirente Idealgarbe J C Ox
ist von der Form a™ fiir ein homogenes Ideal a C A[Xj,..., X

Beweis Sei a = I'.(X,J) C TW(X,0x) = A[Xy,...,X,], wobei sich die letzte Gleichheit aus Lemma 8.7
ergibt. Nach Proposition 8.A.3 ist dann a™ = J C Ox = A[Xo,..., X,]™.

)

Zusammen mit Lemma 8.A.5 folgt sofort:

Corollar 8.A.7 Ist Y — P} eine abgeschlossene Immersion, so identifiziert sich ¥ als A-Schema mit einem
Schema Proj(A[Xo,...,Xp]/a) fir ein homogenes Ideal a C A[Xy,...,X,].

Dies zeigt, dass die Definitionen von projektiven A-Schemata in 6.11 und in Alg. Geo. I 10.19 dquivalent
sind.
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