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2 Sei D := C \ {x |x ∈ ]−∞, 0]}. Sei f : D → C ein Zweig der Potenzfunktion z → z1/2 mit
f(1) = −1, d.h. f : D → C ist die eindeutige stetige Funktion, für die gilt

(i) (f(z))2 = z,

(ii) f(1) = −1.

Entwickeln Sie f als Potenzreihe im Punkte i, d.h. finden Sie ein α ∈ C[[X]] und ein ε > 0,
so dass

α(z) = f(i+ z)

für alle |z| < ε.

Lösung:
Aus der reellen Analysis wissen wir für reelle x ∈]− 1, 1[

f(x+ 1) = −
√

1 + x = −1 +
1

2
x− 1 · 3

2 · 4
x2 + · · · =

∞∑
n=0

bnx
n

mit

bn := (−1)n+1 (2n)!

22n (n!)2
.

Setze β :=
∑∞

n=0 bnX
n.

Es gilt f(eitx) = eit/2f(x) für t ∈] − π, π[ und x > 0 (klar für t = 0, für t 6= 0 folgt es aus
der Stetigkeit von f und obigen Eigenschaften.

Somit gilt

f(i+ ix) = f(i(1 + x)) =
1 + i√

2
f(1 + x) =

1 + i√
2
β(x),

also schließlich

f(i+ z) =
1 + i√

2
β(−iz)

für alle imaginären z mit |z| < 1. Insbesondere ist ρ(β) ≥ 1. Der Identitätssatz für analy-
tische Funktionen besagt nun, dass

f(i+ z) =
1 + i√

2
β(−iz)

sogar für alle z mit |z| < 1 gilt.
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