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KAPITEL 1

Polynome

1. Vorbemerkungen

Eines der zentralen Themen der Linearen Algebra 2 ist die Theorie der Normalformen von En-
domorphismen, in anderen Worten: Sei ein Endomorphismus f : V' — V gegeben. Unter welchen
Bedingungen kénnen wir eine geschickte Basis von V' finden, so dass die zugehorige Matrix beson-
ders einfach ist. Wir haben zum Beispiel am Ende des Wintersemesters gesehen, dass es zu jedem
selbstadjungierten Endomorphismus eine Orthonormalbasis gibt, so dass die zugehorige Matrix
Diagonalgestalt hat (Satz 10.5, Orthonormale Hauptachsentransformation von selbstadjungierten
Endomorphismen). Wir werden u.a. sehen: Zu jedem Endomorphismus eines komplexen Vektor-
raums finden wir einen Basis, so dass die zugehorige Matrix Dreiecksgestalt hat (= trigonal ist).

Wenn wir mit dem Korper der reellen Zahlen arbeiten, ist die Situation etwas komplizierter. Und
man mochte die Aussagen so formulieren, dass auch endliche Kérper wie Z/pZ, p Primzahl, einge-
schlossen sind, da solche Koérper u.a. in der Kryptographie wichtig sind.

Sei A € Mat(n,n;K) (dhnliches gilt fiir Endomorphismen). Wir haben im Wintersemester die
charakteristische Polynom-Funktion kennengelernt.

xa(A) = det, (AL, — A).

Dies ist eine Funktion x4 : K — K.

Wir wissen auch schon, dass die Eigenwerte von A gerade die Nullstellen von x4 sind. Wenn wir
geniigend viele Eigenwerte kennen, so konnen wir die Matrix durch Basiswechsel auf Diagonalge-
stalt bringen.

BEISPIEL.

o = O
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Wir betrachten A zunichst als komplexe Matrix, also A € Mat(3,3;C). Die charakteristische
Polynomfunktion ist dann

A—1 0 0
xa(A) = dets 0 A =1 ==\ +1).
0 1 A
xa:C—C.
Wir haben die Nullstellen A\; = 1, Ay = ¢, A3 = —¢ und die zugehorigen Eigenvektoren
1 0 0
vi=1(0], vpe= 1|11, Vg = 1
0 i —1i

Die Eigenvektoren v1, vy und vs bilden eine Basis von C? und in dieser Basis hat der Endomor-
phismus L 4 die Gestalt

1 0 O

Mat(y'}(£a) = {0 i 0

0 0 —i

Wir kénnen A aber auch als Element in Mat(n, n; R) betrachten, dann erhalten wir eine charak-
teristische Polynom-Funktion x 4, die auch durch die Formel x 4()\) = (A — 1)(A? + 1) beschrieben
wird, aber nun haben wir x4 : R — R. Diese Funktion hat nur die Nullstelle 1, wir finden nur
einen einzigen Eigenwert mit Multiplizitdt 1. Als reelle Matrix ist A nicht diagonalisierbar. Um A
gut beschreiben zu kénnen, muss man auch die “komplexen Nullstellen” der Funktion x4 : R — R
betrachten. Wir stecken uns deswegen das folgende Ziel:

Ziel Nr. 1. Sei K ein Korper und R ein Unterkérper von K. Wir wollen aus einem Polynom in R
ein Polynom in K machen.

In der Schule ist es iiblich, Polynome (iiber K) als Funktionen K — K der Form = +— ag +
a1z + - apx™ zu definieren. In anderen Worten: der in der Schule benutzte Begriff “Polynom”
entspricht genau dem, was wir in LA1, Kapitel 2, Abschnitt 2 als “Polynom-Funktion” bezeichnet
haben. Solch eine Definition ist fiir uns nicht sinnvoll, wir werden Polynome anders definieren.

Um die Schwierigkeiten mit den Polynom-Funktionen zu verdeutlichen, betrachten wir den endli-
chen Korper Z/27Z, d.h. einen Kérper mit den Elementen 0 und 1. Dieser Kérper ist ein Unterkorper
von einem Kérper Ky = {0,1,a, b} mit 4 Elementen, der durch die Tabellen

+]0 1 a b o|0 1 a b
0|0 1 a b 00 0 0 O
111 0 b a 110 1 a b
ala b 0 1 al0 a b 1
blb a 1 0 b0 b 1 a

beschrieben wird.
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Wir setzen R = Z/27 und K = K4 und betrachten die Polynom-Funktion z — P(z) = z(z + 1).
Wir interpretieren diesen Ausdruck zunichst als eine Funktion P : R — R. Es gilt P(0) = 0
und P(1) = 0, die Funktion P : R — R ist also die Null-Funktion. Es ist sehr naheliegend die

Null-Funktion R — R zur Null-Funktion K — K,z — 0 fortzusetzen.

Wir kénnen aber P auch gleich als Polynom in K interpretieren, als K — K : x — P(z) = z(z+1).
Insbesondere a — a(a+1) = ab = 1. Die Fortsetzung auf K ist somit nicht eindeutig, es ist unklar,
ob a eine Nullstelle der Polynom-Funktion P : R — R ist oder nicht. Abhilfe schafft die Definition
des Polynoms im n#chsten Abschnitt.

Ein zweiter Grund motiviert die folgende Definition von Polynomen: Auf dem Weg zu unseren
Normalformen wird der Satz von Hamilton-Cayley wichtig sein. Er besagt

XA (A) =0.
Damit dieser Ausdruck iiberhaupt definiert ist, muss man Matrizen in Polynome einsetzen kénnen.

Ziel Nr. 2. Sei R ein Korper. Wir wollen Matrizen A € Mat(n,n; R) in Polynome in einsetzen
konnen.

Wir konnen beide Ziele vereinigen.

Vereinigtes Ziel. Sei S ein Ring mit 1 und R ein Unterring mit 1 von S, so dass rs = sr fiir alle
r € Rund s € S. Wir wollen aus einem Polynom {iber R ein Polynom iiber S machen.

Ziel Nr. 1 erhalten wir daraus direkt, S = K: Jeder Korper ist ein kommutativer Ring mit 1. Um
Ziel Nr. 2 zu erhalten, setzen wir S := Mat(n,n; R).

Die Menge aller Polynome ist wiederum ein Ring. Er hat dhnliche Eigenschaften wie der Ring
der ganzen Zahlen, u.a. erlaubt er eine Division mit Rest und eine im wesentlichen eindeutige
Primfaktorzerlegung.

2. Definition der Polynome

Im folgenden sei R ein kommutativer Ring mit 1. Alle Ringe in diesem Kapitel sind Ringe mit 1,
und alle Unterringe sind Unterringe mit derselben 1.

Bevor wir eine formale Defintion von Polynomen angeben, wollen wir ein anschauliches Bild er-
klédren.

Eine Polynom iiber R stellt man sich am besten als einen Ausdruck der Art P = ag+a1 X +a2 X2+
<o amX™ (mit m € NU {0} und ao,...,an € R) vor, den wir als Rechenvorschrift interpretieren
wollen. Genauer: sei S ein (nicht unbedingt kommutativer) Ring, der R als Unterring enthilt. Wenn
zugegebenem A € S ersetzen jedes X im Ausdruck P durch A. Das Ergebnis nennen wir P(A). Wir
erhalten eine Funktion S — S, A — P(A), wir sagen: wir setzen A in P ein. Im Spezialfall S = R
nennen wir die so erhaltene Funktion P : R — R,r — P(r) die assoziierte Polynom-Funktion. Die
Faktoren a; heilem Koeffizienten von P, genauer a; heifit der Koeffizient vom Grad i.
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Wir sagen, zwei Polynome P = ag+ a1 X + a2 X2 +---amnX™und Q = bg+ b X +b, X2+ b, X"
sind gleich, wenn

(1.) a; = b; fir allei € {0,1,...,min{m,r}},

(2.) a; =0 fiir alle ¢ mit r < i < m,

(3.) b; =0 fiir alle i mit m < i <.

Offensichtlich gilt dann auch P(A) = Q(A) fiir alle A.

BEISPIELE. (1) R = R: Die Polynome P =2+ 3X 4+ 0X? und Q = 2 + 3X sind gleich.

(2) R = Z/2Z: Die Polynome P = X (X — 1) und @ = 0 sind nicht gleich, aber die assoziierten
Polynomfunktionen sind gleich: P(r) = Q(r) fir alle r € R = {0,1}. Wenn man aber a € K4
einsetzt, erhalten wir P(a) =1 # 0 = Q(a).

Wir werden spéter sehen, dass verschiedene Polynome verschiedene Rechenvorschriften darstellen,
genauer:

LEMMA 2.1. Seien P und QQ Polynome iber R, die nicht gleich sind. Dann gibt es einen Ring S,
der R als Unterring enthdlt, und ein A € S, so dass P(A) # Q(A).

Die Addition und Multiplikation von Polynomen macht man nach den naheliegenden Regeln, z.B.
(1+3X)+ (2+5X%) = (B+3X +5X> (1+X)(2+3X +4X?) = (2+5X +7X*+4X7).
Konvention X := 1.

Wiederholung: Abb, (Np, R) ist der Raum aller Abbildungen Ny — R, die nur endlich viele Elemente
auf etwas von Null verschiedenes abbilden. Die Menge Abb.(Np, R) sind also genau die quasi-
endlichen Familien von Elementen in R. Wir schreiben sie in der Form (ag, a1, az,...,am,0,0,...)
oder (a;)ien, -

Formale Definition von Polynomen.
DEFINITION 2.2. Sei R ein kommutativer Ring. Wir definieren
R[X] := Abb, (No, R).
Wir addieren Elemente von R[X] wie Elemente von Abb.(Ny, R), d.h. komponentenweise
(ai)ieny + (bi)ien, = (@i + bi)ien, -

Wir definieren aber eine andere Multiplikation

(ai)ien, - (bi)ieny = (Ci)ieNo
wobei ¢; 1= Z;:o a;bi_;.
Man rechnet leicht nach, dass R[X] ein kommutativer Ring ist, das Nullelement ist (0,0,0,...) und
das Einselement ist (1,0,0,...).
Beispiele: (0,1,0,...)2=(0,0,1,0,...), (0,1,0,...)* = (0,0,0,1,0,...), etc.
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(7‘1,0,0,...) . (7‘2,0,0,...) = (7“17“2,0,0...).

Zu jedem (i — a;) € Abb(No, R) erhélt man ein Polynom )7, a;X*. Umgekehrt lisst sich jedes
Polynom in eindeutiger Art so schreiben. Auflerdem ist die Addition und Multiplikation auf R[X]
genau die oben angedeutete intuitiv definierte Addition und Multiplikation von Polynomen. Wir
definieren deswegen.

DEFINITION 2.3 (Formal korrekte Definition von Polynomen). Sei R ein kommutativer Ring. Der
Ring R[X] heifit der Ring der Polynome iiber R, die Elemente heiflen Polynome iiber R. Wir
schreiben X := (0,1,0,0,...). Somit ist Y .~ amX™ = (ag, a1, .., am,0,0,...). Wir identifizieren
ausserdem r € R mit (r,0,0,...) =7+ 0X'+0X2....

Mit dieser Definition ist R ein Unterring von R[X].

Beweis von Lemma[Zdl Wir setzen S := R[X], A:= X. Dann gilt P(X) =P, Q(X) = Q. O

3. Ringe (Fortsetzung)

Bevor wir mit Polynomen fortfahren, miissen wir noch ein paar Begriffe iiber Ringe einfiihren.

Seien R und S Ringe. Wir benutzen in diesem Semester den Begriff “Ring” immer im Sinne von
“Ring mit 1”. Unterringe sind immer als Unterringe mit 1 zu verstehen, die 1 ist in allen Unterringen
enthalten. Eine Abbildung ¢ : R — S heifit Homomorphismus von Ringen (mit 1), falls fiir alle
z,y € R gilt
P +y) =ox)+o(y)  dlay) =d(@)dly)  ¢(1r) = 1s.

Falls ¢ surjektiv, bzw. injektiv, bzw. bijektiv ist, so nennt man ¢ einen Epi-, bzw. Mono-, bzw.
Isomorphismus von Ringen. Ein Endomorphismus von Ringen ist ein Homomorphismus von einem
Ring in sich selbst, und ein Automorphismus von Ringen ist wieder ein bijektiver Endomorphismus
von Ringen.

BEISPIELE.

(1) Die komplexe Konjugation C — C, z — Z ist ein Isomorphismus von Ringen, sogar ein
Automorphismus.

(2) Die Abbildung R — Mat(n,n; R), R — r1,, ist ein Monomorphismus von Ringen.

(3) Seien n,m € N. Die Abbildung

¢ : Mat(n, n; R) — Mat(n + m,n + m; R), A (61 8>

erfiillt (A + B) = ¢(A) + ¢(B) und ¢(AB) = ¢(A)p(B) fiir alle A, B € Mat(n,n; R),
aber nicht ¢(1,,) = 1,4m. Sie ist also kein Homomorphismus von Ringen (mit 1).
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DEFINITION 3.1 (Wiederholung). Ein Element a eines kommuativen Rings R heifit Nullteiler, falls
a # 0 und falls es ein b € R\ {0} gibt mit ab = 0.

DEFINITION 3.2. Ein Ring R (mit 1) heifit Integrititsring (oder auch Integrititsbereich), falls R
kommutativ ist, 1 # 0 und falls R keine Nullteiler besitzt.

Jeder Unterring eines Integrititsringes ist wieder ein Integritétsring.

BEISPIELE.

(1) Z ist ein Integritétsring.

(2) Alle Korper sind Integritétsringe.

(3) Der Nullring ({0}, +,) ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit 1, aber 1 = 0,
deswegen ist es kein Integritétsring.

(4) Der Ring Z & Z, versehen mit der komponentenweisen Multiplikation und komponen-
tenweisen Addition ist ein kommutativer Ring mit 1 = (1,1) # 0 = (0,0), aber er hat
Nullteiler: (0,1) - (1,0) = (0,0). Es ist kein Integritétsring.

4. Elementare Eigenschaften von Polynomen

Nachtrag und Wiederholung: Ein Monom ist ein Polynom der Form aX"”, a € R, n € Ny. Das
X in R[X] nennt man auch die Unbestimmte des Polynomring. R[X] ist der Polynomring in der
Unbestimmten X iiber R. Ein Polynom ag 4+ a1 X + a2 X2 + ... ist konstant, falls a,, = 0 fiir alle
n > 1. Man identifiziert 7 € R mit dem konstanten Polynom r + 0X + 0X24.--.

Ist P =3y, aiX® € R[X] ein Polynom # 0, dann ist die Menge {i € No|a; # 0} endlich und
nicht-leer und besitzt deswegen ein Maximum, das wir n nennen. Man nennt dann n den Grad von
P und schreibt hierfiir kurz deg P. Fiir das Nullpolynom P = 0 definieren wir deg(0) = —oc.

Beispiel: deg(1 +0X +3X2+0X3 +0X?*...) =deg(l +3X?) =2
Beispiele: X2 und 2 + X + 0X? sind unitéir, 1 4+ 2X ist nicht unitér.
PROPOSITION 4.1. Sei R ein Ring, P,Q € R[X].

deg(P + Q) < max{deg P,deg Q}

deg(P - Q) < deg P + deg Q
Ist R ein Integrititsring, dann gilt sogar

deg(P - Q) = deg P + deg Q.

Hierbei nutzen wir die Konventionen

n+ (—00) = —co+n:i=—00 (—00) 4+ (—0) 1= —00.
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Beweis. Die Aussage ist klar, falls P = 0 oder @ = 0.
Seien nun P, @ € R[X]\ {0}, n = deg P und m = deg Q). Wir schreiben
P=ay+a X +axX?+ - 4+a, X" Q=by+bX +bX?>+ - +b,X™,

wobei a,, # 0 und b,, # 0. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei n > m. Wir setzen b; = 0 fiir
ie{m+1,...,n}. Dann gilt

P+ Q= (ao +bo) + (a1 +b1)X + (a2 +b2) X* + - + (an + by) X",
und deswegen ist deg(P + Q) < n = max{deg P,deg @}. Auflerdem gilt
PQ= aoboJr(a0b1+a1b0)X+(a0b2+a1b1+a2b0)X2+~ At (agbmAarby 1+ Fambo) X+ A an by X

Hieraus sieht man deg(PQ) < n+m und wir haben deg(PQ) < n+m genau dann, wenn a,b,, = 0.
Ist also R nullteilerfremd, so gilt deg(PQ) = deg P + deg Q. O

Ahnlich sieht man: Das Produkt von unitéiren Polynomen ist wiederum unitér.

KOROLLAR 4.2. FEin Ring R ist nullteilerfrei genau dann, wenn R[X]| nullteilerfrei ist. Also ist
R ein Intergrititsring genau dann, wenn R[X] ein Integrititsring ist.

Beweis. Sei R nullteilerfrei. Angenommen PQ = 0 fiir P,Q € R[X]. Dann gilt
—00 = deg(PQ) = deg P + deg Q.

Wegen deg P,deg Q € {—o00} UNj folgt deg P = —oo oder deg@ = —o0, also P = 0 oder @Q = 0.
Somit ist auch R[X] nullteilerfrei.

Ein Unterring eines nullteilerfreien Ringes ist ebenfalls nullteilerfrei. Aus der Nullteilerfreiheit von
R[X] folgt also auch die Nullteilerfreiheit von R. |

PROPOSITION 4.3. Sei R ein Integrititsring. Dann gilt
(R[X])* = R".
In anderen Worten: Ein Polynom ist genau dann invertierbar, wenn es konstant ist und der Wert
des Polynoms invertierbar in R ist.
Beweis: Anwesenheitsiibungen.

DEFINITION 4.4 (Einsetzen in Polynome). Sei ¢ : R — S ein Homomorphismus von Ringen.
Fiir A € S definieren wir die Finsetzungabbildung (auch manchmal Auswertungsabbildung, engl.
evaluation, genannt)

evi i RIX] S, P=Y aX' Y ¢(a;)A",
=0 =0

Hierbei ist wieder nach Definition A° := 1g. Wenn ¢ aus dem Kontext heraus klar ist, so schreiben
wir auch P(A) an Stelle von evﬁ (P). Man nennt auch P(A) den Wert von P an der Stelle A.
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BEISPIELE.

(1) Falls S = R[X], ¢+ : R — R[X] die Inklusion und A = X, so ist evl : R[X] — R[X] die
Identitét.

(2) Ist R=R, S = C[X]¢: R — C[X] die Verkettung der Inklusionen R — C und C — C[X],
A = X, dann macht ev’y aus dem Polynom P = > " a; X i {iber R das Polynome iiber
C mit derselben Formel P = Y1 a; X"

(3) Allgemein bekommen wir zu einem Unterring R von S, einen injektiven Homomorphismus
evly : R[X] — S[X], der uns erlaubt, R[X] als Unterring von S[X] zu betrachten.

(4) Ist k : C — C die komplexe Konjugation, und ¢ : C — C[X], so ist evig" : C[X] — C[X],
die Abbildung, die alle Koeffizienten komplex konjugiert. Wir schreiben P := ev’% (P),
also

ao+ a1 X +ax X2+ - =ap+aX +aX>+ -
(5) Ist A € Mat(n,n; R), ¢ : R — Mat(n,n; R), r — rl,, so gilt
evi(ao +ar X +as X%+ )=ap+aA+ as A% +
(6) Ist S = R[X], t: R — R[X] die Inklusion und A = X2, dann gilt
ev‘XQ(ao—i—alX—i—agXQ—i—---) =ap+ a1 X2+ a X+
(7) Ist S = R[X], ¢ : R — R[X] die Inklusion und @ € R[X], so schreibt man oft P o @ fiir
eviy(P). So ergibt P = X2+ X +1,Q = X*+1dann PoQ = (2® + 1)+ (X*+1)+1 =
X%+ 3X3 + 3. Die Notation ist motiviert durch die Identitst
PoQ="PoQ.
(8) Sei S = Abb(R, R), versehen mit der komponentenweisen Addition und der komponenten-

weisen Multiplikation. Die Abbildung ¢ : R — S bilde a € R auf die konstante Funktion
(R — R,r — a) € Abb(R, R) ab. Weiter sei A =1d : R — R die Identitét. Wir berechnen

evf)d(ame) € Abb(R, R). Sei dazu b € R:

(v (amX™)(b) = (¢(am)Id - ... - 1d)(b) = amb- ... b) = amX™(b).
m—mal m—mal

Und deswegen gilt fiir alle Polynome P € R[X]
vl (P) = P.

PROPOSITION 4.5. Sei ¢ : R — S ein Homomorphismus von Ringen, A € S. Dann gilt fir die
oben definierte Einsetzungsabbildung evﬁ :R[X]— S:

(a) evA |r = ¢, insbesondere ev(1g) = 1s,
(b) evi(X) = 4,
(c) evA(P +Q) = evi(P) + ev4(Q) fiir alle P,Q € R[X],

(d) eVA ist ein Homomorphismus von Ringen, gdw fiir alle r € R gilt ¢(r)A = Ag(r).
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BEISPIELE. (Fortsetzung)
In den Beispielen (1)—(3) und (5)—(7) ist der Zielring S kommutativ, deswegen gilt dann fiir alle
r € R: ¢(r)A = A¢(r). In Beispiel (4) gilt fiir alle r € R und alle A € Mat(n,n; R)

o(r)A = (rl,)A =rAl, = A(rl,) = Ad(r).

Somit ist in allen obigen Beispielen evﬁ ein Ringhomomorphismus.

Beweis der Proposition. (a) und (b) sind offensichtlich.
Fiir (c) schreiben wir P =Y 1a, X" und Q = Y_* ; b;X*, M = max{deg P, deg Q}. Dann gilt

m

ev‘ﬁ(Z(ai + b)) X"

=0

ev‘ﬁ (P+Q)

m

=0

= ) b(a) A+ dla) Al
=0 1=0

= v (P)+evi(Q)

Fiir (d) schreiben wir P =" ja; X" und Q = Y_." ; b;X"*. Dann gilt
n+m
VA(PQ) = evi(3 (3 anb)X)
=0 ktj=i
n+m
= > > dlagby)AFH
i=0 k+tj=i
n+m ]
= > > dlan)db)ArAl
i=0 k+tj=i
n+m
D> dlar)Arg(b;) A

i=0 k+j=i

(3 dlaa®) (i 6b)4)

Jj=0

Il =

= ovi(P) evi(Q)

Hierbei benétigen wir bei dem Gleichheitszeichen =, dass A mit dem Bild von ¢ kommutiert. O

Wir haben unter anderem gezeigt:
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PROPOSITION 4.6 (Universelle Eigenschaft des Polynomrings R[X]). Seien R und S Ringe (mit
1), R kommutativ, A € S, und ¢ : R — S ein Homomorphismus von Ringen. Dann gibt es einen
eindeutig bestimmten Homomorphismus von Ringen evﬁ : R[X] — S so dass evﬁ(X) = A und so
dass das Diagramm

R R[X]

kommutiert.

Bemerkung zu Beginn der dritten Vorlesung;:

In den letzten Stunden haben wir den Polynomring R[X] betrachtet, wobei R kommutativer Ring
(mit Eins) ist. Der wichtigste Fall ist, wenn R ein Korper ist. Wenn R ein Korper ist, hat man sehr
weitgehende Aussagen, u.a. gibt es eine Polynomdivision mit Rest, siehe unten. Andere Aussagen
wiederum gelten auch unter der Voraussetzung, wenn R ein etwas allgemeinerer kommutativer Ring
ist. Um zu erkldren, wieso es wichtig ist, auch Ringe zuzulassen, die kein Korper sind, gebe ich ein
Beispiel: Den Ring der reellen Polynome in 2 Variablen X und Y definiert man als (R[X])[Y], d.h.
man startet mit dem Korper R, geht dann in einem ersten Schritt {iber zum Polynomring iiber dem
Ring R, den wir mit R[X] notieren, und dann in einem zweiten Schritt betrachten wir Polynome
iiber dem Ring R[X], dessen Unbekannte wir mit Y bezeichnen. man zeigt, dass R[X])[Y] und
R[Y])[X] isomorphe Ringe sind, und nennt ihn. R[X,Y]. Man kann zeigen, dass auch in diesem
Ring eine bis auf Einheiten eindeutige Primfaktorzerlegung existiert. Es wiirde aber zu weit fithren,
dies alles in diesem Semester zu machen. Wir wollen deswegen annehmen, dass R ein Korper ist,
wenn dies die Aussagen oder Beweise vereinfacht, und bei anderen Aussagen beliebige kommutative
Ringe (mit 1) zulassen.

5. Polynomdivision

In diesem Abschnitt sei K immer ein Korper

PROPOSITION 5.1 (Polynomdivision). Seien P,Q € K[X],Q # 0.
Dann gibt es (eindeutige) S,T € K[X], so dass P = QS + T mit deg(T) < deg(Q).

Beweis der Existenz.

(a) P =0, dann erfiillen S := T := 0 das Gewiinschte.
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(b) Wir setzen k := deg P — deg Q.

Wenn k < 0, dann S :=0,7T := P.

Wenn k > 0, so zeigen wir die Existenz mit Induktion iiber &
Induktionsanfang k = 0: n = deg P = deg ()

P=%",a,X. Q=" b:X"a,#0,b, #0

s = ‘Z—: konstantes Polynom

T=P—Q8=5 (e — b)) X" =355 (ai — g20i) X
degT <n—1<deg@

Induktionsschritt von & — 1 nach k:
n = deg @
P=Y"" X an g #0
Q=>", bi X% b, 0
Setze S 1= ‘Z’Z—I’“Xk

T = P-5Q
n+k ) a
= Y axi- Z+kb Xix*
] 1=0
n+k n+k a X
— pP-50= X - 2R kX
5Q Z a >, b
n+k a . ) k—1 )
= Z (ai—%bi_k) XZ+ZGiXZ
i=k =0
fir i—nts:
An+k— b7b4 0

Alsodegfgn—i—k:—l. R R
Nach Induktionsvorraussetzung existieren S und 7', so dass

T = QS +T, deg T < degQ

Also: P = QS+T Q( S)JrT deg T < deg Q
S:=8+ S, T :=T. Die Existenz folgt.

Beweis der Eindeutigkeit. Wird dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

BEISPIEL. Polynom-Division
P=X*+2X3+X2+2X +1
Q=X?+X+1

13
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(XP42X3 4+ X2 42X + 1) = (X2 + X +1)(1-X?+1-X - 1)+ (2X +2)
X4 - X% - x?
X3+0+2X
-X3 - X% - X!
- X?+X+1
+X24+ X' +1
2X +2

DEFINITION 5.2. P € K[X],a € K heifit Nullstelle von P, falls P(a) = 0.

PROPOSITION 5.3. Sei P € K[X]|, « € K. Dann ist « eine Nullstelle genau dann, wenn
R eKX]: QX —a)=P

Beweis. <: Sei P =Q(X — «). Dann gilt P(a) = Q(a)(a —a) =0
=: Sei P(a) =0
Dividiere P durch (X — «)
P=SX—-a)+T,degT <deg(X —a) =1
=>3Jdce K:T=c
0=Pla) =8(a) (a—a)+T(a) =c
—_—— —~—

=0 =c

=T=0¢cK[X] O

6. Ideale und Hauptideale

Sei R immer ein Ring.
DEFINITION 6.1. I € R heifit Ideal, falls
(1) (I,+) ist eine Untergruppe von (R, +)

1
(2) x-a€l VYreR Yacl
3) a-xel VeeR Vael

Man schreibt dann kurz I < R.
Insbesondere ist I abgeschlossen unter Addition, unter der Abbildung x — —z und der Multipli-
kation.

BEISPIELE.

(1) R=Z,keZ

(2) R =R[X]
I={>" a;X"a; e R,meN } aR[X]
(3) Sei [ <R

I=R&lel
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LEMMA 6.2. Sei f : R — S ein Homomorphismus von Ringen. Dann ist Bildf ein Unterring
und
Kernf ist ein Ideal.

Beweis. Bildf ist Unterring :

e f(0)=0¢cBildf = Bildf #0
e Va,beBildf :3s,t € R: f(s)=ua,f(t)=D
fs+t)y=f(s)+ f(t)=a+b
——
eBildf
o f(—=s)=—a
—
€Bildf
e Va,beBildf :3s,t € R: f(s)=ua,f(t)=D
f(st) = f(s)f () = ab
——
eBildf
e f(1r) =1s

= Bildf ist Unterring
Beweis. Kern f ist Ideal:

e Va,beKern f: fla—b)=f(a)— f())=0-0=0
= a—b € Kern f. Aulerdem ist 0 € Kern f. Also ist (Kern f,+) eine Untergruppe von

(R, +).
e Vx € RVaeKern f: f(xa) = f(x) f(a) =0
0
= za € Kern f N
e Analog : ax € Kern f
= Kern f ist Ideal |

LEMMA 6.3.
Sei (a;)icr eine Familie von Idealen in R, I # ().
Dann ist (;c; a; ein Ideal.

Beweis.

e Der Schnitt von Untergruppen ist wieder eine Untergruppe (siehe Vektorraumtheorie).
e Seia€ef), s,z ER
=Viel: acaj,r€R = ar,raca; = ax,va € (o0 ]

a;1deal
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DEFINITION 6.4. Sei M C R, (M) = (\;;caar @< R das kleinste Ideal von R, das M enthilt.
(M) heifit das von M erzeugte Ideal in R. M heifit Erzeugendensystem von (M). Falls M endlich
ist, M = {as, ..., a,}, dann schreibt man (a1, ...,a,) = ({a1,...,an})

Ein Ideal a < R heifit

- endlich erzeugt, falls, Jay, .., a, € a mit a = (a1, .., an)

- Hauptideal, falls Ja € a mit a = (a)

BEMERKUNG 6.5. Sei R kommutativ. Dann gilt b€ R, (b) = {b-r|r € R}
b1,....b, € R, (bl, ,bn) = {Z?Zl bi’l“i|’l“i S R}

DEFINITION 6.6. Ein Ring R heifit Hauptidealring (HIR), falls

(a) R ist ein Integritdtsring

(b) Jedes Ideal von R sei ein Hauptideal

Ziel: Beweisen, dass Z und K[X] HIR sind

DEFINITION 6.7. Ein euklidischer Ring ist ein Integrititsring mit einer Abbildung
d: R\ {0} — Ny,

so dass Vp,q € R, ¢ # 0 Elemente s,t € R existieren mit p = ¢gs + ¢t und {¢t = 0 oder d(t) < d(q)}.

BeispiELE. Euklidische Ringe sind:

(1) R=Z,d:Z — Ny, z + |2|

(2) Proposition Bl besagt, dass (R = K, d := deg) ein euklidischer Ring ist.

PROPOSITION 6.8. Alle euklidischen Ringe sind Hauptidealringe.

Beweis. Sei (R,d) ein euklidischer Ring, a < R.

Falls a = {0}, dann a = (0).

Sei an (R\ {0}) # 0.

Wir setzen n := min{d(x)|r € an (R \ {0})}.

Wiéhle b € an (R\ {0}), so dass d(b) = n.

Beh.: (b) = a, denn

(1) bea=(b)Ca
(2) Seiwv € a:
Dividiere v durch b: v = sb+t mit t = 0 oder d(t) < d(s). Somit haben wir
t=_v —_ s b €a=d(t)=0oder d(t) > d(q)

~—
€a €ER €a

Alsot =0 . Also ist v = sb € (b) = a Hauptideal. Also ist R ein Hauptidealring. O
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Anwendung. Zu Beginn der heutigen Vorlesung wollen wir kurz motivieren, wieso wir Haupt-
idealringe studieren. Wir betrachten dazu folgende Anwendung.

Sei K = R ein Korper, A € S = Mat(n,n; K). Wir wihlen den Homomorphismus von Ringen
¢: K — S5, aw a-1,. Nach Proposition EEfl existiert dann ein Homomorphismus ev¥ : K[X] —
S, P — P(A), so dass das Diagramm

K

kommutiert.

Dann ist ker(ev?) ein Ideal in K[X], also ein Hauptideal, das heifit es existiert ein Polynom
Py € K[X], so dass (Py) = ker(ev?). Dabei ist (Py) = {PQ|Q € K[X]}, Pp = ao+ a1 X + ... +
amX™, am # 0, Wir setzen Py = iPO =& 4.+ 1- X" (Pa) = (Po) = ker(ev}) heiflt das
Minimalpolynom von A. Es ist das , kleinste“ nicht-triviale Polynom mit P4(A) = 0.

7. Teiler, irreduzible Elemente, Primelemente

In diesem Abschnitt sind R, S Integritdtsringe.
R* = {invertierbare Elemente in R} = {Einheiten von R},
Also zum Beispiel (Z)* = {£1} und (R[X])* = R\{0}.

DEFINITION 7.1. a,b € R,a | b ateilt b Je€ R: b= ac.
Sprich: ,,b ist Vielfaches von a* oder ,,a teilt b“ oder ,,a ist Teiler von “.

BEISPIELE.
e 7|14inZ
©2{3inZ,2|3inR
o (X —2)|X2—4=(X+2)(X-2)in R[X]
er|0 VreR,1|r VreR

DEFINITION 7.2. Seien a,b € R\{0}.
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(1) Es heilen a und b assoziiert < a ~ b < a | bund b | a = Je € R* : b = ac. Die Relation

,assozilert® ist eine Aquivalenzrelation.
(2) a ist echter Teiler von b, genau dann wenn

(a) a|bund

(b) a ¢ R* und

(c) a=b
(3) a ist irreduzibel, genau dann wenn

(a) a ¢ R* und

(b) a hat keine echten Teiler

Dies wiederum gilt genau dann, wenn

(a) a ¢ R* und

(b’) a hat keine echten Teiler.
(4) a ist reduzibel < 3b,c € R\(R* U {0}), so dass a = be.
(5) @ prim (in R), genau dann wenn

(a) a ¢ R*

(b) Vb,c€ Rgilt: a|bc=a|bValc

Man zeigt leicht, dass ein a € R\ (R* U{0}) genau dann reduzibel ist, wenn es nicht irrdezibel ist.

Insbesondere haben wir also
R= {O}L.JR*L.J{reduzible Elmte}L.J{irreduzible Elmte}

BEISPIELE.

(1) R=%Z,5~ -5
2 ist echter Teiler von 12.
2,3,5,—2,—3, =5 prim und irreduzibel.
(2) R Korper, r,s € R* =r ~s
(3) K Korper, R = K[X], R* = K* = {konstante Polynome # 0}. Es gilt dann fiir alle
a € K, dass (X — a) irreduzibel in K[X] ist.
Um dies zu begriinden, nehmen wir an, dass X — a = PQ, P,Q € K[X]\{0}, 1 =
deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)
= deg(P) = 0 oder deg(Q) =0
= P € (K[X])* oder Q € (K[X])*.
Also ist (X — «) irreduzibel.
(4) VP € K[X], K Korper. (X — «) | P < o Nullstelle von P.
() K Koérper, P € K[X], deg(P) € {2,3}. Dann gilt:

Jo € K mit P(a) = 0 < P reduzibel.

Begriindung.
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(a) Falls es o € K gibt mit P(a) =0 = 3Q € K[X] mit P = (X — «)Q = P reduzibel
(deg(X — a) = 1, deg(Q) € {1,2}).

(b) Sei P reduzibel = 3Q,T € K[X\K, P = QT, deg(P) < 3, deg(Q) > 1, deg(T) >
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen: deg(Q) =1 = @
aX+bmita#0,Q(a)=0,a=-2eK=Pla)=0

LEMMA 7.3. Sei R ein Integrititsring, a € R. Aus a prim folgt, dass a irreduzibel ist.

1.

Beweis.

(1) @ prim = a ¢ R* U {0}

(2) Falls a reduzibel ist, so 3b,¢ € R\R* : a = be. Offensichtlich a | @ = be. Wir behaupten
nun a{b. Um diese Behauptung zu zeigen, nehmen wir an a | b. Daraus folgt 3d € R, so
dass b=ad = a =bc =adc = a(l —dc) =0=dc=1= c € R* = Widerspruch.
Analog zeigen wir a 1 c.
= @ ist nicht prim.

LEMMA 7.4. Seia € R, (a) := {ar|r € R},1 € (a), (1) C (a).

(1) a invertierbar < (a) = R

(2) a|b< (b) C(a)

(3) a ist echter Teiler von b < (b) G (a)und(a) # R

(4) a~be (b) = (a)

(5) Seip € R\(R*U{0}). p irreduzibel < es existiert kein Hauptideal (b) S R mit (p) & (D).

Begriidung.

(1) @ invertierbar < 1 € (a) < (a) = R
(2) albeTIreRb=rasbe (a) < (b) C(a)
(3) a ist echter Teiler von b, genau dann wenn a | b,bf ¢ und a ¢ R* U {0}. Dies gilt genau

dann wenn (b) & (a), (a) # R ist.

DEFINITION 7.5. Ein Polynom ag + a1 X + ... + an X™, ay, # 0 heit normiert, falls a,, = 1.

KOROLLAR 7.6. Sei K ein Korper, {0} # a < K[X]. Dann existiert ein eindeutiges normiertes
Polynom Py € K[X], so dass (Py) = a.

Beweis. Da K[X] ein Hauptidealring ist, gibt es ein P, € K[X] mit (P,) = a,P, # 0. P, =
ag+ a1 X + ... +apX™, am #0, Py = ;‘—::L + %X 4+ ...+ 1- X™ normiert.

Py ~ P, = (Py) = (P1) = a ~ Existenz von Py. Sei @ € K[X] normiert (Q) =a= (F) = Q ~
P=3reK*:Q=rP=4deg(Q)=deg(P),Q=by+..+1- X" =r . P=r2 4 4+r.-1-X™,

am

r=r-1=1= @ = Py ~ Eindeutigkeit. O
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Grofiter gemeinsamer Teiler (ggT) und kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV).
Sei R ein Hauptidealring. a,b € R.

DEFINITION 7.7.

(1) cist ein kgV von a und b, genau dann wenn (c¢) = (a) N (b).
Beispiel. X4+ X3 — X — 1 ist kgV von (X? — 1) und (X2 —1).

(2) dist ein ggT von a und b, wenn (d) = (a,b), (a,b) = {ary + bra|r1,r2 € R}.
Beispiel. R = Z,a = 6,b = 4 < (a,b) = {6r1 + 4re|r1,72 € R} = 2Z = (2)

Also sind 2 und —2 ggT's von 4 und 6.

VORLESUNG am 28.4.
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KOROLLAR 7.8. Sei P € K[X]\ {0} unday,--- ,a seien Nullstellen mit Multiplizitit my, - - ,my,
dann gilt

k
Z m; < deg P
i=1
KOROLLAR 7.9. K sei ein unendlicher Korper. Seien P,Q € K[X]. Dann gilt
P=Q < Pla) =Q(a),Va e K

Dies bedeutet, dass zwei Polynome mit Koeffizienten in einem unendlichen Koérper genau dann
gleich sind, wenn die assoziierten Polynomfunktionen gleich sind. (Bsp. R[X], Q[X])

Beweis des Korollars. ,=“ Ist klar.

»<=“Sei P(a) = Q(a),Va € K.

Definiere S als S := P — ). Dann sind alle @ € K Nullstellen von S. Da K unendlich ist, folgt
dass S unendlich viele Nullstellen hat. Also ist S = 0. m]

8. Algebraische Abgeschlossenheit

DEFINITION 8.1. Ein Kérper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes P € K[X] mit deg P > 1
mindestens eine Nullstelle besitzt.

Es gilt dann sogar: Zu jedem P € K[X]\ {0} gibt es ein r € K* und oy, -+ , @y, € K mit
P=r(X—-—o)(X —az) (X —am)

SATZ 8.2. Zu jedem Korper L gibt es einen algebraisch abgeschlossenen Korper K, der L als
Unterkorper enthdlt.

SATZ 8.3. Fundamentalsatz der Algebra

C ist algebraisch abgeschlossen.

Den Beweis dieser Sitze werden Sie spiter im Studium kennen lernen.
Folgerung. In C[X] gilt VP € C[X]
P irreduzibel & Pprim < degP =1

Die Berechnung der Nullstellen von Polynomen bis zu einem Grad von 4 ist durch Formeln méglich.
Bei Polynomen von Grad > 5 ist dies im allgemeinen unméglich (siehe Algebra 1, Galoistheorie).
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9. Reelle Polynome

Da die reellen Zahlen nicht algebraisch abgeschlossen sind, finden sich nicht konstante Polynome,
die in den reellen Zahlen keine Nullstelle besitzen, so z.B. P = X? + 1. Wenn man aber R[X] als
Unterring von C[X] betrachtet, ldsst sich eine Zerlegung fiir reelle Polynome vom Grad > 3 in
Polynome vom Grad 1 und 2 herleiten.

Wiederholung. Sei P =" a; X7 € C[X].

Dann ist P := Y7 @; X7 und es gilt

P(z)
Clxj

R X]eP=P

Sei nun P € R[X],deg P > 1.

Als komplexes Polynom kann P in Primfaktoren vom Grad 1 zerlegt werden. Mit m = deg P und
i, o, € Cist

P=r(X—a1) (X —an)=TX —-a1) (X —@n)
Die Primfaktorzerlegung ist bis auf die Reihenfolge eindeutig. Also ist r =7 und Jo € S,,, so dass
@j = Qo(j)

fir alle j € {1,...,n}. Wir ordnen nun die faktoren um: Wir schieben alle reellen Wurzeln a; € R
nach rechts, die imaginaéren (=nicht-reellen) Wurzeln nach links. Wenn o € C\ R eine Wurzel ist,

dann auch @ und zwar mit derselben Vielfachheit. Wir ordnen jeweils so eine Worzel a € C\ R
mit & zusammen, und erhalten 5; € C\ R,v; € R mit

P=r (X_ﬁl)(X_Bl) (X_52)(X_B2)"'(X_ﬁ7‘0)(X_B7'0)(X_71)"'(X_’Ym—Qro)a

(X2-2(Re(f1)X+|61]?)€R[X]

wobei 2rg die Anzahl der imagindren Wurzeln (mit Vielfachheit gezihlt) ist.
Folgerung. Sei P € R[X],deg P > 3. Dann ist P reduzibel.
THEOREM 9.1. Fin Polynom P € R[X] ist irreduzibel genau dann, wenn

(1) deg P =1 oder
(2) deg P =2 und P ist von der Form aX? + bX? + ¢ mit 4ac > b*

Beweis.

(1) deg P =1 = P ist irreduzibel.
(2) deg P = 2. Wir schreiben P = aX? + bX + c. Falls 4ac < b2, dann sind

—b+ Vb2 — 4dac

1,2 = %
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Nullstellen von P. Also ist P reduzibel.
Sei nun 4ac > b%. Angenommen P ist reduzibel, d.h. P = S;-S3,deg S1 = deg Sy = 1
mit S;1 =p1 X + ¢1 und S5 = p2 X + ¢». Dann folgt

P =288 =pp2X?+ (p1g2 + p2g1) X + q1¢2
a = p1p2 b= pi1g2 + p2q1 C=q192

= b% = (p1g2 + p2q1)* = (P1q2 — @1p2)* +4 p1p2 q1q2 > 4ac
—_—— =

>0 a c

In Widerspruch zur Voraussetzung 4ac < b?.
(3) deg P > 3 = P reduzibel.

10. Das charakteristische Polynom

Idee. Sei K ein Korper und A € Mat(n,n; K) . Dann soll das charakteristische Polynom x 4
von A definiert sein durch

X4 = det, (X1, — A) xa € K[X]

Dabei tritt allerdings das Problem auf, dass X1,, — A € Mat(n,n; K)[X], und es stellt sich die
Frage, wie die Determinante fiir Polynoms iiber dem Matrizenring durch det,, definiert werden soll.

BEMERKUNG 10.1.

ev/y 0 : Mat(n,n; K))[X] — Mat(n,n; K[X])
0 X
. . X 0\’
ZAiX — ZAZ .
=0 i=0 0 X

ist ein Homomorphismus von Ringen und bijektiv (wie in der Vorlesung am 08.05 gezeigt). Dieser
Homomorphismus ist eine Variation der Einsetzungsabbildung.
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X 0
Achtung. Der Ring Mat(n, n; K) ist nicht kommutativ. Da aber X und . =X1,

0 X
mit allen A kommutieren geht der Beweis von ev(P-Q) = ev(P)-ev(Q) genauso wie fiir kommutative
Ringe.

Wir identifizieren ab sofort (Mat(n, n; K))[X] mit seinem Bild.
Einschub. Determinante in Mat(n, n; R)
Sei R ein kommutativer Ring mit 1, A = (a;5)i; € Mat(n,n; R).

Wir definieren
det, A := Z (sgno)ag(1)y1 - Ao(nn
g€eSy
Es gilt ebenfalls
det,, (A - B) = det,,(A) - det,,(B)

Auch die Cramer’sche Regel gilt
A A% = A% A = (detA)1,
Also ist A invertierbar < detA € R*

2 1

BEISPIEL. (1) Sei R =Z, A = (0 1

Mat(2,2; Z)
(2) A= (O (1)) ist nicht invertierbar in Mat(2,2;Z), da 2 nicht invertierbar in Z.

), detA = 1 € {£1} = (Z)* = A invertierbar in

DEFINITION 10.2. Sei K ein Korper, A € Mat(n,n; K). Dann ist das charakteristische Polynom
definiert durch
Xa :=det, (X -1, — A)

Eigenschaften. Seien A, B € Mat(n,n; K)

(1) xa ist ein normiertes Polynom vom Grad n.
(2) Sind A und B &dhnlich, so gilt x4 = x5.
(3) xaB = XBA
(4)
(5) x (O) = (—1)"detA
Beweis. A = (aij)ij X]ln — A = ((SUX — aij)ij

(1)

n

a=det(X1, —A) = > [sgno [[ (604X = ao();)

g€eSy j=1
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e 0 Fid:
deg (H(5a(j)jX - aa(j)j) <n-2
=1
e g =id: ’
H 0;;X —aj;) = (X —a1)(X — az) Zaﬂ x4
j=1

= XA = X" — Zaij"_l -+
j=1

(2) Beweis am 08.05.
(3) am 08.05.
(4)

xar = det(X1, — A7) = det((X1,, — A)T) = det(X1,, — A) = xa
(5)

x4 (0) = det(01,, — A) = det(—A) = (—1)"detA

VORLESUNG am 8.5.
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11. Charakteristisches Polynom von Endomorphismen

Sei in diesem Abschnitt V' ein n-dimensionaler Vektorraum {iber dem Korper K. Sei ferner f :
V' — V ein Endomorphismus von Vektorrdaumen. Homomorphismen sind immer Homomorphismen
von Vektorrdumen.

Wir wiihlen eine Basis (b1, ...,b,) von V, und setzen
bi,....bn
A= Matgbi,...,bn;(f)'

DEFINITION 11.1. Seien f und A wie oben. Wir definieren das charakteristische Polynom von f
als

Xf = XA-

Das charakteristische Polynom von f ist unabhéngig von der Wahl der Basis. Denn ist (c1,...,¢,) =
(b1,...,by) - M eine andere Basis von V, dann gilt

Mat(e o) () i= M AM.

Wegen xpr-14nm = X4 ist somit die Definition von xy unabhéngig von der Basis.

Analog definieren wir Spur(f) := Spur(A). Es ist das Negative des Koeffizients von x4 von Grad
n — 1 und deswegen auch unabhingig von der Wahl der Basis von V.

LEMMA 11.2. Sei f : V — V ein Homomorphismus, und f' : V' — V' die dazu duale Abbildung,
dann gilt Spur(f’) = Spur f und detf’ = detf.
Beweis. Sei wieder (by,...,b,) eine Basis von V und b},...,b,) die dazu duale Basis von V".
Dann gilt
BB biyenosbn T
Matgb'i,...,b;;(fl) = (Matgbi,...,bw,§<f)> :
Mit Spur A = Spur AT und detA = detA” folgt die Aussage. O

12. Das Minimalpolynom

Sei K ein Kérper, n € N, A € Mat(n,n; K).
Die Einsetzungsabbildung
eva : K[X] — Mat(n,n; K), P— P(A)
ist ein Homomorphismus von Ringen. Der Kern
Kern (evy4) := {P € K[X]|P(A) =0}

ist also ein Ideal in K[X]. Der Satz von Cayley-Hamilton besagt x4 € Kern (ev4), insbesondere
Kern (evy) # {0}.
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Da K[X] ein Hauptidealring ist, ist Kern (ev4) ein Hauptideal. Es gibt also ein eindeutiges nor-
miertes Polynom ps € K[X] so dass Kern (ev4) das von pa erzeugte Polynom ist. Wir nennen
14 das Minimalpolynom von A.

Der Satz von Cayley-Hamilton besagt x4 € Kern (eva). Dies bedeutet dann pa|xa, ua. 0 <
degpa < n.

Um das Minimalpolynom einer Matrix A zu berechnen, bestimmt man zumeist das charakteristi-
sche Polynom x 4. Man zerlegt dann x 4 in irreduzible Polynome, sagen wir

Xa=PM. ... Pk

T

und untersucht nun fiir alle Teiler von y 4, ob sie im Kern von ev 4 liegen. Der kleinste solche Teiler
ist das Minimalpolynom.

BEISPIELE.
(1) Sei A= ((2) (2)) Dann ist x4 = (X — 2)%. Wegen pa|xa gilt also pa =1, pa = (X —2)

oder g = xa. Wegen eva(l) =12 # 0 und evya (X — A) =0 gilt pua = (X —2).
(2) Ahnlich zeigt man fiir eine Diagonalmatrix

A 0 0
D=0 N 0],
0 0 X
dass xp = (X — A1)?(X — A2) und pp = (X — M) (X — A2).
1 1 0
(3) FirA= {0 1 0] gilt xa=(X—-1)2und pa = (X —1)2
0 0 1

LEMMA 12.1. Sind A und B dhnlich, so gilt pa = pp.

Beweis. Wiihle ein M € GL(n, k), so dass B = M ~1AM. Dann gilt fiir k¥ € Ny:

Bf = (M~YAM)(M~*AM)--- (M~YAM) = M1 Ak M.

k—mal
Und somit gilt fiir jedes Polynom P = 7" a; X"
m m
P(B)=> aB* =Y a;M'A*"M = M~ P(A)M.
i=0 i=0

Daraus folgt auch Kern evpg = Kern ev 4. O
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Sei nun f : V — V ein Endomorphismus eines endlich dimensionalen Vektorraums. Wir wéhlen

eine Basis (b1, ...,by,), und nennen die Matrixdarstellung von f in dieser Basis A, also
b1,...;bn
A= Matgbi,...,bn;(f)'

Man zeigt leicht fiir P € K[X]:

b1,...,bn
P(A) = Matgbi,___bng(f)

Es ist also Kern evy = Kern evy. Wenn wir also das Minimalpolynom von f als puf = pa
definieren, so ist ;15 das eindeutige normierte Polynom, das Kern ev; erzeugt. Insbesondere ist p ¢
von der Wahl der Basis unabhéngig.



KAPITEL 2

Normalformen von Endomorphismen

1. Zerlegungssatz

Zwei Elemente 7, s eines Hauptidealringes R heiflen teilerfremd, wenn 1 ein ggT von r und s ist.
In anderen Worten: wenn es k,! € R gibt mit kr 4+ Is = 1.

Sei U ein Untervektorraum eines Vektorraums V', und f € End(V'). Dann heifit U invariant unter f,
falls f(U) CU.

Ein Endomorphismus 7 € End(V) mit 72 = 7 heit idempotent, vgl. LA1, Ubungsblatt 8, Aufga-
be 31. Es gilt dann
V = Bildw & Kern 7.

Die Abbildung = zerlegt sich dann in Blocke

Idgilar 0: Kern m — Bildw
0:Bildr — Kern 7 0 € End(Kern 7)

Umgekehrt gibt es zu jeder Zerlegung V = U; @ U, eine Abbildung m mit 72 = 7, Bildr = Uy,
Kern m = U;. Man nennt 7 auch die Projektion auf Uy mit Kern Us,.

SATZ 1.1 (Zerlegungssatz fiir 2 Faktoren). Sei V' ein Vektorraum iber dem Kérper K, f €
End(V), und P € K[X]\ {0} ein Polynom mit P(f) =0. Gilt P = QT fiir teilerfremde Polynome
Q und T, so gilt

(1) Ug :=Kern Q(f) und Ur :=Kern T'(f) sind invariant unter f.
(2)
V =Ug® Ur.
(3) Es gibt ein Polynom Pg € K[X], so dass Pg(f) die Projektion auf Ug mit Kern Ur ist.
(4) Es gibt ein Polynom Pr € K[X], so dass Pr(f) die Projektion auf Ur mit Kern Ug ist.

BEISPIEL. Wir betrachten die reelle Matrix A = (i) é

Xf=X2—6X—-8=(X—2)(X—4). Setze Q := X —2, T := X — 4. Dann ist Ug der Eigenraum
zum Eigenwert 2 und Ur der zum Eigenwert 4. Setzen wir Pr = %X —1und Py = f;X + 2, so

), f = L4 :R? — R2. Man sieht sofort

29
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sieht man, dass

Pr(A) = % G 1)

die Matrix der Projektion auf Ur mit Kern Ug und

1/1 -1
Fo(4) =3 (1 1 )
die Matrix der Projektion auf Ug mit Kern Ur ist.

Im Beweis ist das folgende Lemma hilfreich:

LEMMA 1.2. Sei V ein Vektorraum dber K, f € End(V), Pi,P, € K[X]. Dann gilt Pi(f) o
Py(f) = (P1 - P)(f) = Pa(f) o Pi(f). Insbesondere gilt dann Kern Py(f) C Kern (P1P2)(f).

Beweis des Lemmas. Da evy : K[X] — End(V) ein Homomorphismus ist und K [X| kommutativ
ist, gilt die obige Aussage. O

Beweis des Satzes. Da Q und T teilerfremd sind, gibt es Q,T € K[X] mit
QQ+1TT = 1.
Wir setzen mp = Q(f)Q(f) und TQ = T(f)T(f). Setzen wir Pr = QQ und Py = TT so gilt
mr = Pp(f) und g = Po(f).
Wir wollen zeigen, dass mr und mg die gesuchten Projektionen sind. Man sieht
(1.3) mr+mg = evi(QQ+TT)=evs(l) =Idy.
Nach dem Lemma gilt

Q(f)omq=Q(f)oT(f)oT(f) =T(f)o (QT)(f)=0
——
=P(f)=0
un dann auch 77 o g = Q(f) 0 Q(f) o mg = 0.
Dies impliziert
Bildmg C Ug = Kern Q(f) € Kern mr.
Sei umgekehrt v € Kern 7g, dann haben wir
v =1Idy (v) = mp(v) + 7o(v) = mp(v) € Bildmyp.
Also Ug = Bildng = Kern 7.
Ebenso zeigt man P(f) o mp = 0, mq o mr = 0 und Ur = Bildmr = Kern mg. Wir erhalten auch
TQ ZIdvoﬂ'Q = (7TT+7TQ)O7TQ :7TTO7TQ—|—7Té :ﬂ'é

2 _
und ebenso 77 = 7.
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Es bleibt zu zeigen, dass Ug und Uy invariant unter f sind. Sei v € Ug, d. h. Q(f)(v) = 0. Dann
gilt
QU (v) = (Q(f) e X(f))(v) = (X (f) o Q(f))(v) = F(Q(S)(v)) = 0.

Also ist auch f(v) € Kern Q(f) = Ug, also ist Ug invariant unter f. Der Beweis fiir Uy ist vollig
analog. O

Wir zerlegen nun ein beliebiges P € K[X]\ {0}
P=Q1 Q2 Qn

so dass die Polynome Q1, Qa, ..., @, paarweise teilerfremd sind. Sei f € End(V). Wir wenden
nun den obigen Satz zunichst fir V=V, Q := Q1 und T := Q1 - - - @, und zerlegen

V = Kern Q1(f) @ Kern (Q2--- Qm)(f).
Dann wenden wir den Satz fir V = Kern (Q2--- Qm)(f), @ = Q2, T = Q3 - - - @, und so weiter.
Wir erhalten iterativ eine Zerlegung

V = Kern Q1(f) @ (Kern Q2(f) @ - - (Kern Q-1 (f) @ Kern Q. (f)) -+ +)

Wir nutzen nun das folgende Lemma, das aus LA1, Satz 7.2 folgt:

LEMMA 1.4. Sei Uy, Us,...,Ux Untervekorriume von V. Die Summe Uy ®Us @ - - - B Uy, ist direkt
genau dann, wenn alle Summen im Ausdruck ((...(U; @ Uz) ® Us) - -- @ Uy, direkt sind.

Wir somit erhalten den Zerlegungssatz.

SATZ 1.5 (Zerlegungssatz fiir beliebig viele Faktoren). Sei V' ein Vektorraum iber dem Kirper
K, f € End(V), und P € K[X]\{0} ein Polynom mit P(f) = 0. Gilt P = Q1 - - - Qm, fir paarweise
teilerfremde Polynome Q1,...,Qm € K[X], so gilt

(1) U; :=Kern Q;(f) sind invariant unter f fir alle i.
(2)
V=U® - - ®Un.
(3) Es gibt Polynome R; € K[X], so dass R;(f) die Projektion auf U; mit Kern @, U; ist.

1 1 0 0
. 11 0 0

BEISPIEL. Sei A = 00 o0 1|F€ Mat(4, 4;R).
00 -1 0

Xa=((X-1)?-DX*+1) = X (X-2)(X*+1)
Qui= Qpi= Q3=
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U :=Kern X(A) = Kern A = span 0

0

Us :=Kern (X — 2)(A) = Kern (A — 214) = span

O O = =

Us := Kern (X2 4 1)(A) = Kern (A2 + 14) = span{es, e4}
BEMERKUNG 1.6. Ist A € Mat(n,n; K) eine quadratische Matrix, so kann man die obigen Ergeb-

nisse auf £ 4 anwenden. Die analogen Resultate gelten also auch fiir quadratische Matrizen.

Weiteres Vorgehen: Sei f € End(V), n = dim V. Wir zerlegen das charakteristische Polynom
X in Primfaktoren:

Xg =P/t P

Um die Uberlegung einfach zu halten, nehmen wir an, dass alle P; von der Form X — A, sind. dies
ist im Fall K = C z.B. immer der Fall. Also

Xf=(X =)™ (X =)™

Der Zerlegungssatz besagt dann

fi O 0

0 fo 0
f:

0 0 fr

Wenn wir also f; := f|u, € End(U;) setzen, so haben wir (f; — A\;Id)" (x) = 0 fiir alle x € U;.
——
gii=
Ziel: Untersuche Endomorphismen g mit ¢g" = 0.

2. Nilpotente Endomorphismen und Matrizen

Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum.
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DEFINITION 2.1. A € Mat(n,n; K) (bzw. f € End(V)) heifit nilpotent, falls A¥ = 0 fiir ein k € N.
Falls k£ minimal gewé&hlt ist, sagt man A ist nilpotent von Stufe k.
Analog: f ist nilpotent von Stufe < k < f¥ =0.

BEISPIEL.
010 0 0 1
A=10 0 1 A*=10 0 0 AP =0
0 0 O 0 0 O
A ist nilpotent der Stufe 3.
0 *
LEMMA 2.2. Sei A= | . = (aij)ij € Mat(n,n; K) mit a;; = 0 falls i > j (strikte
0 --- 0

obere Dreiecksmatriz). Dann gilt: A" =0

Beweis. AF =: (aijr)i; keN

Also a;ji, =0fallsi >j—k+1fir k=1

Behauptung;:

Es gilt Vijk mit ¢ > j — k: a;5, = 0.

Aus der Behauptung folgt dann fiir k := n: Vi, j : a;jn = 0, also A” = 0.
Beweis durch Induktion iiber k:

k = 1: siche oben
k—k + 1: Sei a/ij(k+1) 7é 0

n
Qij(k+1) = E ik - Alj1
=1

Ak 7§ 0 = 1 <l—-k . . .
: - < 9 — —
=dl: a1 £ 0 1<j—1 (P57 k—1=j—(k+1)
Somit haben wir i > j — (k4 1) = a;j(x+1) = 0. O

LEMMA 2.3. Falls A € Mat(n,n; K) nilpotent ist, dann ist A™ = 0.
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Bewets.
e AP =0
X*A) =0
pal X"
Also: pa = X' 1<k
nalxa (Cayley-Hamilton)
Also: l =degpua < degxa=n

Xn(A) — A" = An—l X Al -0
~~
=pa(A)=0

O
LEMMA 2.4. Ist A dhnlich zu einer strikten oberen Dreiecksmatriz, so ist A nilpotent.
Beweis. MAM ™" sei obere Dreiecksmatrix , M € GL(n, K)
(MAM—YYe =0 = MAM *MAM Y. MAM~' = MAkM~!
0=M"10M =M"'"MA*M-'M = A*, O

Analog zeigt man Besitzt f € End(V) eine Basis B, so dass Mat? (f) strikte obere Dreiecksmatrix
ist, so ist f nilpotent.

Matj(f*) = (Matg(f))* = 0.

DEFINITION 2.5. Eine nilpotente Matriz in Jordanform ist eine quadratische Matrix (ai )ik, so
dass
alk:OVl7ék71und ag G{O,l}Vle’*l.

0 1
0 1
0 0
BEISPIEL. 0 1 ist eine nilpotente Matrix in Jordanform.
0 0
0 1
0
Solche Matrizen sind strikte obere Dreicksmatrizen.

PROPOSITION 2.6. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n, f ein nilpotenter Endomorphis-
mus von V (Lgm f™=0). Dann gibt es eine Basis b= (b1,...,b,) von V, so dass Mat%(f) eine
nilpotente Matriz in Jordanform ist.
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KOROLLAR 2.7. Sei A € Mat(n, n, K). Aquivalent sind:

(1) A ist nilpotent
(2) A ist dhnlich zu einer strikten oberen Dreiecksmatriz
(3) A ist dhnlich zu einer nilpotenten Matriz in Jordanform

Beweis des Korollars. (2) = (1) : gesehen
(3) = (2) : klar
(1) = (3) : A nilpotent = L4 nilpotent

Die Proposition zeigt die Existenz einer Basis b = (b1, ..., b, ) von K™, so dass Mat%(EA) eine
nilpotente Matrix in Jordanform ist.

Also ist A dhnlich zu einer nilpotenten Matrix in Jordanform O

Beuweis der Proposition. Sei Uy, := Kern (f¥), dj, := dim Uy,
m sei die kleinste Zahl in N, so dass f™ = 0. Insbesondere m < n.
Up={0} CU; =Kern f CUy; =Kern f2C ... CU,, =Kern f" =V
Beh.(a): f(Ug) C Ug_1 fiir alle k € {1,2,...,m}.
Denn Sei v € Uy, = fF(v) =0= f*"1(f(v)) = f(v) € Up—1
Beh.(b): Wihle k € {1,...,m — 1}. Sei W ein Komplement von Uy in Ug41, d.h. Upp1 = Uy & W
Dann ist fiy : W — Uy, injektiv und f(W) N Ug_1 = {0}
Denn: Angenommen w € W, so dass f(w) € Ug_1
Dann gilt: f*(w) = f*1(f(w)) =0
Also w € Ug. Somit w e WNU, ={0} =w=0
Wir haben somit f(W) @ Ug_1 C Uj. Diese Inklusion ist im allgemeinen keine Gleichheit.
Konstruktion der Basis in der Proposition:

0. Schritt=Vorbereitungsschritt Wir wéhlen linear unabhingige Vektoren w§m71), e ng:}i)’nil ,

so dass ) )
Un_1® span{wgm_ ), ""wt(it::d)mfl} =Un,

Wenn m = 1, so ist d,_1 = dy = 0, f = 0. Dann ist b := (wgo), ...,w&’)) eine Basis von V', und
Mati( f) ist die Nullmatrix, also insbesondere in der gewiinschten Form.
Ab jetzt seim > 2 :
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1. Schritt Seien wgm_l), ceey 5;:::;)7”71 wie oben gegeben. Wende Beh.(b) fir k =m — 1 an.
m—1 m—1
W = span{wg ), ...,wém_d)m_l}
Definiere w!™™? = f(w{™ V). Behauptung (b) besagt, dass (w(™ ), ---,wé:ii)mfl) linear un-

abhéngig ist, und ferner haben wir

U @ span{w§m_2) w™ 2 Y} CUp-1.

7 Pdm —dm -1

Insbesondere sehen wir dy,—2 + (dp — d—1) < di—1. Withle nun weitere Vektoren w:-'“Q

{dm —dm-1+1,...;dn_1 — dm—_2}, so dass
Upn—2® span{w§m_2), ceey wim Y =Upn-1.

dm—1—dm—2

i€

Im Fall m = 2 sind wir nun fertig, denn d,,,_2 = do = 0,d; > n — dj.

(0) 0) (1) (1) :
(wy™,wgswy 7wy ) Basis von V
Basis von Uy Basis von W

(b1y...,bp) = (wgo),wgl),wém,wél), ...,wé?)) Basis von V

Fy =w®, @) =0
0 1
0 0

o O
O =

b;
Mat(,) (f) =

0

) € Mat(2,2; K) und hat

Diese Matrix hat auf ihrer diagonalen n — d; Blocke der Form (8 (1)

Nullen auf den letzten 2d; — n Spalten bzw. Zeilen.
Ab jetzt sei m > 3:

So geht es immer weiter. Wenn man den Beweis vollig sauber formulieren wollten, sollte man
hier eine vollstdndige Induktion benutzen. Wir deuten die Induktion hier an, indem wir den k-ten
Schritt angeben.

k-ter Schritt{]
Gegeben sei eine linear unabhéngige Familie (wgm_k), o E;::Zl_ dm%), so dass
gm—k)’ w(m—k) }

Un-r @ Span{w ' W 1 —dim—i S T Un—kt1-

n der Vorlesung waren die Indizes etwas anders, ich habe die Schritte inzwischen etwas umnummeriert.
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Wir definieren w(m Do f (wgm_k)) und sehen mit Behauptung (a) und (b), dass die Familie
(w Yn h 1), ceey ;Z,f+112dm,,k) linear unabhéngig ist.

—k—1 —k—1
Upn—r—1® Span{wgm )’ ) wéﬁ—k+12dm,—k} <

Ergénze zu Basis eines Komplements von U,,_;—1 in U,,—; und wir erhalten

—k—1 —k—1
Un—ik—1 @ spzm{uém ), ...,ngik_d}”ikil} =Up—r.

Der letzte Schritt ist der Schritt mit & = m — 1.

(w§0) wéo), B wéol) w((i? PR g::fdzn ) ist Basis von V'

Basis von v,

Basis von v,

f(wil)) = wio), allgemein f(ngﬂ)) = wij)

Urmordnen: o) (1) 0 (1) (m—-1)
(wy ' wy s wy wy e wyt g )=t
= Matg( f) hat ist eine nilpotente Matrix in Jordanform. |
01 0
BEISPIEL. V:=K3 A= 0 0 0 |, f=La€End(K?)
0 00
f =0=m=2, ,UIA*XQ XA*Xj
1 0
Up={0} CU =Kern f=span{| 0|, |0 |} C U= K3
0 1

2
Wiihle w(" := [ 1
3

U @ span{wgl)} = U2
1
w%o) = f(wgl) = 1 =10
0
17
Wihle nocbh hinzu: wé ) 0
1

Uy @ span{w§0),w§0)} =U
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b= (b1, b2,b3) := (w§0),w§1),w£0)) stellt £4 in Jordan-Normalform da:

010
Mat2(La)=| 0 0 0
B 000

3. Trigonalisierbarkeit und Jordannormalform

Wdh.: Ein f € End(V) heifit trigonalisierbar < 3 Basis (b;), so dass A := Matgl;’;;(f) obere

Dreiecksmatrix ist.
(X —an *
Xf=xa=det(X1 — A) =det =X —a11) (X —ann)
0 X —ann
Insbesondere zerféllt in diesem Fall x; in Linearfaktoren.
DEFINITION 3.1. Ein Polynom P € K[X]\ {0} zerfillt, wenn es r,aq,...,a, € K gibt, so dass
P=r(X—-—a1)..(X —a,)
Wir haben bereits gesehen, dass f genau dann trigonalisierbar ist, wenn x s zerfallt.
BEISPIELE. a)K = C: Alle Polynome zerfallen

b)K =R X2 +bX + c zerfillt & b? —4c <0

c) < _(1) (1) > € Mat(2, 2, C) trigonalisierbar, #hnlich zu < i 0 . )

( (11 (1) ) € Mat(2,2,R) ist nicht trigonalisierbar

29.5. kein Protokollant gefunden
2.6. kein Protokollant gefunden
5.6. in Bearbeitung

9.6. kein Skript

12.6. kein Skript

16.6. in Bearbeitung

19.6. kein Skript

23.6. in Bearbeitung

Ende des Skripts.
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In diesem Abschnitt sei immer K = R, V ein euklidischer Vektorraum der Dimension n := dim V' €
N, und f € End(V), A € Mat(n,n;R).

SATZ 3.1. Zerfillt xy in R[X], so ist f orthogonal trigonalisierbar.

Der Beweis ist geht vollig gleich wie der Beweis der unitidren Trigonalisierung im letzten Abschnitt.
Im letzten Semester (Lineare Algebra I) haben wir bereits gesehen.

SATZ 3.2. f ist orthogonal diagonalisierbar, gdw f selbstadjungiert ist.
A ist orthogonal diagonalisierbar, gdw A symmetrisch ist.

DEFINITION 3.3. f heifit normal, falls f*f = ff*.

A heifit normal, falls ATA = AAT.

Was ist die hier Rolle von normalen Endomorphismen? Orthogonale Matrizen (A7 = A1) und
schiefsymmetrische Matrizen (A7 = —A) sind normal, aber nur in Ausnahmefillen symmetrisch.
Die beiden folgenden Lemmata lassen sich genau wie im komplexen Fall beweisen.

LEMMA 3.4. Sei f normal. Dann gilt V = Kern f @ Bildf und die Summe ist sogar orthogonal.
LEMMA 3.5. Set f normal und P € R[X]. Dann ist auch P(f) normal.

LEMMA 3.6. Sei A normal mit A2 = —1,,, dann ist A schiefsymmetrisch (d.h. AT = —A).
Beweis. Angenommen A # 0. Wir setzen B := iA € Mat(n,n;C). Man rechnet leicht nach, dass
B normal ist und B? = 1,,. B hat somit das Minimalpolynom up = (X + 1)(X — 1) und die

39
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Eigenwerte £1. Daraus folgt, dass B hermitesch ist und deshalb
AT = A* = ((—i)B)* =iB* =iB = —A.
O

Aus dem Lemma folgt sofort, dass normale Endomorphismen f mit f? = —Id immer schief-
selbstadjungiert sind (d.h. f* = —f).

PROPOSITION 3.7. Sei f ein Endomorphismus mit f> = —Id. Dann gibt es eine Basis b =
(b1,...,bn), so dass
J 0 0 0
b 0 J o0 0
Matg(f) =
0 0 O J

. 0 1
wobei J = (_1 0>.
Ist f zusdtzlich normal, so kann man b sogar orthogonal wdhlen.

Beweis. Wir versehen den reellen Vektorraum V' mit der folgenden komplexen Struktur: fiir o, 5 €
R, v € V definieren wir:

(a+ Bi)ev:=av+ Sf(v).
Man {iiberpriift leicht, dass (V| +, e) ein komplexer Vektorraum ist und f = ¢ e Id. Ist (by,...,by)
eine komplexe Basis von V, dann ist b := (b1, f(b1), b2, f(b2), ..., f(bm)) eine reelle Basis, in der f
die gewiinschte Matrixdarstellung hat.

Ist f zusétzlich normal, so definieren wir ein komplexes Skalarprodukt auf V' durch
(v, wc := (v, w) +iv, f(w)).
Man zeigt leicht, dass diese Abbildung sesquilinear, hermitsch und positiv definit ist. AuSserdem

gilt auch im komplexen Sinne —f = f*. Man wihlt dann die komplexe Basis als ONB, dann ist
die reelle auch eine ONB. O

PROPOSITION 3.8. Sei f ein normaler Endomorphismus mit puy = X? + bX + ¢ mit b? < 4c,
dann gibt es eine Basis (b1,...,by), so dass

M 0 0 0

\ 0 M 0 0
Matg(f):

0 0 0 M

wobez‘M:<_\/cb_/2T/4 \/T)
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Beweis. Zunichst gilt f2 +bf = —cId. Wir setzen g := \/jb—m(f + %Id) und rechnen
2o 1 (f+ é1d)2 =———(f+ bf+EId) =-1Id
S =V T T e LT T T
—cld

Nach der vorigen Proposition gibt es eine Basis b, so dass

J 0 0 0
1 b b 0 J 0 0
Mats(—=—=—(f + ~1d)) = Mat(g) =
Q( \/m(f 2 )) Q(g)
0 0 0 J
. 0 1 . .
wobei J = (1 0). Hieraus folgt die Behauptung. O

PROPOSITION 3.9. In der Primfaktorzerlegung des Minimalpolynoms eines normalen Endomor-
phismus kommt jeder (normierte) Primfaktor nur einmal vor.

Beweis. Angenommen P sei ein normierter Primfaktor mit P?|us. Wir bestimmen Q € R[X] mit
pyr = P2Q. Fiir ein beliebiges z € V gilt

0= ps(f)(x) = P(f) (P(NHRA)(x)) -

Also ist P(f)Q(f)x € BildP(f)NKern P(f). Da P(f) normal ist, folgt P(f)Q(f)z = 0 also us|PQ.
Dies widerspricht ps = P?Q. 0

9.6.2008 Teil 2 kommt evtl. noch.
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