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1 Der Satz von Gauss-Bonnet in der lokalen Version

Bemerkung: Ich kann leider nicht vollig ausschlieen, dass mir an der einen oder anderen Stelle
ein kleiner Vorzeichenfehler unterlaufen ist. Sollte jemand einen bemerken, so bitte ich darum, mir
diesen Fehler mitzuteilen.

Wir wollen den folgenden Satz zeigen:

SATZ 1.1. Sei M eine orientierte Fliche mit Riemannscher Metrik, F' : P — M ein Diffeomor-
phismus F' eines Polygons P auf sein Bild in M. Seien a;, 1 < j < k, die Auflenwinkel und sei k,
die geoditische Krimmung des in positive Richtung durchlaufenen Randes v. Dann gilt

k
Kd?)Ol—F/Hgdt—‘r o = 2.
F(P) v ;

Definition. Sei U C M offen und sei FE ein auf U definiertes Einheitsvektorfeld. Sei E+ das
Einheitsvektorfeld, so dass (Ep, E]j-) eine positiv orientierte Ortonormalbasis von T, M. Dann heifit
die auf U definierte 1-Form w mit

w(X):=(VxE,E*)

die Zusammenhangs-1-Form beziiglich E.

LEMMA 1.2. Sei v ein stiickweise glatter geschlossener Weg, v homotop 0 in U. Dann ist fvw
unabhdngig von der Wahl von E.

Beweis. Seien wy und we die Zusammenhangs-1-Formen beziiglich zweier Einheitsvektorfelder Ey
und F5. Sei §: V — R der zwischen F; und F5 eingeschlossene Winkel, diese Funktion kann auf
einer kleinen sternférmigen Menge glatt gew#hlt werden. Dann gilt auf V'

W1, — Wy = d,@

Deswegen ist d(w; — wg) = 0 auf U und somit

L(w1—w2)=0

fiir jeden Weg homotop Null in U. a

Bemerkung. Sei v ein stiickweise glatter geschlossener Weg, dann ist der Paralleltransport langs
~ eine Rotation um den Winkel & fw w.

Der Beweis wird {ibersprungen, da wir diese Bemerkung nicht mehr benttigen.



LEMMA 1.3. Sei v : [a,b] — M ein stiickweise glatter requlirer Weg. Sei 3(t) der von #(t) und
FE eingeschlossene Winkel. Dann gilt

ﬂ(b)—ﬁ(a)zLﬁgdt+§:aj—fyw.

Beweis. Es ist klar, dass § in den Unstetigkeitsstellen von ¥ jeweils um den Auflenwinkel o
springt. Sei E, ein Einheitsvektorfeld lings v mit V) E, = 0. Fiir den Winkel () zwischen
4(t) und E,(t) sieht man leicht, dass

Bu(t) = rg(t).
Fiir den Winkel f5(¢) zwischen E, und E sieht man leicht, dass

Ba(t) = (Vi) Ep By) — (VA E, BT) = —w(3(1)).
Das Lemma folgt dann durch Addition und Integration. a

Sei von nun an ¢ eine auf dem Inneren eines Polygons definierte Parametrisierung einer offenen
Menge U C M. Wir wihlen das Einheitsnormalenfeld E parallel zu %&. Nehmen wir nun weiter

an, dass vy eine Fldche F'(P) berandet und diese im positiven Sinne durchlduft. Der Umlaufsatz
besagt dann, dass

B(b) — Bla) = 2.

/w:/ dw.
v F(P)

Mit dem folgenden Lemma folgt somit der Beweis des Satzes.

Der Satz von Stokes liefert uns

LEMMA 1.4. Es gilt fiir die Zusammenhangs-1-form w und die Gauf-Kriimmung K :

dw = — K dvol.

Bewes.
dw(X,Y) = Ox(w(Y)) =0y (w(X)) —w([X,Y])
= (Ox0OvE, EJ'> + <(9yE,axEJ'>
=0
—(0yOxE,E*Y) + (0xE, 0y E*)
=0

_<8[X,Y]E3EJ_>

= (R(X,Y)E,E%1).

Setzen wir X = E und Y = E* ein, so folgt
dw(E,E*) = —K = —K dvol(E, E*).

Da A?(T*M) eindimensional, folgt die Behauptung. a



