
Multilineare AlgebraHandout zur Vorlesung Analysis 3, WS 2000/01Prof. Chr. B�arverfasst von Bernd AmmannLiteraturFrank Warner, Foundations of di�erentiable manifolds and Lie groups, Kapitel 21 TensorenMotivation. In diesem Handout wollen wir das zentrale Objekt der multilinearen Algebra, die Ten-soren, einf�uhren. Der Begri� "Tensor\ stellt die Begri�e "Vektor\, "Linearform\, "lineare Abbildung\,"Bilinearform\, "Multilinearform\ und viele andere in einen einheitli
hen Formalismus. Tensoren sindwi
htige Objekte sowohl in der Mathematik (Mannigfaltigkeiten, Darstellungstheorie, Knotenthorie,. . . )als au
h in der Physik (Allgemeine Relativit�atstheorie, klassis
he Feldtheorie, klassis
he Me
hanik, Quan-tenphysik, . . . ). Um den Formalismus einfa
h zu gestalten, wollen wir uns hier auf Tensoren �uber endli
h-dimensionalen Vektorr�aumen bes
hr�anken.Im folgenden sei K = R oder K = C (oder allgemeiner ein K�orper der Charakterisitik 0). Weiter seien V ,W und U immer endli
h-dimensionale Vektorr�aume �uber K . Der Dualraum von V ist der Vektorraumaller linearen Abbildungen V ! K ; wir bezei
hnen ihn mit V �. Die Elemente von V , W und U nennenwir v, w und u, evtl. mit Indizes versehen, die Elemente der Dualr�aume bezei
hnen wir mit �, �,. . . .Aufgrund der endli
hen Dimension k�onnen wir V �� mit V identi�zieren. Dabei wird v 2 V mit derLinearform V � ! K , � 7! �(v), identi�ziert.Sei F (V;W ) die Menge aller Abbildungen A : V � W ! K mit der Eigens
haft, dass A�1(K � f0g)endli
h ist. Man bea
hte, dass die Elemente von A im Allgemeinen keine linearen Abbildungen sind. Wirma
hen F (V;W ) zu einem Vektorraum, indem wir f�ur f; g 2 F (V;W ) und a 2 K setzen(af)(v; w) := a(f(v; w))(f + g)(v; w) := f(v; w) + g(v; w)Der Vektorraum F (V;W ) hei�t der freie Vektorraum �uber K der von den Punkten von V �W erzeugtwird. Wir de�nieren nun [v; w℄ 2 F (V;W ) dur
h[v; w℄(v0; w0) = � 1 f�ur v0 = v und w0 = w,0 sonst.Die Menge f[v; w℄ j v 2 V;w 2Wg ist eine Basis von F (V;W ).Nun sei R(V;W ) der Unterraum von F (V;W ) der von allen Elementen der Form[v1 + v2; w℄� [v1; w℄� [v2; w℄[v; w1 + w2℄� [v; w1℄� [v; w2℄[av; w℄� a[v; w℄[v; aw℄� a[v; w℄ (1)erzeugt wird. 1



De�nition. Der Quotientenvektorraum F (V;W )=R(V;W ) hei�t das Tensorprodukt von V und W �uberK und wird mit V 
W bezei
hnet. Die �Aquivalenzklasse in V 
W die von dem Element [v; w℄ repr�asentiertwird, bezei
hnen wir mit v 
 w.Aus (1) erhalten wir die folgenden Relationen in V 
W :(v1 + v2)
 w = v1 
 w + v2 
 wv 
 (w1 + w2) = v 
 w1 + v 
 w2a(v 
 w) = (av)
 w = v 
 (aw):Bemerkung. Ni
ht jedes Element von V 
W l�asst si
h in der Form v
w s
hreiben. Die Elemente derForm v 
 w erzeugen aber V 
W . Jedes Element von V 
W kann deswegen in der Form P vi 
 wiges
hrieben werden. Kennt man die Werte einer linearen Abbildung F : V 
W ! U auf den Elementender Form v 
 w, bere
hnet si
h daraus f�ur ein beliebiges Element P vi 
 wi 2 V 
WF �X vi 
 wi� =XF (vi 
 wi):Beispiele.1.) Sind fei j i = 1; : : : ; ng und ffj j j = 1; : : : ;mg Basen von V undW , dann ist fei
fj j i = 1; : : : ; n; j =1; : : : ;mg eine Basis von V 
W .2.) Es gilt Kn 
 Km �= Knm3.) Es gibt genau einen Vektorraumisomorphismus V 
W ! W 
V , der jedes v
w auf w
 v abbildet.4.) Es gibt genau einen Vektorraumisomorphismus V 
(W 
U) �= (V 
W )
U , der jedes v
(w
u) auf(v
w)
u abbildet. Wir s
hreiben deswegen abk�urzend V 
W 
U := V 
 (W 
U)! (V 
W )
U .5.) Der Vektorraum der linearen Abbildungen V ! W kann mit V � 
 W identi�ziert werden. Dabeientspri
ht �
 w dem Homomorphismus v 7! �(v) � w6.) Der Vektorraum der Bilinearformen V �W ! K kann mit V � 
W � identi�ziert werden. Man kanndeswegen V 
W = V ��
W �� au
h als Vektorraum der Bilinearformen V ��W � ! K interpretieren.Dabei entspri
ht �
 � der Bilinearform (v; w) 7! �(v) � �(w).7.) Betra
hten wir C als reellen zwei-dimensionalen Vektorraum, dann k�onnen wir f�ur jeden reellen Vek-torraum V das Tensorprodukt mit C �uber dem K�orper der reellen Zahlen bildenVC := V 
 C :VC hei�t die Komplexi�zierung von V . Der zun�a
hst reelle Vektorraum VC wird zum komplexenVektorraum, wenn wir a � (v 
 z) := v 
 (az) 8a; z 2 C ; v 2 Vde�nieren.De�nition. Zu jedem Vektorraum V und jedem r; s � 0 assoziieren wir den Tensorraum Nr;sV vomTyp (r; s) Nr;sV := V 
 � � � 
 V| {z }r-mal 
V � 
 � � � 
 V �| {z }s-mal :F�ur den Spezialfall r = s = 0 de�nieren wir N0;0V := K . Die Elemente von Nr;sV hei�en homogeneTensoren vom Typ (r; s).Die direkte Summe N�;�V := Xr;s�0Nr;sV2



nennen wir die Tensoralgebra von V . Elemente vonN�;�V hei�en Tensoren. Wir de�nieren eine Multipli-kation aufN�;�V wie folgt: zu u = u1
: : :
ur
�1
: : :
�s 2Nr;sV und v = v1
: : :
vr0
�1
: : :
�s0 2Nr0;s0V de�nieren wir ihr Produkt u
 v 2Nr+r0;s+s0V alsu
 v := u1 
 : : :
 ur 
 v1 
 : : :
 vr0 
 �1 
 : : :
 �s 
 �1 
 : : :
 �s0 :Diese De�nition l�asst si
h auf eindeutige Art und Weise zu einer bilinearen Abbildung
 :N�;�V �N�;�V !N�;�Vfortsetzen.N�;�V ist zusammen mit der Multiplikation 
 eine ni
ht-kommutative, assoziative und graduierte Alge-bra. "Graduiert\ bedeutet hierbei, dassNr;sV 
Nr0;s0V �Nr+r0;s+s0V:Interpretation. Einen homogenen Tensor vom Grad (r; s), etwa u1
� � �
ur
�1
� � �
�s, kann maninterpretieren als1.) multilineare Abbildung V � � � � � V| {z }s-mal ! Nr;0V;(v1; : : : ; vs) 7! �1(v1) � � ��s(vs) � u1 
 � � � 
 ur2.) multilineare Abbildung V � � � � � � V �| {z }r-mal ! N0;sV;(�1; : : : ; �r) 7! �1(u1) � � ��r(ur) � �1 
 � � � 
 �s3.) lineare Abbildung Ns;0V ! Nr;0Vv1 
 � � � 
 vs 7! �1(v1) � � ��s(vs) � u1 
 � � � 
 ur4.) lineare Abbildung N0;rV ! N0;sV�1 
 � � � 
 �r 7! �1(u1) � � ��r(ur) � �1 
 � � � 
 �s5.) Linearform auf Ns;rV , Ns;rV ! Kv1 
 � � � 
 vs 
 �1 
 � � � 
 �r 7! �1(v1) � � ��s(vs) � �1(u1) � � ��r(ur)Also k�onnen wirNr;sV mit �Ns;rV �� identi�zieren.Beispiele.1.) Vektoren sind Tensoren vom Grad (1; 0), Linearformen sind Tensoren vom Grad (0; 1).2.) Eine lineare Abbildung ein Tensor vom Grad (1; 1).3



3.) Ein Skalarprodukt auf dem reellen Vektorraum V ist ein Tensor vom Grad (0; 2).4.) Ein hermites
hes Skalarprodukt auf dem komplexenVektorraum V ist kein Tensor �uber dem K�orperC , da das Skalarprodukt in einer Komponente antilinear ist.5.) Eine Determinantenfunktion auf einem s-dimensionalen Vektorraum V ist eine alternierende, multi-lineare Abbildung V � � � � � V| {z }s-mal ! K ;also ein Tensor vom Grad (0; k).2 Alternierende TensorenDieses Kapitel wird si
h mit einer speziellen Klasse von Tensoren bes
h�aftigen, den alternierenden Ten-soren.Wir de�nieren zun�a
hst den Alternierungs-OperatorAltr :Nr;0V ! Nr;0Vv1 
 : : :
 vr 7! X� sign(�)v�(1) 
 : : :
 v�(r);wobei die Summation �uber alle Permutationen � von f1; : : : ; rg geht. Die Abbildung Altr ist bis auf eineKonstante r! eine Projektion, d. h. sie erf�ullt1r!Altr = � 1r!Altr� Æ� 1r!Altr� :De�nition. Das Bild von Altr bezei
hnen wir mit VrV .F�ur einen homogenen Tensor ! 2Nr;0V sind �aquivalent:1.) ! 2 VrV ,2.) Alt(!) = r! � !,3.) !(�1; : : : ; �r) = 0 falls �1; : : : ; �r 2 V � linear abh�angig sind,4.) !(��(1); : : : ; ��(r)) = sign(�)!(�1; : : : ; �r) f�ur alle Permutationen � und alle Linearformen �1; : : : ; �r 2V �.Hieraus folgt unter anderem VrV = 0 f�ur r > dimV . Wir bilden nun die SummeV�V :=Mr�0VrV:De�nition. Das Da
h-Produkt ^ : V�V �V�V ! V�V(�; !) 7! � ^ !ist die eindeutig bestimmte bilineare Abbildung, die VrV � VsV in Vr+sV abbildet und f�ur die dasDiagramm Nr;0V �Ns;0V 
����! Nr+s;0VAltr�Alts??y ??yAltr+sVrV �VsV ^����! Vr+sV (2)4



f�ur alle r und s kommutiert.Damit dieses Da
h-Produkt wohlde�niert ist, muss man si
h nat�urli
h no
h �uberlegen, dass sol
h eineAbbildung �uberhaupt existiert und dur
h die obige Forderung eindeutig bestimmt ist.Eigens
haften.1.) Das Da
hprodukt ist assoziativ, also � ^ (� ^ !) = (� ^ �) ^ !.2.) F�ur � 2 VrV und ! 2 VsV gilt � ^ ! = (�1)rs! ^ �V�V bildet also mit der Multiplikation ^ eine graduierte ni
ht-kommutative, assoziative Algebra, diesogenannte �au�ere Algebra oder Grassmann-Algebra von V .Bemerkung. Genauso wie wir zu dem Vektorraum V die �au�ere AlgebraV�V bilden k�onnen, k�onnen wirzum Dualraum V � die �au�ere Algebra V�V � bilden. Die Algebra V�V � wird in der Di�erentialgeometrieh�au�g gebrau
ht. Die Elemente hei�en Formen, die Elemente von VrV � hei�en (alternierende) r-Formenoder Formen vom Grad r. Mit der obigen Interpretation ist eine r-Form eine alternierende, multilineareAbbildung V � � � � � V| {z }r-mal ! KBeispiele.1.) Konstanten sind 0-Formen, Linearformen sind 1-Formen2.) Determinantenfunktionen auf einem s-dimensionalen Vektorraum sind s-Formen3.) Sind �1; : : : ; �r Linearformen auf V und v1; : : : ; vr Vektoren in V , dann bere
hnet si
h�1 ^ : : : ^ �r(v1; : : : ; vr) = det��i(vj)�i;j2f1;:::;rg (3)Vorsi
ht. Es gibt in der Literatur teilweise vers
hiedene Konventionen. In man
hen B�u
hern wird imDiagramm (2) die Abbildung (1=r!)Altr anstelle von Altr verwendet. Aus dieser unters
hiedli
hen Kon-vention ergeben si
h eine Reihe von anderen Vorfaktoren. Unter anderem w�urde dann die Formel (3)dur
h �1 ^ : : : ^ �r(v1; : : : ; vr) = 1r! det��i(vj)�i;j2f1;:::;rgersetzt werden m�ussen.Au
h die De�nition von V�V im oben zitierten Bu
h von Warner wei
ht etwas von unseren De�nitionenab, dieser Unters
hied ist aber nur formaler Natur und hat unter anderem keinen Ein
u� auf Formel (3).
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