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1. Aufgabe

Fiir v = (21,22, .. ., Tgrn) L5y = (Y1, Y2, - -+ > Ynaem) - € R™™ definieren wir
n n+m
i=1 i=n+1

Die Menge H} _, := {x € R"™ | g, ,m)(x,x) = —1} heifit pseudo-hyperbolischer
Raum.

1. Zeigen Sie, dass H" ; eine Untermannigfaltigkeit von R™*™ ist und
dass die Einschrankung von g, ) auf die Tangentialraume von H],_;
eine semi-riemannsche Metrik auf H! _; definiert. Berechnen Sie deren
Index.

2. Zeigen Sie, dass es flir jedes p € H]! _, eine eindeutige surjektive lineare
Abbildung 7, : R"™*™ — T,H!" | mit 7, o m, = 7, und m,(p) = 0 gibt.

3. Fiir Vektorfelder X,Y € I'(T'H"_,) definieren wir
(VxY), :==m,(0x,Y).

Zeigen Sie, dass V mit dem Levi-Civita-Zusammenhang von H
tibereinstimmt. (Tipp: Alle Eigenschaften iiberpriifen, die den Levi-
Civita-Zusammenhang eindeutig charakterisieren.)

Bemerkung an die Physiker: der Raum H7' ist lokal isometrisch zur soge-
nannten Anti-deSitter-Raumzeit.



2. Aufgabe
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Fine Derivation auf M ist eine lineare
Abbildung D : C*(M) — C*(M), welche die sogenannte Produktregel

erfullt: D(fl . fg) = D(fl) . fg + f1 . D(fg), fur alle fl,fg € COO<M)

1. Seien X,Y glatte Vektorfelder auf M gegeben. Zeigen Sie, dass fir
die zugehdrigen Derivationen dx und dy die Abbildung [Jx,dy] =
Ox o Oy — Oy o Ox eine Derivation ist.

2. Zeigen Sie, dass fiir alle f € C*°(M) und X,Y € I'(T'M) die Identitat
[an7 ay] == —(ayf) . 8X + f[@)(, ay] erfullt ist.

3. Aufgabe

Fir einen Zusammenhang V auf dem Tangentialbtindel M — M sei die
Torsion T von V definiert durch T'(X,Y) := VxY — Vy X — [X, Y], fiir alle
glatten Vektorfelder X, Y auf M.

1. Zeigen Sie, dass fiir alle glatten Vektorfelder X, Y und jede glatte reell-
wertige Funktion f auf M die Identitdten T(fX,Y) = T(X, fY) =
fT(X,Y) erfiillt sind.

2. Zeigen Sie, dass T" als Schnitt von T*M @ T*M QT M aufgefasst werden
kann. Tipp: Verwenden Sie Lemma I11.2.3 aus der Einfilhrung in die
Differentialgeometrie

4. Aufgabe
Fiir eine glatte Mannigfaltigkeit M bezeichne V := M xR — M das triviale
reelle Vektorbiindel vom Rang 1 auf M.

1. Zeigen Sie, dass die Abbildung C*°(M) — T(V), f — f = (id, f),
bijektiv ist.
(Zusatzfrage (Bonus!): Zeigen Sie, dass diese Abbildung tatsdchlich ein
Isomorphismus von C*°(M)-Moduln ist.)

2. Man identizifiere von nun an C*°(M) mit (V) vermoge des in Auf-
gabenteil 1 definierten Isomorphismus. Fiir ein o € T'(T*M) setze
Vxf =0xf+aX)- f, firale f € C®°(M) und alle X € I'(TM).

Zeigen Sie, dass V einen Zusammenhang auf V' definiert.

3. Zeigen Sie: ist V ein Zusammenhang auf V', so gibt es ein eindeutiges
a € I'(T*M) mit Vxf = Oxf + o(X) - f fur alle f € C®(M) und
X e(TM).



