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1. Aufgabe

Sei M eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, seien ¢ : U¥ — V¥ und
¢ UY — V¥ lokale Karten von M, seien g;; bzw. g;; die Koordinaten-
darstellungen der semi-Riemannschen Metrik und T, bzw. YT, die Christof-
felsymbole des Levi-Civita-Zusammenhangs bzgl. ¢ bzw. 1. Zeigen Sie:
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2. Aufgabe

Es bezeichnen S? := {z € R? | 23+a3+123 = 1} die 2-dimensionale Sphére und
E,, By, B3 € S? die kanonischen Basisvektoren des R3. Betrachte die Kurven
i+ [0,5] — S?, t — cos(t)E; +sin(t) By fir i € {1,2,3}, wobei E, := F.
Wir versehen den Tangentialraum mit dem Levi-Civita-Zusammenhang.

1. Bestimmen Sie die Parallelverschiebung 7; im Tangentialraum langs ~;
in S2.
(Hinweis: Zeigen Sie, dass jedes lings ~y; konstant fortgesetzte Y €
Tg,5? N5;(0)* parallel ist, und dass +; parallel lings ; ist.)

2. Ist die Nacheinanderausfiihrung 73 o 5 o 7 die Identitatabbildung auf
Tp,S??



3. Aufgabe

Seien I’ : M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten
M und N. Ein Vektorfeld X € I'(TM) heiBt F-verwandt zu X € T(TN),
wenn dF o X = X o F gilt. Zeigen Sie: ist X € I(TM) F-verwandt zu
X € I(TN) und Y € I'(TM) F-verwandt zu Y € I'(T'N), dann ist auch
[X,Y] F-verwandt zu [X,Y].

4. Aufgabe
Es bezeichne V ein (reelles oder komplexes) glattes Vektorbiindel mit Zusam-
menhang V auf einer glatten Mannigfaltigkeit M.

1. Definiere in jedem p € M,
(*Vxa)(v) == dx(a(v)) — a(Vxv),

fir alle X € T,M, o € I'(V*) und v € I'(V) (hierbei bezeichnet V*
das zu V duale Vektorbiindel auf M). Zeigen Sie, dass (*V xa)(v) einen
Zusammenhang *V auf V* definiert.

(Tipp: Man zeige zundchst, dass (*Vxa)(v) = (*Vxa)(0), falls v, =

Up-)
2. Fiir ein weiteres glattes Vektorbiindel W auf M mit Zusammenhang V
definiere, in jedem p € M,
OVx(v@w) = (Vxv) @w+v® (Vxw),

fur alle X € T,M, v € I'(V) und w € T'(W). Zeigen Sie, dass ®*Vx(v®
w) wohldefiniert ist und ®V einen Zusammenhang auf V @ W definiert.

3. Sei eine semi-Riemannsche Metrik g auf V' gegeben. Zeigen Sie, dass
bzgl. des von V auf V* ® V* induzierten Zusammenhangs die Identitat
®*Vg = 0 genau dann erfiillt ist, wenn V metrisch bzgl. g ist.

4. Zusatzaufgabe: Zeigen Sie, dass die Spurabbildung auf Hom(V, V') einen
parallelen Schnitt von V* ® V' definiert.



