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1. Aufgabe

Sei (M™, g) eine n-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnitt-
krimmung K > § fiir eine Konstante § > 0. Man bezeichne mit J ein
Jacobi-Feld langs einer auf R definierten Geodétischen v von (M",g) und
setze voraus, dass g(J(t),%(t)) = 0 fur alle t € R gilt.

Zeigen Sie, dass im Fall n = 2 das Jacobi-Feld J mindestens zwei Nullstellen
hat. Gilt dies noch fir n > 37

2. Aufgabe

Sei (M?, g) eine zweidimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M. Sei
ey, ey eine ONB von T,M. Fiir r € (0,injrad(p)) , definieren wir den Kreis
um p mit Radius r als 7, : [0,27] — M, 7,(t) = exp,(r coste; + rsintey).

1. Zeigen Sie v,([0,27]) = {x € M |d(x,p) =r}.
2. Zeigen Sie: fiir die Schnittkriimmung K, in p gilt
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(Hinweis: wihlen Sie Polarkoordinaten (r, @) in (1T,M, g,) und beweisen
und verwenden Sie folgende Identitit auf U : g(%7 %) =r?— %7"4 +
o(r).)

3. Aufgabe (Holonomiegruppe)
Sei E -5 M ein Vektorbiindel mit Zusammenhang V iiber einer zusam-
menhéngenden Mannigfaltigkeit M. Sei 0 =ty < t; < ... < t, <ty = 1.
Ist v : [0,1] — M ein stetiger Weg, der auf den Intervallen v; := 7|,
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i = 0,1,...,r glatt ist, so definieren wir den Paralleltransport (oder die
Parallelverschiebung)

P'YV = P’X OP’YVrfl o--- OP,Z OP,YVO : E’y(O) - EW(l)’

1. Zeigen Sie, dass PWV wohldefiniert ist. Wie verdndert sich der Parallel-
transport unter orientierungserhaltenden und orientierungsumkehren-
den Parametertransformationen von 7

2. Fiir ein p € M definiere man die Holonomiegruppe

Holpv(E) = {PX |7:[0,1] — M stetig und stiickweise glatt mit

1(0) = (1) = p},

wobei PY wie oben definiert ist. Zeigen Sie, dass Hol} (E) eine Unter-
gruppe von (Aut(7,M), o) ist.

3. Fiir p, ¢ € M sind die Gruppen HolZ(E) und Holqv(E) isomorph.
(Tipp: Sie erhalten einen Isomorphismus durch Paralleltransport ent-
lang eines Weges von p nach q.)

4. Aufgabe

Sei G eine Mannigfaltigkeit, die eine Gruppenstruktur besitzt, fiir welche die
Abbildung G x G — G, (g,h) — gh™!, glatt ist. Man bezeichne mit e das
neutrale Element von G, mit I die Abbildung G — G, g — ¢~ und mit L,
(bzw. R,) die Abbildung G — G, h — gh (bzw. h +— hg).

1. Zeigen Sie, dass die Abbildungen I, L, und R, glatt sind, fiir alle g € G.

2. Zeigen Sie, dass es einen linearen Isomorphismus gibt

T.G — g .= {X € F(TG) | dth(Xh) = Xgh Vg, h € G}

3. Sei (-, -) eine semi-riemannsche Metrik auf G, fiir die I*(-,-) = (
(-,-) fiir alle g € G gilt. Zeigen Sie, dass dann auch R}(-,-) = ( ,
alle g € G gilt.

(Notation: Ist f : M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfal-
tigkeiten und T € T'(T*N ® T*N), dann ist f*T € I'(T*M @ T*M)
defindert als f*T|,(X,Y) = Ty (dpfX,d,fY) fiir alle X,Y € T,M,
pe M.

(Hinweis: zeigen und verwenden Sie folgende Identitit:
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