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1. Aufgabe
Sei (Mn, g) eine zusammenhängende, nichtkompakte, vollständige riemann-
sche Mannigfaltigkeit, p ∈ M .

1. Zeigen Sie, dass es pi ∈ M , i ∈ N gibt mit d(p, pi) →∞ for i →∞.

2. Zeigen Sie, dass es in (Mn, g) einen Strahl γ : [0,∞) → M mit γ(0) = p
gibt.
(Hinweis: Betrachten Sie die nach Bogenlänge parametrisierten Kürze-
sten von p nach pi.)

2. Aufgabe
Sei (Mn, g) eine zusammenhängende, vollständige riemannsche Mannigfal-
tigkeit und N ⊂ M eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit. Man fixiere
einen Punkt m ∈ M .

1. Zeigen Sie, dass es einen Punkt p ∈ N gibt mit d(m, p) = d(m, N),
wobei d(m, N) := inf

x∈N
{d(m, x)}.

2. Zeigen Sie, dass es eine Geodätische γ von m nach p gibt mit Länge
L[γ] = d(m, p).

3. Zeigen Sie, dass γ die Untermannigfaltigkeit N orthogonal trifft.



3. Aufgabe
Seien (Mm, g) und (Nn, h) semi-riemannsche Mannigfaltigkeiten mit Mm zu-
sammenhängend und f1, f2 : M −→ N Isometrien. Für einen Punkt p ∈ M
setze man voraus, dass f1(p) = f2(p) sowie dpf1 = dpf2 gelten. Zeigen Sie,
dass dann f1 = f2 gilt.
(Hinweis: verwenden Sie die Exponentialabbildung.)

4. Aufgabe
Für eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit (Mn, g) und ein Intervall I ⊂ R
sei (γs)s∈I eine Ein-Parameter-Schar von geschlossenen Geodätischen von
(Mn, g) mit konstanter Periodenlänge, d. h. die Abbildung (s, t) 7→ γs(t) ist
glatt und jedes γs ist eine Geodätische mit γs(t + `) = γs(t) für ein ` > 0
und für alle t ∈ R, s ∈ I. Zeigen Sie, dass die Energie E[γs|[0,`]] unabhängig
von s ist.
(Hinweis: betrachten Sie die erste Variation des Energiefunktionals.)


