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Differentialgeometrie II
9. Ubungsblatt

27. Aufgabe. Bestimmen Sie S M, C;** M, S,M und C,M fiir

(a) M = R?/T, wobei I' die von ((1)) und (0

2) erzeugte Untergruppe ist.

Und p := [0].
(b) M =RP™ = 5"/{£1} mit der Quotientenmetrik, und p := [ey].

28. Aufgabe. Sei M eine vollstandige zusammenhéngende riemannsche Man-
nigfaltigkeit, p € M fix. Wir definieren diam M := sup{d(z,y)|z,y € M}.
Zeigen Sie:

(a) diam M = supycgy S(X)

(b) injrad(p) < infxeg,n s(X)

(¢) injrad(M) < infxegsa s(X)
)

(d) supyegy s(X) = oo genau dann, wenn es fiir alle p € M ein X € S,M
gibt mit s(X) = oc.
Tipp: Benutze Aufgabe 1 des 14. Blatts, Differentialgeometrie I

29. Aufgabe. Sei P eine kompakte Untermannigfaltigkeit einer vollstédndi-
gen riemannschen Mannigfaltigkeit M. Sei m : N — P das Normalenbiindel
von P in M. Die normale Exponentialfunktion sei die Funktion exp” : N —
M, X +— exp,(x)(X). Zeigen Sie:

(a) Es gibt ein ¢ > 0, so dass dx exp” invertierbar fiir alle X € N mit
| X < e.

(b) Sei P eine Hyperfliche mit Einheitsnormalenfeld v und Weingartenab-
bildung S. Sei ¢ : (—€,e) — P eine glatte Kurve, p = ¢(0), X = ¢(0).
Dann erfiillt das Jacobi-Feld J zur Variation

vs(t) == €XPy(s) (tyc(s))
die Anfangsbedingungen J(0) = X und J'(0) = —S5(X).



(c) Zusitzlich zu den Annahmen in (b) nehmen wir an, dass M flach ist.
Sei A* > 0 ein Eigenwert von S,,. Zeigen Sie, dass d;, exp™ fiir t = 1/\*
nicht invertierbar ist.

Diese Punkte heifsen Brennpunkte von P.

(d) Zusatzaufgabe (ohne Zusatzannahmen von (b) und (c)): Es gibt ein € > 0
und eine offene Umgebung U von P in M, so dass exp” die Menge
{X € N || X|| < ¢} diffeomorph auf U abbildet.

30. Aufgabe. Sei M eine vollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit, und
7 :[0,00) — M eine nach Bogenldnge parametrisierte Geodéatische mit
A(3(£),4(0)) = ¢ ¥t € [0,00).

(a) Zeigen Sie: f(q) := limy_o(d(q,v(t)) — t) existiert.
Tipp: Monotonie in t. Bemerkung: f heifst Busemann-Funktion.

(b) Ist f glatt auf der offenen Menge U, so ist f|y eine verallgemeinerte Ab-
standsfunktion.
Tipp: Sie kinnen dhnlich wie im Beweis fir f(q) = d(q, A) argumen-
tieren.
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