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Topologie 11
1. Ubungsblatt

Aufgabe 1
Sei X eine topologische Mannigfaltigkeit.

(a) Angenommen X ist R-orientierbar und U ist eine offene Teilmenge von
X. Zeigen Sie, dass dann U ebenfalls R-orientierbar ist.

(b) Seien (X;);es die Zusammenhangskomponenten von X. Sei Org(X) bzw.
Orgr(X;) die Menge aller R-Orientierungen von X bzw. X;. Konstruieren
Sie eine Bijektion

Orgr(X) — H Orgr(X;).

(c) Angenommen X ist zusammenhingend und 7 (X) besitzt keine Unter-
gruppe vom Index 2. Zeigen Sie, dass X dann Z-orientierbar ist.

Aufgabe 2

Fiir n > 1 bezeichne o, : A" — S" = An/aAn die Quotientenabbildung.
Das Bild von 0A™ sei der Basispunkt p. Sei R ein kommutativer Ring mit
Eins. Zeigen Sie, dass o, einen Erzeuger von H,(S™, {p}; R) reprisentiert.
(Hinweis: Ein Erzeuger von H(S'; R) = H,(S',{p}; R) wurde in Top. I,
Lemma 6.9 bestimmt. Bestimmen Sie nun Erzeuger von H,(D?* S'; R), von
H,(S? D?;R), von Hy(S? {p}; R), u.s.w.)

Aufgabe 3

Stellen Sie den topologischen Raum CP™ als CW-Komplex dar und berechnen
Sie seine zelluldire Homologie.

Bitte wenden!



Aufgabe 4

Sei X —=+ X eine normale Uberlagerung einer n-dimensionalen topologischen
Mannigfaltigkeit X und R ein kommutativer Ring mit Eins.

(a) Zeigen Sie fiir alle z € X die Existenz eines R-Modul-Isomorphismus

Hn()z, )?\{x}; R) s, H,(X, X~ {m(x)}; R), so dass ¢ (z) 0 Hp(7) = 0
fiir alle Decktransformationen + von 7 gilt.

(b) Zeigen Sie: hat X eine Z-Orientierung /i, so hat X ebenfalls eine Z-Orien-
tierung, sobald alle Decktransformationen von 7 die Orientierung von X
erhalten, d.h. (in den obigen Bezeichnungen), falls H, () (jiz) = fi () fiir
alle z € X gilt.

(c) Anwendung: Ziel dieser Teilaufgabe ist es, zu zeigen, dass RP™ mit n
ungerade Z-orientierbar ist.

i) Zeigen Sie, dass fiir jedes p € S™ die Inklusion (S™, @) C (S™,S™ \
{p}) einen Isomorphismus von R-Moduln H,(S™) — H,(S",S™ \
{p}) induziert.

ii) Zeigen Sie, dass die Antipodenabbildung a = —Idg» homotop zu Idgn
ist, falls n ungerade ist.

iii) Folgern Sie aus den beiden ersten Teilaufgaben, dass RP™ mit n
ungerade Z-orientierbar ist.

Abgabe der Losungen: Donnerstag 12.5.2011 vor der Vorlesung.



