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Aufgabe 1

Bilden Sie fiir A C R das Innere und den Abschluss, und zwar bzgl. der
Standardtopologie, der diskreten Topologie und der Klumpentopologie auf R,
wobei

1. A=10,1],

2. A=(0,1),

3. A=17,

4. A=Q.
Aufgabe 2

Es tragen R™ und R™ die Standardtopologien. Zeigen Sie, dass die Produkt-
topologie auf R” x R™ = R™" mit der Standardtopologie iibereinstimmt.

Aufgabe 3
Sei (X, O) ein topologischer Raum, “~” eine Aquivalenzrelation auf X, X/ ~=
{[z]| x € X} sei die Menge der Aquivalenzklassen, 7 : X — X/ ~, n(x) = [z].

1. Zeigen Sie, dass die Quotiententopologie O’ auf X/ ~ tatsichlich eine
Topologie ist.

2. Zeigen Sie: m: X — X/ ~ ist stetig.

3. Sei (Y, Oy) ein weiterer topologischer Raum und f : X/ ~ — Y eine
Abbildung. Zeigen Sie:

f:X/~—=Y ist stetig <= fom:X —Y ist stetig.

4. Sei X =[0,1] C R mit der Standardtopologie. Wir definieren

s =t oder
s~t <= s=0und t =1, oder
s=1und ¢t =0.

Zeigen Sie: [0,1]/ ~ mit der Quotiententopologie ist homéomorph zu
St = {(z,y) € R?|2? + y? = 1} mit der Standardtopologie.



Aufgabe 4
Sei (X, Ox) ein Hausdorff-Raum, sei p ein weiterer Punkt, p ¢ X. Setze X+ :=
X U{p}. Wir definieren

Ox+ :=0x U{(X N\ K)U{p} | K C X kompakt } .
Zeigen Sie:
1. (X*,Ox+) ist ein topologischer Raum.
2. X ist kompakt.

3. X ist Hausdorffsch genau dann, wenn X lokalkompakt ist, d.h. jeder
Punkt in z besitzt eine kompakte Umgebung.

4. (=1,1)* ist homdomorph zu S*.

Man nennt Xt die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von X.

Aufgabe 5
Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Raumen.

1. Ist das Urbild jeder kompakten Teilmenge von Y eine kompakte Teil-
menge von X7 Begriinden Sie Thre Antwort.

2. Im Falle X = R” und Y = R™ nehmen wir zusitzlich voraus, dass
| f(z)] H—> 00, wobei || die euklidische Norm im R™ bezeichnet. Zeigen
T|—00

Sie, dass dann f~1(K) kompakt ist fiir jedes Kompaktum K C R™.

Aufgabe 6
Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Raumen.

1. Zeigen Sie, dass das Bild einer zusammenh#ngenden Teilmenge von X
unter f wieder zusammenhangend ist.

2. Ist das Urbild jeder zusammenhingenden Teilmenge von Y unter f
wieder zusammenhéngend? Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 7
Die Sinuskurve der Topologen ist ein topologischer Raum, definiert als der

1
Graph der Funktion sin | — | im halboffenen Intervall (0, 1], zusammen mit
x

{0} x [—1, 1], mit der Standard-Unterraumtopologie:

7= {(a:,sin (é)) .z € (0, 1]} L0,y e -1, 1]},

Zeigen Sie:
1. T ist zusammenh&ngend.

2. T ist weder lokal zusammenhéangend noch wegzusammenhéngend.



Aufgabe 8
Sei Y eine mit der Relativtopologie versehene nichtleere Teilmenge eines
topologischen Raumes X und f:Y — R eine stetige Abbildung.

1. Gibt es immer eine stetige Abbildung ]?: X — R so, dass ]?|Y =f
gilt? Begriinden Sie Thre Antwort.

2. Zeigen Sie, dass im Fall Y = S" := {x € R""! | |z| =1} und X = R"™!
jede stetige Abbildung f : Y — R sich zu einer stetigen Abbildung
f: X — R fortsetzen lasst.



