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VORWORT

Das vorliegende Skript wurde anlésslich einer Vorlesung von Bernd Ammann im Wintersemester
2002/03 an der Universitidt Hamburg verfasst, und wurde im Rahmen der Vorlesung “Indextheorie”
im Wintersemester 2016/17 in Regensburg modifiziert und ergénzt. Inhaltlich beruht es teilweise
auch auf einer Vorlesung von Christian Bér in Freiburg, und dort sind viele Ideen aus einem Buch
von J. Roe eingegangen. Eine andere wichtige Quelle ist das Buch von Berline, Getzler und Vergne
und das Buch von Lawson und Michelsohn.

Da die Vorlesung in Hamburg auf deutsch gelesen wurde und die Vorlesung in Regensburg auf
englisch, sind mehrere Teile im Skript englisch ergénzt.

Literaturempfehlungen: Besonders empfehle ich [Roe88] und [LM&9].

NOTATION

Eine Metrik auf einem komplexen Vektorbiindeln ist in diesem Skript immer ein hermitesches
(pos. definites) Skalarprodukt auf jeder Faser, das glatt vom Basispunkt abhédngt. Hermitesche
Skalarprodukte sind komplex linear im ersten, und komplex antilinear im zweiten Argument.



In diesem Skript gilt 0 € N, und 0 ist weder positiv noch negativ.

Auf Vektorbiindeln V' — M bezeichnet | .| eine punktweise Norm, das heifit eine Norm auf jedem V,,
x € M. Normen auf dem Raum aller Schnitte bezeichnen wir mit | .| oft mit Indizes versehen, wie
zum Beispiel ||. | oder | .| 2. Fiir ¢ € T(V) ist also || € CO(M) und || € R. Ist V* der zu V duale
Vektorraum oder das zu V' duale Vektorbiindel. Dann ist (., .) die punktweise Dualitéitspaarung.
Die Integrierte Paarung schreiben wir mit (., . )), d.h. (¢, 9) = [,,{(¢,¥) fiir ¢ e D(V*), ¢ e (V).

1. MOTIVATION

Derzeit leider nicht getext.

2. CLIFFORD-MODULN

Definition 2.1. Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum, b:V xV — R eine symme-
trische Bilinearform. Ein (komplezer) Clifford-Modul fir (V,b) ist ein (komplexer) Vektorraum S
mit einer bilinearen Abbildung

c: VxS - §
(v,9) = v,
komplex linear in ¢, so dass
(2.2) vy (vg ) +vg - (v1 ) +2b(v1,v2) =0

fiir alle v1,v2 € V und alle ¢ € S. Die Abbildung cl heifit Clifford-Multiplikation. Die von cl
induzierte Abbildung V ®g S — S bezeichnen wir auch mit cl.

In manchen Anwendungen ist es auch sinnvoll, dass S ein reeller Vektorraum ist. Aus jedem solchen
reellen Clifford-Modul Sg erhélt man durch Tensorieren mit C, d.h. ®gC, einen komplexen Clifford-
Modul S. Die algebraische Struktur ist im reellen Fall aber komplizierter, deswegen wollen wir uns
auf den komplexen Fall beschréanken.

LEMMA 2.3. Die Gleichung (2.2) ist genau dann fir alle vi,v3 € V und alle p € S erfillt, wenn
(2.4) v-(v-p)==-bv,v) e YoeV, @eb.

Beweis. Fiir v = vy = vy folgt (2.4) direkt aus (2.2). Gilt nun andererseits (2.2) fiir v = v, v = v9
und v = vy + vg, so folgt durch Addition und Subtraktion der Gleichungen (2.4). O

Beispiele 2.5.

(1) b=0, S =@V (AFV) @ C =: ALV, cl(v, ) := v A .
(2) Wir konnen das vorige Beispiel auf allgemeines b verallgemeinern. Hierzu definieren wir

p )
v (V1AL AY) = Y (F1) (v, ) v A AT A A, € APV @R C,
i=1

wobei der Hut iber v; bedeuten moge, dass wir das Glied v; auslassen. Wir definieren nun
c(v,p) =v-p=vrp-vp.
Um die Relation (2.4) zu verifizieren, {iberlegen wir uns zunéchst, dass

(2.6) vA(v)+v (vVAp)=blv,v)e.



direkt aus der Definition von | folgt.
Es gilt nun

v-(v-p)=vavanp-vn(ve)=v (vAp) o (o) = -b(v,0)p.
—_—— N—_——
0 0

Definition 2.7. Sei F(V') die freie (assoziative) Algebra (mit Eins) erzeugt von V, d.h.

FV)=RePVe®...0V.
i-mal
Sei Z das Ideal, das von
{vev+b(v,v)|veV}
erzeugt wird. Dann heifit die Algebra CI(V,b) := F(V)/Z die Clifford-Algebra von (V,b). Ein
Clifford-Modul ist eine Darstellung der Clifford-Algebra.

LEMMA 2.8. Die Abbildung V 3 v~ [v] € CI(V,b) ist injektiv.

Proof. Wir definieren S und b wie in Beispiel 2.5 (2), und erhalten insbesondere eine Clifford-
Multiplikation V — End(S). Diese Abbildung ist injektiv denn cl(v)(1) = cl(v,1) =v e A1V = V.
Wie in der obigen Defintion erklirt, erhalten wir eine Abbildung C1(V,b) — End(S), und die
Abbildung V' — End(S) stimmt mit der Komposition

V - CI(V,b) - End(S)
v [v]

iiberein. Die Injektivitiat von V' — C1(V,b) folgt also aus der obigen Injektivitéit. O

Notation 2.9.
Cly, := CI(R", geuer)
Cly ¢ := Cl(Rk’E,g(k’e))
Hierbei ist g(k*z) die symmetrische Bilinearform auf R**¢, die in der Standardbasis durch die Matrix

diag(1,...,1,-1,...,-1)
—_——— —m—
k-mal £-mal

beschrieben wird.

3. VERALLGEMEINERTE DIRAC-OPERATOREN

Definition 3.1. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein komplexes Vektorbiindel W —
M mit einer Metrik (-,-), einem Zusammenhang V" und einer Clifford-Multiplikation cl: T*M ®
W — W heifit Clifford-Biindel, falls

(i) Fir alle pe M ist (Wp,cl,) ein Clifford-Modul fiir (7, M, g),
(ii) (- wy,wa) = —{wy, - ws) VaeTyM Ywi,wy e W),

(iii) VW is metrisch, d.h. Ox (w1, ws) = (V¥ wy,wa) + (wy, VY wa).
(iv) Fir alle X eT'(TM), alle a e T(T* M) und alle w e T(W) gilt

VW(a-w)=(Vxa) w+a-Vyw.



Bemerkung 3.2. Alternativ konnten wir anstelle des komplexen Vektorbiindels W auch dies-
selben Eigenschaften fiir ein reelles oder quaternionisches Vektorbiindel W fordern, oder mit einer
zusétzlichen Clg-Operation von rechts. Dies erlaubt interessante Anwendungen und Verallgemei-
nerungen, zu denen wir spater mehr sagen wollen.

Beispiel 3.3. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und W = @7_, A*T*M @ C (=
ALT* M), versehen mit dem Levi-Civita-Zusammenhang vW = v und der Riemannschen Metrik
ist ein Clifford-Biindel. Auf jeder Faser iiber p € M definieren wir die Clifford-Multiplikation wie
in Beispiel 2.5 (2) mit b:= g. Die Eigenschaften (i) und (iii) sind trivial.

(ii) Sei ag, ..., a, eine Orthonormal-Basis von AFT*M, v = as. Man priift dann
(g Ao A as Ao Ao~ ) = (o (i Ao A QG ), 0 AL A G,)
fir alle moglichen Index-Kombinationen durch. Es folgt hieraus
(A wy,wa) = (W, a, wa),
woraus die gewiinschte Relation folgt.
(iv) Wir kennen bereits die Produktregel fiir o A w
Vx(arw)=(Vxa) A\w+aAVxw
Als Ubungsaufgabe zeigen wir die Prodktregel fiir o, w
Vx(aw) = (Vxa) w+a, Vxw.
(Tipp: Wenden Sie die Produktregel auf
Ox (A wy,wa) = Ox{wy, o ws)
an.) Die Relation (iv) folgt daraus.
Fiir w e T'(w) ist
(X = V¥w) e T*M ® W = Hom(T M, W).
Definition 3.4. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit Clifford-Biindel W. Dann ist
der (verallgemeinerte) Dirac-Operator DY auf W definiert als die Verkettung
r(W) Y I(T* M @ W) <5 T(),

also DV =clovW.

Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir ab jetzt Vv fiir vV und D fiir DW.

Sei ey, ..., e, eine Orthonormalbasis von T, M, el{, ey el;L die duale Basis von T];*M7 so rechnet man
leicht nach

(Dw)l, = Z” (o).

Beispiel 3.5. Sei W = ALT*M. Wir wollen Dw fiir w € T'(W) berechnen. Wir nehmen einen
auf einer offenen Teilmenge U definierten orthonormalen Rahmen (eq,...,e,), und schrinken uns
zunachst auf den Fall suppw c U, suppw kompakt ein. Wir erhalten

Dw = Zeg “Ve;w = Ze? AVe,w— Ze?LVer.



Der erste Term ist der total antisymmetrische Anteil von Vw und dies ist bekanntlich dw. Wir
definieren das Kodifferential dw = -3 e?LVE LW

(3.6) Dw = dw + dw

Da sowohl Dw als auch dw nicht von der Wahl von U und der Wahl der e; abhéngt, tut dies auch
nicht 4. Da § zudem lokal ist, kann man ¢ auch fiir beliebige w € I'(W) definieren, also auch solche
ohne kompakte Trager. Hierzu zerlegen wir zunéchst w = Y w;, wobei suppw; kompakt seien und
in einer trivialisierenden offenen Menge U; liegen. Dann definieren wir dw = Y dw;. Spater werden
wir sehen, dass § “formal adjungiert” zu d beziiglich dem L2-Skalarprodukt auf I'(A*T* M) ist.

Definition 3.7. Den Operator A := (d+6)? : T(ALT*M) —» I'(ALT* M) nennt man den Hodge-
Laplace-Operator.

Wir wissen also, dass fiir W = A*T* M gilt D? = A. Spiter werden wir noch andere Clifford-Biindel
kennenlernen.

Beispiel 3.8 (Getwistete Clifford-Biindel). Sei W ein Clifford-Biindel tber der riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g). Sei E ein weiteres reelles oder komplexes Vektorbiindel iber M mit einer
Metrik und einem metrischen Zusammenhang (wir fordern nicht, dass es eine Cliffordmultiplikation
auf E gibt). Dann ist auch W ® E ein Clifford-Biindel, wobei W @ E die Tensor-Metrik und den
Tensor-Zusammenhang tragt, und die Clifford-Multiplikation ist gegeben durch

a-(wee)=(a-w)®e.
Wir nennen W ® E das mit E getwistete Clifford-Biindel.
Der zugehorige Dirac Operator erfiillt die folgende lokale Formel:
DVeE(wee)=Y e V. (wee)
(3.9) :Ze?-(vejw®e+w®veje)
=(DVw)®e+ Ze;’- W Ve e
Diese Twist-Operation ist in vielen Anwendungen sehr wichtig: im Standard-Modell der Physik
(oder auch in der Elektrodynamik) wird der Dirac-Operator mit einem Biindel getwistet, wobei

die Kriitmmung des Biindels den Eichfeldern entpricht. Auch in dieser Vorlesung werden sie noch
wichtig werden.

4. DIFFERENTIALOPERATOREN

Einige Vorbemerkungen zu Vektorbiindeln: Wenn V' ein Vektorbiindel ist, und vy, ..., v, auf einer
kleinen offenen Umgebung U definierte glatte Schnitte von V sind, so dass fiir jedes p € U, die
Vektoren vi(p),...,vx(p) eine Basis von V, bilden, so nennen wir das Tupel (v1,...,v;) einen

lokalen Basisschnitt. Jeder lokale Basisschnitt liefert eine lokale Trivialisierung. Und umgekehrt
liefert jede lokale Trivialisierung einen lokalen Basisschnitt.

Fiir ein gegebenes pg € M gibt es immer lokale Basisschnitte auf einer kleinen Umgebung, so dass
(Vxv;)|p, = 0. Solche Basisschnitte heien synchron in pq.

Lokale Basisschnite von T'M heiflen oft auch Rahmen. Ist die Basis zusétzlich in jedem Punkt or-
thonormal, so spricht man von orthonormalen lokalen Basisschnitten oder othonormalen Rahmen.



Notation 4.1. Eine Multiindez ist ein Tupel (aq,...,ap), a; € N.
laf = Y ai
i

gl g gon

o™ Jrer  Qron

Seien V, W — M reelle oder komplexe Biindel tiber einer Mannigfaltigkeit. Eine lineare Abbildung
P:T(V) - (W) heifit Differentialoperator der Ordnung < d, d € N, falls gilt:

Sei ¢ : U -» R™ eine Karte, und vy,...,v; bzw. wy,...,w,, auf U definierte glatte Schnitte von
V bzw. W, die in jedem Punkt eine Basis bilden,dann gibt es glatte Funktionen A% : U - R, «

Multiindex, |a| < d, so dass fiir s € (V) mit s = Y sv; gilt

o
(42) P (S) |U = Z ZA?]C (51/)& 33) Wy, .

|al<d 4,k

Beispiele 4.3. d und ¢ sind Differentialoperatoren 1. Ordnung, A = (d+6)? ist ein Differentialope-
rator 2. Ordnung, und verallgemeinerte Dirac-Operatoren sind Differentialoperatoren 1. Ordnung.
Die Differentialoperator 0. Ordnung sind genau die Schnitte von Hom(V, W) =V* @ W.

Bemerkung 4.4. Sei (Up, ¥ )mer eine Uberdeckung von M mit Karten, und seien v und w!
auf U; definierte lokale Basisschnitte. Wenn man (2) fiir alle (U, ¥, v;, w; ) nachweist, so folgt es
bereits fir alle Karten und lokalen Basisschnitte.

PROPOSITION 4.5. Sei g eine riemannsche Metrik auf M. Die Biindel V und W mdgen Metriken
(-, )v und {-,")w tragen. Dann gibt es zu jedem Differentialoperator P :T'(V') - T (W) der Ordnung
d, einen eindeutigen Differentialoperator P¥ :T' (W) - T'(V') der Ordnung d, so dass

4.6 fP,dl:/JD# dvol

(4.6) M< @, ¥)w dvol, M(‘P ¥)v dvolg

fiir alle o e T(V'), ¢ e T (W), wobei supp )y oder supp ¢ kompakt ist.

Der Beweis soll hier nur skizziert werden. Die Eindeutigkeit sieht man leicht. Um die Existenz zu

zeigen, definieren wir den Operator zunéchst in einer kleinen Karte. Auf Grund der Eindeutigkeit,
kénnen wir die verschiedenen Karten-Definitionen zu einer globalen Definition zusammenkleben.

Definition 4.7. Der Operator P# heifit der zu P formal adjungierte Differentialoperator. Gilt
P = P#, so heifit P formal selbst-adjungiert.
Offensichtlich gilt P## = P.

THEOREM 4.8. Verallgemeinerte Dirac-Operatoren sind formal selbst-adjungiert.

Das Theorem folgt aus der folgenden Proposition fiir 2 = M.

PROPOSITION 4.9. Sei W ein Clifford-Biindel. Seien p,1) € (W), Q ein Gebiet mit (stiickweise)
glattem Rand, supp ¢ nsupp v N kompakt. Dann gilt

[Q(Dgo,z/z)dvolg—fﬂ(gp,Dz/J)dvolg :fm(u”.@,wdvolg.

In der Proposition bezeichnet ® die nach auen gerichtete Normalen-1-Form, d.h. v® = g(v,.) fiir
den nach auflen gerichteten Einheitsnormalen-Vektor v.



Beweis. Sei p,1 € I'(W) wie oben. Definiere das komplexifizierte Vektorfeld X (X e I'(T M) ®r C)
durch

w(X) =(w-p,) YweT(T*M).

Wir wollen div X in p € M berechnen. Dazu nehmen wir einen orthonormalen Rahmen eq,..., e,
in einer kleinen Umgebung von p mit (V,,e;), = 0. Wir rechnen dann

e, (W(X)) = (Ve,w)(X) +w(Ve, X).

Wir setzen w = e?, summieren iiber 7 und berechnen somit die Divergenz in p als
7

divX = Y el(Ve,X) =Y [0, (e (X)) = (Ve,ed )(X)
0

> 0e. (el 0, 1)

€] Ve, 0,00) + D] 0, Ve, )
D{el Veo, ) = 2o, - Ve )
(D, ¥) = (0, D).

Man beachte, dass die Endterme dieser Gleichungskette unabhéngig von der Wahl des synchronen
Rahmens sind. Insofern gilt div X = (D, ) — (¢, D) in allen Punkten von M.

Wenden wir nun den Divergenzsatz

divXd 1:] b(X) dvol
/{; iv X dvol, HQV( ) dvol,

an, so folgt die Behauptung. O

FOLGERUNG 4.10. Das Kodifferential § ist formal adjungiert zu d.

Beweis. Das Kodifferential § bildet k-Formen auf (k — 1)-Formen ab. Schreiben wir d + § in
Blockmatrix-Gestalt, wobei die Zeilen und Spalten den Formen-Graden entsprechen, so gilt

0 6 0 d*
d 0 ¢ §# 0 df
#
avs-| 0 @or-| 0
) N ki
d 0 §# 0
Da verallgemeinerte Dirac-Operatoren formal selbstadjungiert sind, folgt § = d*. O

Um das Bild abzurunden erwéhnen wir hier noch:
PROPOSITION 4.11. Fir alle Vektorfelder X auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit gilt:

divX = -5X°.



Beweis. Der Beweis erfolgt mit einem orthonormalen Rahmen ey, ..., e,.
—6X" = Yel Ve, X" = 3 (Ve X)) (ei)
>0 (06, (X" (eq)) = X"(Ve,e0)

> 9(Ve, X, €;) = div X,

5. DER BOCHNER-TRICK

Ziel: Vergleiche V¥V mit D2.

Sei s e I'(T"M @ T*M ® W), das wir punktweise als bilineare Abbildung T,M x T,M — W
interpretieren. Fiir solch einen Schnitt definieren wir die metrische Spur tr,(s) € I'(IW) lokal

durch die Formel
try(s) =) s(ej,e5),

j=1

wobei (e;) wieder ein lokaler orthonormaler Rahmen ist. Eine gute Notation wére auch try ®
idy anstelle von tr, zu nutzen um dann anzudeuten, dass dfer Biindel Homomorphismus tr, :
N(T*M @ T*M — C*=(M) mit der Identitdt des Biindels W tensoriert wird und wir somit die
oben beschriebene Abbildung I'(T*M @ T*M @ W) — I'(W) erhalten. Ist X € I'(TM) und ¢ «
D(T*M ® W), dann ergibt sich durch Einsetzen vx (@) = o(X) e '(W). Auf T*M @ W - M wird
durch

(Tx@)(Y) = Vi (9(V)) = (VxY), VX eD(TM), pe (T M & W)

oder — aquivalent formuliert — durch
(51) o (Vx9) = Vx (v (©) = tvyv(9), VX eD(TM), e I(T* Mo W)
ein Zusammenhang definiert.

LEMMA 5.2. Sei W ein (reelles oder komplexes) Vektorbiindel mit einer Metrik und mit einem
metrischen Zusammenhang. Fiir den formal adjungierten Operator V# : T(T*M @ W) — T\(W)
gilt

(5.3) (V#QD)p =—trg(Vy)

fir alle p e T(T*M @ W). Sei zudem (e;) ein auf U definierter lokaler orthonormaler Rahmen,
dann ergibt sich

(5.4) V=2V, (1e;(9)) + X1y, e; ()

Im Spezialfall, dass W ein triviales Vektorbiindel von Rang 1 mit trivialem Zusammenhang ist,
iibersetzt sich dieses Lemma offensichtlich in die Aussage von Folgerung 4.10.

Beweis. Gegeben seien ¢ € T'(W) und ¢ € T(T*M ® W) mit supp ¢ Nnsupp® c U kompakt. Fiir
einen lokalen auf U definierten orthonormalen Rahmen (e;) definieren wir ¢; := t¢; (¢) und erhalten
somit |y =X ; eé’» @p; e(T*M e W)|y).

Sei X das komplexifizierte Vektorfeld, so dass
w(X) ={we,p)
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fiir alle 1-Formen w. Dann ist supp X eine kompakte Teilmenge von U. Wir nehmen nun zusétzlich
an, dass (e;) in p synchron ist und rechnen im Punkt p:

(div X), 25 (Ve; X)p = 2 9(e), Ve, X)y

= (0, (9. X))y = 9(T e, X))

——
=0

= Zaej(e?‘(X))p: Z(aej<€?®wa@))|P
= Z (aej W)v@j))p

J

= Z((v€j¢7¢j)+(¢avej¢j))|p

J

C (T, ) + (1, 4 (V)

Da der erste und letzte Ausdruck dieser Gleichungskette nicht von dem gewihlten lokalen or-
thonormalen Rahmen abhéngt, gilt divX = (Vi,p) + (¥, tr4(Ve)) auf ganz M, und aus dem
Divergenzsatz [,,div X dvol, = 0 folgt dann Gleichung (5.3). Die lokale Formel (5.4) folgt dann
aus der Gleichung (5.1). o

KOROLLAR 5.5. Ist ey,...,e, einen auf U definierter lokaler orthonormaler Rahmen, der syn-
chron in p e U ist und 1 e (W), dann gilt in U

V#V'(/)|p = _(Z Vej VE]‘ 1/1)|p
J

Beweis. Wir wenden das Lemma fiir ¢ = V¢ an, dann gilt ¢; = V.9, woraus die Behauptung
folgt. O

PROPOSITION 5.6 (Bochner-Formel). Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, W ein
Clifford-Biindel iiber M. Sei D der verallgemeinerte Dirac-Operator, und RV die Kriimmung des
Biindels W. Dann gilt fir alle o e T(W)

D% =V Ve +K(p),
wobei der Krimmungsendomorphismus IC lokal definiert gegeben ist durch

K(p) =Y el-eh-RY (e;,¢))p.

1<J

Der Kriimmungsendomorphismus K ist ein symmetrischer ' Endomorphismus.

IWir verwenden den Begriff “symmetrisch” im Sinne der Funktionalanalysis, d.h. im Sinne von (A, y) = (z, Ay) =

(Ay, z) fir alle z,y im Definitionsbereich von A. Dies entpricht dem Begriff “hermitesch” der Linearen Algebra.
[HST71]
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Beweis. In p e M nehmen wir einen in p synchronen Rahmen und rechnen:
D250 = Ze?'vm(e?'v%@)?
i
= Yel e Ve Vet el ej (Ve Ve, = Ve, Ve,) 9
e 1<j
-1
= V#ch + Zef . eg . RW(ei,ej)ga
1<J

Da sowohl D? als auch V#V formal selbstadjungiert sind, ist auch K symmetrisch. O

KOROLLAR 5.7 (Bochner-Trick). Sei M eine kompakte zusammenhdingende Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit Clifford-Biindel W.

(1) Gilt fir alle pe M und w e W, dass (Kw,w) >0, so ist jedes ¢ € ker D parallel.
(2) Gibt es zusdtzlich ein p e M mit
(Kw,w)>0 Ywe Wy, w#0,
so ist ker D = {0}.

Beweis. Zu (1): Sei Dy = 0.

0 = (D, Dy) dvol,
M
= / 20, ) dvol,
M
= f (V# Vo, p)dvol, + fM(ICga,cp)dvolg
= [ (Vep, Vi) dvolg + / (K, ) dvolg
M —_—— M [
>0 >0
Wir schlieflen daraus, dass Vi =0 und (K, ) = 0. Im Fall (2) folgt aus letzterem ¢(p) = 0. Da ¢
parallel, ist seine Linge konstant. Im Fall (2) also ¢ = 0. O

Im Falle des Dirac-Operators d+ 4 auf den Formen kénnen wir diese Aussage noch verstarken. Man
beachte hierzu, dass der Hodge-Laplace-Operator A := D? = (d + 6)? = dé + §d den Formen-Grad
bewahrt, ebenso der Operator V#V. Das heifit K bildet punktweise A*TC*M auf sich selber ab.
Mit analogen Argumenten (oder mit Blick auf die Definition von K kann man auch argumentieren,
dass K die reellen k-Formen A*T*M c A¥TC* M erhilt. Wir erhalten somit

KOROLLAR 5.8 (Bochner-Trick fiir k-Formen). Sei M eine kompakte zusammenhdngende Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit. Sei IKC¥ der Kriimmungsendomorphismus von ALT*M, eingeschrinkt
auf die (reellen) k-Formen.

1t w,w) 2 peM,we so 1st jedes p € ker(d+0) N ' parallel.
1) Gilt (K* 0  VpeM,weW, so ist jed ker(d +0) nT'(AFT*M llel
(2) Gibt es zusdtzlich ein p € M mit
(K*Fw,w) >0 Ywe Wy, w#0,
s0 ist ker(d + &) nT'(A*T* M) = {0}.

Beweis. Wie oben. O
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Wir werden diese Technik spéter verfeinern, und die Liicke im Spektrum um die 0 genauer zu
bestimmen.

Ubung: Berechnen Sie K.

Bemerkung 5.9. Wir betrachten wieder getwistete Dirac-Operatoren, siche Beispiel 2.5. Wir
nutzen die lokale Formel (3.9). Dann

KVeE(wee) Ze?-e?-RW‘gE(ei,ej)(w@e)

i<j

= Zef-e? . (RW(ei,ej)w ®e+w ®RE(ei,ej)e)
i<j

= (KYw)ee+ Zef~e? -w® RE (e;,¢;)e

1<J

Diese Formel wird spéter benétigt.

Einschub: Formel fiir Twist mit Tangentialbiindel

Wir wollen hier noch eine dhnliche Rechnung mit getwisteten Dirac-Operatoren anfiigen, die im
nichsten Kapitel benotigt wird, aber keinen unmittelbaren Bezug zum aktuellen Kapitel hat.

LEMMA 5.10 (Twist mit dem Tangentialbiindel). Sei W — M ein Clifford-Biindel und D der
Dirac-Operator. Sei DWeT' M jep. Dirac-Operator des mit T M getwisteten Clifford-Biindels. Um
die Notation einfach zu halten identifizieren wir hier T* MW mit WQT* M vermdge der Abbildung
a®wrwea. Dann gilt

n
pweT Mchp—VODsOZ Z e?.RW(ei,ej)gO@e?
,j=1

fiir einen lokalen orthonormalen Rahmen eq,..., e,.

Die rechte Seite der Gleichung ist zunédchst nur lokal definiert. Man sieht aber leicht durch Nach-
rechnen, dass der Ausdruck der rechten Seite nicht von der Wahl des orthonormalen Rahmens
abhéngt, also global definiert ist. Etwas eleganter sicht man dies, indem man R" als Element von
T"MeT*M®W — W interpretiert. Dann ist

(5.11) T"MeW s (idecl)o RV = Y ei—’®(62~RW(ei,ej))

i,j=1
bis auf ein Vorzeichen und Vertauschung der Reihenfolge gleich der rechten Seite. Offensichtlich
ist (id®cl) o R" unabhiingig von der Wahl der e;.

Beweis des Lemmas. Nach dem soeben gesagten kdnnen wir annehmen, dass ey, ..., e, ein ortho-
normaler Rahmen ist, der in p € M synchron ist. Wir rechnen fiir p € C*° (W)
DY Movp-veDp = Y DVTM(v, peel) - Y V(e Ve,0)
J [
= Z ((eg Ve, Ve, ) ® es - ef “Ve; Ve, p ® e?)

,J

Ze? ‘R (e, ej)p® eg

0,J

Man beachte, dass diese Gleichungskette nur ¢m Punkt p gilt. Die Gleichung (5.11) ist also zunéchst
nur in p fiir in p synchrone Rahmen gezeigt. Da die rechte Seite von Gleichung (5.11) — wie oben



13

bemerkt — gar nicht von der Wahl des lokalen orthonormalen Rahmens abhéngt, gilt sie fiir
beliebige lokale orthonormale Rahmen. O

6. ANALYSIS VON DIRAC-OPERATOREN AUF DEM STANDARD-TORUS

In diesem Kapitel werden uns einige Begriffe und Sétze aus der Funktionalanalysis begegnen. Das
meiste, was wir bendtigen werden, kann zum Beispiel in [HS71] gefunden werden.

In diesem Kapitel ist (M, g) immer eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei zunéchst W
ein reelles oder komplexes Vektorbiindel iiber M mit Metrik und metrischem Zusammenhang.

Definition 6.1. Sei I'cx (M, W) der Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren Schnitte von
W. Wir schreiben auch oft C*(M, W) oder C*(W), falls aus dem Kontext heraus klar ist, dass
Schnitte von W — M gemeint sind. Fiir ¢ € C*(M, W) definieren wir

j-mal
——
lell o ::jg}fgkrpg%c\v--vw(p)|~

Bemerkung 6.2. Ist P ein Differentialoperator der Ordnung m € N, dann ist
CH(M, W) - CF™(M, W)
beschrénkt.

(CF(M,W),| - |cx) ist ein Banach-Raum. Es wird aber hilfreich sein, mit Hilbertriumen zu
arbeiten. Wir fithren deswegen die Sobolevraume Wy ein. Wir werden hierfiir zunédchst auf dem
n-dimensionalen Standard-Torus arbeiten, Sobolevraume H, definieren, und wichtige Sétze zeigen,
und diese Definitionen und Sétze dann auf beliebige kompakte riemannsche Mannigfaltigkeiten
hintiber transportieren. Insbesondere werden wir dann zeigen, dass die normierten Vektorrdume
H und W, auf dem Torus dquivalent zueinander sind.

Wir betrachten also nun den Standard-Torus 7" = R™ /(27 Z)". Die von den Standard-Koordinaten
des R™ induzierten Koordinaten nennen wir x1,...,x,.
Definition 6.3. Eine formale Fourier-Reihe ist eine Familie {u¢|§ € Z"}, ue € C, die wir in der
Form

u= 3 ugeiw,&)

Een
schreiben und interpretieren wollen.

Wir definieren das Sobolev-s-Skalarprodukt fir s € R
(u,v)s = 3 (1+[€%)" uete,
EeZn

das fiir alle formalen Fourier-Reihen u, v definiert ist, fiir die die Reihe absolut konvergiert.

Die Sobolev-s-Norm ist dann definiert als

luls = v/ (u,u)s € R* U {oco}.
Der Sobolev-Raum H, auf T™ ist die Menge aller formalen Fourier-Reihen w auf T™, fir die

Julls < co.

Mit Hilfe der Cauchy-Ungleichung sieht man: Falls |ulls < oo und [|v]s < oo, dann konvergiert die
obige Reihe absolut. Also definiert (-, ), ein Skalarprodukt auf Hj.
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LEMMA 6.4. (H,,| - |s) ist vollstindig.

Beweis. Sei (uy) eine Cauchy-Folge in Hy. Fir jedes € > 0 gibt es also ein N > 0, so dass
[ug —ue|s < € Vk,£>N.

Fiir festes € € Z™ gilt somit:

lar —wells €

(L+[gP)e2 (1 +[g2)e/

und somit ist (ug,¢)x eine Cauchy-Folge. Wir setzen ve := limpg o0 ug,¢. Zu zeigen ist nun |ug — v|s = 0.
Zunéchst gilt

|uk,e = ueel <

[, = vel® < (Jur.e — el +[uee —vel)® <2 (June —ueel + uee - vel?) .

Fir R > 0 gilt somit
Do (L +[€P) fune = vel?

[€[<R
< 2 (L+[EP) ke —ueel® +2 > (A +[EP)  luge —vel?
[€[<R |€I<R

<e fiir geniigend grofies £ = (R, €)
< 2| up —ug? + 262 < 462

fir k> N = N(e), wobei N wie zu Beginn des Beweises definiert ist. In den letzten beiden Unglei-
chungen miissen wir £ von R abhingig wihlen, die Gesamt-Ungleichung gilt aber fiir alle k > N (¢)
gleichméfig in R > 0. Also somit

[ug —vs < 2€.

LEMMA 6.5.
Ck(Tn) g Hk
f - Z fgei(wf)

gezm
mit
fe=(2m)™ fT _f(@)e ) dvol ()
ist injektiv und beschrankt.

Beweis. Die Funktionen i : z = ¢®€) bilden eine Hilbert-Raum-Basis des Hilbert-Raums L?(T™)
der komplex-wertigen L2-Funktionen, versehen mit dem (reskalierten) L?-Skalarprodukt

(f.f2) =" [ 1l
In Folge dessen gilt die Parsevalsche Gleichung fiir alle f € L2(T"):

@0 [ 1F= % ffe

e

fe= @0 [ @) 9.
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Daraus folgt nun die Aussage wie folgt im Fall k = 0:
171 = 3 el = @0 [ 1P < IS0,
Een T

Wenn f im Kern liegt, so folgt daraus [ |f|* = 0, und da f stetig ist, bedeutet dies f = 0. Die
Injektivitét folgt somit fiir £ =0 und deswegen auch fiir alle k.

Fir den Fall k£ > 0 berechnen wir zunéachst

((icfj)g - /Tn%(x)e’i@&)
- anf(z)(—igj)eer@
i€ fe

Durch Induktion zeigen wir daraus:
oled
— jlalga
(8360‘ f)£ 1 5 f&v
wobei £ := £81--£%» . Man beachte £2* = (£%)? > 0. Wir nutzen nun

e <1+EP)r <o Y e

||k la|<k
und erhalten
alel |12
(6.6) Ylla=f < IR
<k Ox 0
glel |2
< Cy f
|O%S:k‘ 8x0‘ 0
alel |7
<oy |y
gk 11079 [ co
< CYIfIEn

Aus dem Beweis kénnen wir sogar noch einige Folgerungen ziehen:
FOLGERUNGEN 6.7. 1.) C*(T") liegt dicht in Hg

2.) Hy=L*T")

3.) Fiir keNist | - | dquivalent zu Yo <, %f‘ Lo

4.) Ist P: C=(T") — C*°(T"™) ein Differentialoperator der Ordnung k, dann setzt sich P zu einer
beschrankten linearen Abbildung Hs — Hy_y fort (fir alle s € R).

Beweis. 1.) Die (endlichen) Teilsummen der Fourier-Reihen liegen dicht in H. Da die endlichen
Summen aber Bilder glatter Funktionen sind, ist das Bild von C*°(T™) dicht.

2.) Die Abbildung des Lemmas bewahrt die L?-Norm bis auf eine Konstante. Wir sehen also, dass
H, die L?-Vervollstandigung der glatten Funktionen ist.

3.) folgt aus (6.6)
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4.) jetzt klar o

SATZ 6.8 (Sobolevscher Einbettungssatz fiir 7). Sei s > n/2. Dann konvergiert jede formale
Fourier-Reihe u € Hy,, s in der C*-Norm und die Abbildung

Hprs » CH(T™)
ist injektiv und beschrdnkt.

Beweis. O0.B.d.A.sei k=0.
Sei u =3, uge®8) ¢ Hy. Setze Sg = Yiel<r ugel ) e C°(T™). Fiir R< R’ gilt

Sr(z) - Sw(@)] < 3 luel
[§I2R
o (1 IeP)
der (1+]g2)*?
1/2 1/2
) {z (147’ w} {z <1+|§|2)“*}
[€|=R |€=R

<Julls

Mit Hilfe des Integralreihen-Kriteriums sieht man nun, dass

(6.9) C= Y (1+[*) " < o0,

¢lezm

da s >n/2. Es folgt daraus, dass (Sg,|R; - 00) eine Cauchy-Folge in C°(T™) ist. AuBerdem sehen
wir (R=0, R’ > o), dass dann die Abbildung beschrinkt ist.

Die Injektivitét ist klar. O

SATZ 6.10 (Rellichscher Einbettungssatz). Fiir s; < sg ist die Einbettung Hs, = Hgs, kompakt.

Beweis. Sei (ur)r eine beschrankte Folge in Hy,, d.h. es existiert ein C' mit
Jugls, < C Vk.

Fiir festes & € Z" bildet (ug¢)y eine beschrinkte Folge in C. Nach Ubergang zu einer Teilfolge
konvergiert somit (uy ¢)g. Indem wir nun nacheinander alle £ € Z"™ durchlaufen, erhalten wir neue
Teilfolge und wéhlen letztendlich die Diagonalfolge. Dies ist dann eine Teilfolge, so dass (uge)
fir alle £ € Z™ konvergiert.

Zu gegebenem € > 0 wihlen wir R so grof}, dass

1 B
——————— <€
(1+R2)*™™™
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Wir erhalten somit:

lur - will?,
s 1 s
= 20 (L+IEP) " fune —wel+ Y gy (1 1EP) 7 fuke —urel®
[§l<R [§PR—

<€

<e fUr k,1>N(e,R)

e+efur —w)?, < (1+4C%)e

IN

7. ANALYSIS VON DIRAC-OPERATOREN AUF RIEMANNSCHEN MANNIGFALTIGKEITEN

Wir wollen nun die Definitionen, Normen und Ungleichungen auf eine beliebige kompakte Rie-
mannsche Mannigfaltigekeit mit einem Vektorbiindel £ — M {ibertragen. Da wir nun sehr bedacht
auf die Regularitdt von Schnitten bedacht sein miissen, schreiben wir fiir den Raum aller glatten
Schnitte von FE hier zumeist C*(FE) an Stelle von T'(E).

Wir wihlen eine offene Uberdeckung Uy, ..., U, von M und Diffeomorphismen
@Yjt Uj hd V] cT”.

Auf jedem Uj; wihlen wir eine Trivialisierung von E, d.h. eine Abbildung v, : Ely, - C™, 9; =
(w;7 .+, "), Wir wihlen eine zu Uy, ..., U, passende Partition x; der Eins.

Definition 7.1. Wir definieren nun fiir alle v,w € C*°(E) und k € N das Sobolev-k-Skalarprodukt
m

(vl = 2, ez(wf o (xgv) o @55 0 (5T) 0 97 i
J=1¢=1

und die Sobolev-k-Norm auf M

lwlx = \J ZMZ; |45 o (xjw) o @3k =/ (w,w)i.
st

Den Sobolev-Raum W¥*(E) definieren wir als Vervollstindigung von C*(E) bzgl. || - |-

Die Norm und das Skalarprodukt sind bis auf Aquivalenz nicht von der Wahl der U;, ¢4, ¢¥; und
X; abhéngig. Dies folgt aus Exercise 3, Exercise Sheet 3 (Regensburg 2016/17) und einigen darauf
aufbauenden Rechnungen, die fiir k € N gut funktionieren.

Insbesondere folgt dann auch Hj, = W*(T™).

Zu bemerken ist, dass wir in der obigen Definition nur an der Aquivalenzklasse der Norm in-
teressiert sind. Fir geometrische Anwendungen, in denen der Wert der Sobolev-Norm (z.B. im
Yamabe-Problem) eine entscheidende Rolle spielt, sollte man die Normen anders (aber dquivalent)
definieren, um einfach handhabbare Aussagen zu erhalten. Fiir die Zwecke der aktuellen Vorlesung
ist es aber ausreichend, entscheiden zu koénnen, ob ein Schnitt in einem Sobolevraum enthalten
ist und ob die Operatoren zwischen den gegebenen Sobolev-Réumen beschrénkt sind oder nicht.
Ein Ausnahme bildet hier die L?-Norm, die zur Wy-Norm #quivalent ist, und deren genauen Wert
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wir hdufig bendtigen. Unter den vielen zur Wy-Norm &quivalenten Normen wéhlen wir hier die
geometrische L2-Norm, die fiir alle w € C°°(M) erfiillen soll

w12 =\//M|w|2 dvol?.

Die Formel gilt dann auch fiir alle w € L?( M), fiir die der Leser die rechte Seite sinnvoll definieren
kann.

Desweiteren ist zu sagen, dass es in der Literatur auch viele andere Arten gibt, Sobolev-Raume
einzufithren und dass es auch weitere Typen von Sobolev-Raumen gibt. Konzeptioneller ist es
Distributionentheorie zu nutzen, um Sobolev-Rdume zu definieren, oder alternativ Pseudodifferen-
tialoperatoren. Modifikationen gibt es zum Beispiel dahingehend, dass man beliebige reelle Zahlen
s in H*® erlaubt, dass man die L2-Bedingungen durch LP-Bedinungen ersetzen kann, man Randbe-
dinungen auf verschiedene Arten einfiihrt, dass man bei nicht-kompakten Mannigfaltigkeiten einen
Abfall im Unendlichen vorschreibt und vieles mehr. Es gibt hier kein universelles Konzept und
man sollte die R&ume immer entsprechend der Verwendung definieren und gleichzeitig sehen, dass
verschiedene Definitionen dquivalent sind.

Bemerkungen 7.2.

(1) Ist P: C*(F) - C*(F) ein Differentialoperator der Ordnung m, dann setzt sich P zu einer
beschriankten Abbildung
P Wk+m(E) N Wk(F)
fort. Insbesondere ist dann auch die Formel (4.6) fiir alle ¢ € W(E) und ¢ e W(F) giiltig.
(2) Die Identitét Idce gy setzt sich zu einer beschrénkten injektiven Abbildung

CH(B) - WH(E)
fort.
obolev) Fir s >n/2, s € N setzt sich die Identitat Idc~(g) zu einer beschrankten injektiven
3) (Sobolev) F 2 N h die Id ldge (k) beschréank k
Abbildung
Wk+S(E) N Ck(E)
fort.
ellic ur s; < sp setzt sic c=(E) zZu einer kompakten injektiven 1ldung
4) (Rellich) Fii ich Idge () i k k injekti Abbild

W?*2(E) - W (E)
fort.
(5) Es gilt
N WH(E) = C=(E).
keN
(6) Wihle einen Zusammenhang V auf E und eine Metrik. Sei &k € N. Dann sind die Normen

k

|wlp =2 1V...Vw|rz,  weC(E)

§=0 ——
j-mal

zu | - |k dquivalente Normen.

Die Aussagen in der Bemerkung kann man zeigen, in dem man sie auf Aussagen in Karten reduziert
und dann die Aussagen des letzten Kapitels nutzt. Dies ist einige formale Arbeit, aber inhaltlich
nicht kompliziert, so dass wir detailierte Beweise iiberspringen. Etwas subtil ist hierbei allerdings,
die Injektivitit der Abbildungen W***(E) - C*(E) und W*2(E) - W*'(E) zu zeigen, und dies
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wird oft in der Literatur nicht ganz korrekt wiedergegeben. Deswegen wollen wir es im folgenden
Lemma im Detail zeigen.

LEMMA 7.3. Sei T : W*2(FE) - W*(E), s; € N, s5 > 51, die stetige lineare Abbildung, die die
Identitit Idce gy fortsetzt. Dann ist T injektiv.

Aus dem Lemma folgt dann auch die Injektivitit von W***(E) — C*(E), denn die Komposi-
tion WHs(E) - CH(E) - WF(E) setzt die Identitit stetig fort und stimmt deswegen mit der
Abbildung T im Lemma fir s; = k + s und s1 = k tiberein.

Beweis des Lemmas. Man zeigt zundchst die Existenz einer Konstanten C, so dass fiir alle ¢ €
C*(E) gilt:
lelwe < Clelwes.

Dies ist wie oben angedeutet, einige formale Arbeit ohne inhaltlich kompliziert zu sein. Aus dieser
Ungleichung folgt, dass Cauchy-Folgen in (C* (E), | - w2 ) auf Cauchy-Folgen in (C**(E), || - |w=1)
abgebildet werden und somit die Abbildung wohldefiniert ist. Auch die Beschridnkheit der Abbil-
dung folgt aus der Ungleichung. Der oben erwéihnte subtile Punkt im Beweis der Injektivitat ist
nun: Elemente von W2 sind in Bijektion zu Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen, und deswe-

gen miussen wir ausschliefien, dass es Cauchy-Folgen in (C*°(E),| - |lws2) gibt, die Nullfolge in
(C=(E), | - lwe:) sind.

Nehmen wir also an, (w;) wére eine Cauchy-Folge in (C*(E),| - |ws2) mit |w;|ws — 0. Aus der
Definition ergibt sich dann fiir jedes j und ¢, dass auch |‘¢f o (xjw;) o <p]‘-1 |s, fiir ¢ > oo gegen Null
konvergiert. Somit ist fiir fixiertes j die Folge v; mit v; := wf o (x;w;)o go;l eine Nullfolge im Raum
H,, , der im letzten Kapitel definiert wurde. Gleichzeitig ist es eine Cauchy-Folge im Banachraum
H,,, konvergiert also auch hier, sagen wir gegen ein v, € H,,. Entscheidend ist nun, dass wir im
letzten Kapitel Hy, als Teilmenge von H,, definiert haben, was uns erlaubt ve auch als Element in
H,, zu sehen. Die Konvergenz von (v;) gegen ve in H,, impliziert die Konvergenz von (v;) gegen
Voo in Hg,, also muss ve, = 0 gelten. O

Die Injektivitit von C*(E) - W¥(E) ist einfacher. Wenn ein w im Kern lige, dann zeigt man
zunichst, dass dann auch auch yw im Kern lige fiir alle Funktionen x € C*(W). Nun wihlen wir
eine geeignete Karte ¢ : U — V eine geeignete Trivialisierung 1 = (1%, --,4™) und eine geeigenet
Abschneide-Funktion und erhalten ein nicht-triviales Element ¢)¢o( xw)op™ ! im Kern der Abbildung
Ck(V) - W¥(V). Dies widerspricht Lemma, 6.5.

Sei nun W — M ein Clifford-Biindel tiber der kompakten riemannschen Mannigfaltigkeit M. Den
dazugehorigen (verallgemeinerten) Dirac-Operator bezeichnen wir mit D.

PROPOSITION 7.4 (Garding-Ungleichung). Es existiert eine Konstante C >0, so dass
lelly <C (lello + [Delo) Ve eC™(W).

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass | . |o die L?-Norm ist. Aus der Bochner-Formel
D2g0 = V#th + Ky
folgt
[Veld = (VFVe,0)0 = (D0, 0)o ~ (K, )0 < [ Dol + C'llell.
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PROPOSITION 7.5 (Elliptische Abschétzungen). Es existieren Konstanten Cy,C}. >0, so dass

lel < Cr (Iello+ 1Dello + -+ D ¢llo) < Crlelk-

Beweis. Die rechte Ungleichung ist bereits klar. Zu zeigen ist also die Existenz von Cy. Fiir k=1
ist dies gerade die Garding-Ungleichung. Fiir alle k& > 1 zeigen wir die Behauptung durch Induktion
iiber k. Nach Induktionsvoraussetzung gelte die Aussage fiir k — 1 fiir alle Clifford-Biindel.

lele < Cr{llelo+ IVele-1}
< Co {lelo+[Velo+IDVelo+--+ [ D* ' Velo}
< Cs {lele-1+ Vel + [VDpllo +--+ [VD* o}
< Ca(lelo+ 1Dl +- +[D*¢lo)

Die zweite und letzte Ungleichung beruhen auf der Induktionsvoraussetzung. In der dritten Un-
gleichung haben wir D" und V vertauscht, und nach Lemma (5.10) wissen wir

|D**'vD g - D*VD™plo = | D*(DV -~ VD)D" ¢llo < C'[[ @]+

O

Definition 7.6. Seien Hy, H> Hilbert-Radume, D c H; ein dichter Unterraum. Ein linearer Ope-
rator A : D — Hs heifit unbeschriankter Operator. Der Graph von A ist

T'y= {(Z‘,AJ?) |$ € D} c Hi® H,.
Der Operator A heifit abgeschlossen, falls der Graph I" 4 abgeschlossen ist.

Uberall definierte Operatoren (D = H;) sind genau dann stetig, wenn sie abgeschlossen sind. Unser
wichtigstes Beispiel ist Hy = Hy = L?, D = C*(W) und A eine Differentialoperator, insbesondere
A=D.

LEMMA 7.7. Sei M kompakt und P ein Differentialoperator auf M. Der Abschluss des Graphen
I'p in L? ® L? ist wieder ein Graph.

Die lineare Abbildung die durch T'p beschrieben wird, heifit der Abschluss von P.

Beweis. Sei (0,y) im Abschluss von I' p. Dann gibt es eine Folge (z;) in C*° mit (z;, Pz;) - (0,y)
in L? ® L?, also z; > 0und Pz; -y in L. Es folgt fiir alle glatten ¢:

(xj,P#ga)Lz - 0

(Pzj, @)tz > (y,¢)r2.
Da die glatten Schnitte dicht liegen, folgt y = 0. O

Bemerkung 7.8. Sei P ein Differentialoperator der Ordnung k. Dann ist der Sobolevraum W
im Definitionsbereich des Abschlusses von P enthalten.

Ein Unterraum eines vollstindigen metrischen Raumes ist genau dann abgeschlossen, wenn er
vollstéandig in der induzierten Metrik ist. Sei A : D ¢ H; — Hs ein unbeschriankter Operator.
Wir folgern, dass A genau dann abgeschlossen ist, wenn der Graph in der induzierten Topologie
vollsténdig ist. Vermoge des Isomorphismus D — I'4 definiert die induzierte Norm eine Norm auf
D, die Graphen-Norm auf D

lel = lelz, + 1 AelG,-
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Beispiel 7.9. Die Garding-Ungleichung fiir Dirac-Operatoren besagt, dass die Graphen-Norm

dquivalent zur W1-Norm ist. Insofern ist die stetige Fortsetzung von D zu einer Abbildung W!(W) -
L?(W) ein abgeschlossener Operator, und stimmt deswegen mit dem Abschluss von D iiberein.

Somit haben wir einen Operator D5 = W (W) — L*(W).

Definition 7.10. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit. Sei P ein Differentialoperator der Ord-
nung m, der Schnitte von E — M auf Schnitte von F' — M abbildet. Sei f € L?(F). Man sagt, die
Differentialgleichung Pu = f ist

(a) im klassischen Sinn erfiillt, falls u e C™(E), f € C°(F), und Pu = f,
(b) im starken Sinn erfiillt, falls es u; € C™(FE) gibt mit u; - u und Puj - f in L?
(¢) im schwachen Sinn erfiillt, falls (u, P#©)o = (f, )0 fiir alle p € O (F).

Offensichtlich ist (b) dquivalent zu (u, f) € T'p, oder anders ausgedriickt: (b) besagt, dass u im
Definitionsbereich des Abschlusses von P liegt, und der Abschluss von P die Funktion u auf f
abbildet. Es ist deswegen klar, dass aus der Giiltigkeit im klassischen Sinn, die Giiltigkeit im
starken Sinn folgt. Ist andererseit u eine starke Losung, so folgt

(u, P*9)o < (uj, P*9)o = (Puj, )0 = (f,0)o-
Also ist auch u eine schwache Losung.

Wir wollen nun umgekehrt zeigen, dass im Falle des Dirac-Operators jede schwache Losung u von
Du = f bereits eine starke Losung ist.

PROPOSITION 7.11. Ist fir u, f die Gleichung Du = f im schwachen Sinn erfillt, so ist sie auch
im starken Sinn erfillt.

Definition 7.12. Sei M kompakt. £, F' Biindel iiber M. Sei 71/ : M x M — M die Projektion auf
die erste bzw. zweite Komponente. Eine lineare Abbldung

A:L*(E) - L*(F)

heiit Gldttungsoperator, falls es einen glatten Schnitt k von 77 F ® w5 E* gibt mit

(Ap)(@) = [ k(@ y)e(y) dvol(y).
Solch ein k heifit Glattungskern.

Bemerkung 7.13. Fiir Glittungsoperatoren A gilt A(L?(E)) c C*(F), und A: L?(E) - C*(F)
ist fiir alle k beschrénkt.

Definition 7.14. Sei nun E = F. Eine Familie {F,|e € (0,¢]} von selbstadjungierten Glattungs-
operatoren heifit Friedrichs-Gldtter, falls gilt

(1) F.:L* - L? ist gleichmiBig in € beschrinkt,

(2) [B,F.]: L* - L? ist gleichmiBig in e beschrinkt fiir alle Differentialoperatoren B der
Ordnung 1,

(3) F. konvergiert in der schwachen Operator-Topologie gegen id, d.h. fiir alle u,v € L? gilt

(Feu,v)o = (u,v)g fiir e - 0.

LEMMA 7.15. Auf kompakten Mannigfaltigkeiten existieren Friedrichs-Gldtter.
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Beweis (Skizze). Sei e der Injektivitiatsradius von M. Wihle eine glatte Funktion x : R — R mit
X >0 x(t) =0 falls ¢t > 1, die konstant ist in einer Umgebung von 0 und

1
f X dt = 1/ vol(8™7Y).
0
Dann gilt [;, x(|z|) da = 1. Wir definieren fiir d(z,y) < €
ke(z,y) = € " x(d(z,y)/€) Poy,

wobei P, , der Paralleltransport langs der Kiirzesten von y nach x ist. Fiir alle anderen x,y kann
man k. durch 0 glatt fortsetzen.

Eine Rechnung liefert dann, dass die zugehorigen Operatoren Friedrichs-Gléatter sind. O

Beweis von Proposition 7.11. Sei also u, f € L?, Du = f schwach. Zu zeigen ist dann u € W, siche
Beispiel 7.9. Daraus folgt dann nédmlich fiir alle glatten ¢, dass

(bua 50)0 = (u7 DQD)O = (.fa @)07
und somit Du = f, und ist ist nach Definition die Aussage, dass Du = f im starken Sinn gilt.

Wir definieren
Ue = Feu e C.
Fiir alle glatten ¢ gilt somit

(Due7 90)0

(ue, D)o = (u, FeDep)o
(u, DFep)o + (u, [Fe; D))o
(f, Feedo + (u, [Fe, D)o
Daraus folgt dann (alle C; sind unabhéngig von €)

|(Due, ©)ol < [ floCrlielo + [uloC2lelo < Cslelo,
also |Ducllo < C3 und |Jue|o < | Feulo < Cr|ufo < Cy. Folglich |uel1 < Cs.

Nach [HS71, Satz 14.9] sind abgeschlossene Bélle in einem Hilbert-Raum schwach folgenkompakt.
Da W' ein Hilbert-Raum ist, und u. beschrinkt in W ist, gibt es also eine Folge €; = 0, so dass
uc, schwach * gegen ein @ € W' konvergiert. Fiir jedes glatte ¢ ist (-, ¢)o stetig auf L* und W'.
Es gibt also ein w e W mit (-,¢)o = (-, w)1, und somit gilt fiir alle glatten

(u€j - ﬁa ()0)0 - 0.

Da uc; - u, folgt hieraus (u -, ®)o = 0 fiir alle ¢ und somit u = 4. O

Wir kénnen hieraus den folgenden stiarkeren Satz herleiten

SATZ 7.16 (Regularitit der Losungen). Sei W ein Clifford-Biindel iber einer kompakten riemann-
schen Mannigfaltigkeit M. Sind u € L*(W) und f € W*(W) und gilt Du = f schwach, dann gilt
ue WHLW).

Bemerkung 7.17. Man kann sogar auch zeigen, dass es eine Konstante C' = C(M) gibt mit
[ulker < Cl £

2Die schwache Konvergenz ist definiert als: Fiir alle w ¢ W1 gilt (uej —a,w)o — 0 fir j - 0.
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Beweis. Fir k =0 haben wir es gezeigt. Wir wollen die Aussage durch Induktion iiber k zeigen. Wir
nehmen also nach Induktionsvoraussetzung an, dass der Satz fiir k-1 gelte, k > 1. Sei X e I'(T'M).
Man rechnet leicht nach, dass der Kommutator [Vx,D] wieder ein Differentialoperator erster
Ordnung ist (entweder in lokalen Koordinaten oder indem man zeigt, dass die Hauptsymbole
von Vx und D kommutieren, denn das Hauptsymbol von Vx ist gegeben durch T"M > a
a(X)1d € End(W)). footnoteEs gilt sogar allgemein: ist P ein Differentialoperator vo Ordnung
< k, dann ist auch [Vx, P] Differentialoperator von Ordnung < k. Folglich sind [Vx, D] und
[Vx,D]# = —[V?ﬁ(, D] Differentialoperatoren erster Ordnung. Wir wissen bereits, dass u € W*(W)
und somit [Vx, D]u e W*1(W). Fiir die schwache Lésung Du = f gilt:

(u, DVxp)o = (f,Vxp)o  ¢eC=(W).

Wir rechnen dann nach

(Vxu,Dp)o = (u,DVEp)o+ (u,[V%, D]e)o
= (Vxf,0)o-([Vx,D]u,¢)o

—_———

eWk-1(W)

Also ist Vxu eine schwache Losung von
D(Vxu) =Vxf-[Vx,DJue W (W),

und somit nach Induktionsvoraussetzung V xu € W¥*(W). Da dies fiir alle Vektorfelder X gilt, folgt
ue WHL(W). o

LEMMA 7.18. Setze J: L> (W) @ L?(W) — L2 (W) @ L>(W), J(u,v) = (v,~u). Dann gilt
L*(W)e L>(W)=Tpe J(Tp).

Beweis. Man rechnet direkt nach, dass fiir jeden Differentialoperator P gilt
J(Tp) LT ps.

Sei nun (u,v) L T'p, so gilt fiir alle glatten ¢, dass ((u,v), (@, Dp)) =0, also (u,p)o = —(v, Dp)o-
Insofern ist Dv = —u schwidl erfiillt, also auch stark, also v € W' und Dv = —u, also (v,-u) e 'p
und schlieBlich (u,v) € J(T'p). ]

Sei @ nun die Verkettung

LX(W) 5 L2 W) © L*(W) =Tp © J(Tp) -3 Tp @ J(Tp) = LA(W)

wobei ¢1 die Inklusion in die erste Komponente, m4 die Orthogonalprojektion auf den abgeschlos-
senen Unterraum A, und 7; die Projektion auf die erste Komponente bezeichnet.

der zweite Pfeil Orthogonalprojektion und der dritte Pfeil Projektion auf die erste Komponente
bedeutet. Also gilt somit

u s (u,0) = (Qu, DQu) = Qu

und Qu e W(W). Nach dem vorangegangenen Lemma gibt es ein v € W (W) mit
(u,0) = (Qu, DQu) + (Dv, -v).

Wir erhalten v = Qu + Dv und v = DQu, insgesamt somit

u=(1d+D))Qu.
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Offensichtlich ist (Dv, -v) die Projektion von (u,0) auf J(T'p), also sind die Abbildungen u + Qu,

w~ DQu und v - Dv = D Qu, im Sinne von L? - L?-Funktionen beschrinkt, also
— —2
[Qul> < €y (|Qulo + [DQullo + D" Qulo) < Callulo,
also Q : L*(W) —» W2(W) stetig.

Zusammen mit Rellich (Satz 6.10) folgt, dass @ ein kompakter Operator L*(W) — L?(W) ist.
Wir berechnen nun den zu @) adjungierten Operator Q*. Offensichtlich ist ¢] = m; und 7] = ¢;.
Und fiir einen abgeschlossenen Unterraum A ist die Orthogonalprojektion auf A selbst-adjungiert.
Zusammen mit () = 7 o T o ¢y ergibt sich Q* = Q.

Wir zitieren nun den Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren (siehe zum Beispiel
[HST1, Satz 26.3]

SATZ 7.19 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte kompakte Operatoren). Sei H ein komplexer Hilbert-
Raum und Q : H - H kompakt und selbstadjungiert. Dann gilt

H= & H,,
Aespec(Q)

wobei Hy der Eigenraum zu A € R ist, und fir A + 0 gilt dim Hy, < oco. Insbesondere ist spec(Q)
abzdhbar und der einzige mogliche Haufungspunkt ist 0.

Unser Q von oben ist injektiv, also ist Hy = {0}. Wir erhalten somit eine Zerlegung on L? in
endlich-dimensionale Rdume H) auf denen D den Eigenwert A™! — 1 hat. _Offensichtlich bewahrt
D diese Zerlegung, und jedes H) zerféllt in die beiden Eigenrdume von D zu den Eigenwerten
£V ™1 - 1. Die Eigenwert von D sind reell, da D selbstadjungiert ist. Mit dem Regularitits-Satz
(Satz 7.16) folgt, dass alle Eigenvektoren in

N WEW) =C=(W)
keN
liegen.
THEOREM 7.20 (Spektralsatz fiir verallgemeinerte Dirac-Operatoren). Sei W — M ein Clifford-

Biindel iber der kompakten Mannigfaltigkeit (M, g). Dann gibt es endlich-dimensionale Rdume
E\ cC=(W), so dass
W)= @ Ex
Aespec(D)
mit Do = Ap fir alle p € Ex. Und spec(D) ist eine diskrete Teilmenge von R, und die einzigen
potentiellen Hdaufungspunkte sind £oo.

PROPOSITION 7.21. Sowohl +co als auch —co sind Haufungspunkte des Spektrums von D.
Beweis. Die Aussage gilt trivialerweise fiir n = 1 (Nachrechnen) und fiir orientierte 2-dimensionale-

Mannigfaltigkeiten (folgende Proposition). Wir zeigen es hier fiir n > 3. Der verbleibende Fall n = 2,
nicht orientiert, wird hier nicht gezeigt, und kann zum Beispiel aus [Bar00] gefolgert werden.

Sei also n > 3.

Da L?(W) unendlich dimensional ist, ist zumindest co oder —oo ein Hiufungspunkt. Wir wollen an-
nehmen, dass —oo kein Hédufungspunkt des Spektrums ist und daraus einen Widerspruch herleiten.
Fiir +oo ist die Argumentation vo6llig analog.
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Sei —oo kein Haufungspunkt. Dann ist das Spektrum von D nach unten, aber nicht nach oben
beschrinkt, sagen wir

(D@, )0 > Amin(p:0)0 Yoo € WHIW).

Wir nehmen eine offene Uberdeckung von M mit offenen Mengen Uy, ..., Uy, die alle zu einem Ball
diffeomorph sind. Wir finden auf jedem U; einen orthonormalen Rahmen e],...,e/,. Sei x; eine
Partition der Eins, passend zur Uberdeckung U 7. Wir kénnen annehmen, dass | /x; glatt ist. Wir

setzen

! 0 sonst

of = {\/X_] (eg)b auf U;

Sei nun Dy = Ap. Wir rechnen nun zunéchst

S (ad - p,al - ©)o = n(p, 9o

,J

Es gilt dann zum einen
2 (Do - @l 0)o 2 nAmin (9, ©)o-
i,

und zum andern

>.(Dal o0 - ¢)o

,J

> (e Ve (o - 0) 0 - 9)o

.9,k
< Y (el o -Veiso,af -p)o+ Clel3
.5,k
= = 2 (ol Vypai )+ y(al el Vp.0] 9o+ Clels
i,k Jni
itk

-(n-2)(Dg,9)o +Clels,

wobei C' durch max; ; |ag |1 nach oben abgeschitzt werden kann.

Insgesamt folgt
(n=2)A<C = nApin-
Da wir C unabhéngig von A wihlen konnten, erhalten wir fiir geniigend grofies A einen Widerspruch.
O

PROPOSITION 7.22. Ist die Dimension von M gerade und ist M orientiert, so ist das Spektrum
von D symmetrisch, d.h. ist A ein Eigenwert, so ist auch -\ ein Eigenwert und die Dimensionen
der Eigenraume stimmen tberein.

Zunichst iiberlegen wir, wie wir eine Clifford-Multiplikation fiir Formen erkliren. Sei v € T'(A* oM )
und ¢ € W,,. Wir schreiben lokal

b b
a = Z ail...ikeil VAYIRAN eik
7:1 <'~'<ik
fiir einen lokalen orthonormalen Rahmen ey, ..., e, von 7, M. Dann definieren wir

— b b
Q- pi= Z [ R o T 2

i1<'~~<ik
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Diese Definition ist uabhingig von der Wahl der Umgebung und ist deswegen global definiert. Wir
erhalten somit eine glatte bilineare Funktion

A'T;M x Wy, = W,

b

b
TA... A€

no

Sei M orientiert. Die Volumenform ist dann lokal w = e
orientierte Orthonormalbasis ist. Man rechnet nach, dass

wobei eq,...,e, eine positiv

n(n+l)

wewep= () F

Wir definieren das komplexe Volumenelement als

n+l

(7.23) we =il 7 .

In den Ubungen zeigen wir das Lemma:
LEMMA 7.24.
D(we-¢) = (-1)"we - (D).
Beweis von Proposition 7.22. Es gelte Dy = Ap. somit folgt also
D(we-¢) = (-1)"'we - (Dy) = -Awc - ¢.

Zum Abschluss noch eine Proposition, die im néchsten Kapitel wichtig werden wird:

PROPOSITION 7.25. Es gilt im D|g= @ ker D = C°(W) und die Summe ist orthogonal.

Beweis. Offensichtlich bestehen beide Summanden aus glatten Schnitten, und die Summe ist
direkt. Zu zeigen ist also, dass sich jeder Schnitt in C*° (W) zerlegen lasst. Hierzu schreiben wir

¢= 2 ©xn  Dox=Xpn
Aespec(D)

Wir setzen ¢ := ¥ 5.0 %SO)V Diese Reihe konvergiert in W (W), und D kann gliedweise reingezogen
werden, also

Dy + g = .

8. HODGE-THEORIE

Im folgenden sei immer (M",g) eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand. Das
punktweise Skalarprodukt bezeichnen wir mit (-,-) und das L2- bzw. Sobolev-0-Skalarprodukt mit

('7 ) .
Definition 8.1. Seien Sy, ..., Sy komplexe Vektorbiindel iiber M zusammen mit Differentialope-
ratoren d; : C*°(S;) - C*(Sj41) mit djs1 odj = 0 heifit Dirac-Komplez, falls S = @;-V:O S; eine
Clifford-Biindel-Struktur tragt, so dass fiir den zugehorigen Dirac-Operator gilt

D=d+d".

Beispiele 8.2. 1.) S; = NT*M &g C, d; sei die dulere Ableitung.
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2.) Sp= AgeradeT* Ml @p C und Sp = A¥9¢ T M @p C,
do = d|Age7‘adeT*M + (d|Aunge7‘adeT*]\/[)* .

Der zugehorige Dirac-Operator heifit Euler-Operator.
3.) Signatur-Operator, Dolbeault-Operator, klassischer Dirac-Operator (= Atiyah-Singer-Operator),
spin®-Dirac-Operator (kommt spéter).

Die j-te Kohomologie des Komplexes definieren wir als
ker d;

im dj_l

Hj(S*ad*) =

Harmonische Schnitte sind definiert als die Elemente von
H = {p e C(S;)| Dy = 0} = {p e C=(5;) | D*p = 0}.
THEOREM 8.3 (Hodge-Theorem). Sei M kompakt mit Dirac-Komplex. Dann ist die kanonische
Abbildung _ _
d:H - HJ(S*,d*)
eine Isomorphismus.

Beweis. Nach 7.25 wissen wir bereits dass
€= (8) = ker(D) @ im(Dlo=s)).
und die Zerlegung ist orthogonal. Der erste Summand ist gerade ker(D) = ker(D?) and as D? maps
C>(S;) to itself, we see ker(D?) = @ ;. Ebenso splittet im(D|c(g)) = im(D?|cw=(s)) beziiglich
der Graduierung von S =@ S;. Fir ¢ € I'(S;_1) und o € I'(Sj41) gilt
(dp,d*a) = (d°p,) = 0,
d.h. als orthogonale Summe haben wir
im(Dl|c=)nT'(S;) =imd;_; ®imd;.
Wir sehen kerd; = imd;_; ® H; orthogonal, also folgt die Aussage. O

FOLGERUNG 8.4.
dim H7 < 0.
Beispiele 8.5. (1) S; := AYT*M ®g C. Dann heit HJ, (M,C) = H},(M,R) ® C = H’ deRham-
Kohomologie von M. Aulerdem heifit b; (M) :=: dim¢ HéR(M, C) die j-te Betti-Zahl.
(2) Gilt M kompakt und ric > 0, so folgt daraus K' (X, X) > 0 fiir alle X # 0, d.h. ker D|p(a17r) =
{0}, also b1 (M) = 0.

Hodge-+-operator Let V' an oriented vector space of finite dimension n with scalar product. We
choose a basis ey, ...,e, of V.

For I < {1,2,...,n} define e; € A®V by
eg =1, er:=e; A Aey, for I={i; < <ip}.

Recall that the scalar product on A®V is defined in such a way that (er);c1,2,...,n} is an orthonormal
basis of A®*V. This scalar product does not depend on the choice of basis.

Also recall that we define vol := e; A -+ A e, if (e;) is a positively oriented orthonormal basis and
this is also independent on the choice of this basis.
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The Hodge-*-operator is then the operator

1 APV APRY
such that for all a, 3 € AFV we have

(o, B) vol = e A %13.
On A*V we have * o * = (=1)("8)k = (_1)(n+Dk,

Now if M is an oriented Riemannian manifold, we use this definition for V' =T M for every p € M
and we obtain a map

QR (M) - Q"R (M).

If X e T, M then we calculate
(1xeh) = (1)1 X0 A xel
and this implies
ixel = (=) EDHEDED) (XD A eby = (1) FDn (X A xeb).

LEMMA 8.6. On an oriented Riemannian manifold we have

dw = (1)L d(%w)
for all w e QF(M).

Proof. Both ¢ and *d* are linear, so it suffices to prove the equality for w = fe’}, H#I=Fk, feC>(M),
(e;) is a positively orthonormal local frame, synchronous in p € M. We calculate in p:

0w == te, (e f) €}
= ~(-1)EIN (e, f) # (€5 1 xel)

_ (_1)nk+n+1 " (Zei A (O, f) * el})

d(*w)

COROLLARY 8.7. On a compact oriented Riemannian manifold the star operator yields an iso-
morphism from H* to H*F.

SATZ 8.8 (Poincaré-Dualitit). Sei M™ kompakt orientiert. Die Abbildung
S:HYp(M,R) x HIZF(M,R) - R
(18D =~ [ ans
ist eine nicht ausgeartete Bilinearform. Insbesondere gilt
be(M) = b, (M).
S heifit Schnittform.
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Beweis. S ist wohldefiniert (Ubung). If o,y are harmonic k-forms, then

Ay = dvol = .

fMa *y fM(a,v) vol = (a,7)

Composing S with the isomorphism H* — H%,(M,R) in the first entry and with
HE L H R {RR (M R)

in the second entry yields the standard scalar product on #¥, and thus non-degeneracy is now
clear. O

9. WARMELEITUNGS- UND WELLEN-GEICHUNG

In diesem Abschnitt sei W immer ein Clifford-Biindel iber M und D der verallgemeinerte Dirac-
Operator auf W.

Ziel dieses Abschnittes ist es, Losungen der Warmeleitungsgleichung

0s

— +D%*s=0

e +D%s
und der Wellengleichung

% -iDs=0

zu vorgegebenem Anfangswert zu finden.

Wir miissen zunéchst definieren, wie wir D in beschrinkte Funktionen einsetzen kénnen. Wir
definieren deswegen wie im letzten Kapitel E)y = ker(D — \id).

Wir definieren
CB(spec(D)) :={f :spec(D) — C| f beschrankt}.

Dieser Raum ist zusammen mit der Supremumsnorm ein Banachraum. Zusammen mit der punkt-
weise Multiplikation und der komplexen Konjugation (*f)(\) := f(\) ist es auch eine x-Algebra.

Sei H ein Hilbertraum, z.B. H = L?(W) oder H = W¥(W), dann schreiben wir:
B(H) := {A:H — H| A linear und beschriankt}.

Versehen mit der Operator-Norm ist B(#H) ein Banachraum. Zusammen mit der Verkettung und
der Adjunktion *A := A* ist es eine *-Algebra.

Fiir f € CB(spec(D)) sei f(D) die eindeutige beschrinkte lineare Abbildung f(D) : L2(W) —
L?(W), so dass

FD)ley = F(N) 1d g,

PROPOSITION 9.1. (1) tp : CB(spec(D)) — B(L*(W)), f = f(D) ist ein unitirer *-Ring-
Homomorphismus

(2) vp ist stetig.

(3) D kommutiert mit f(D).

(4) f(D) bildet die C=(W) auf C*(W) ab.

(5) Ist f reell-wertig, so ist f(D) selbstadjungiert.
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Beweis. Eigenschaft (1) kann man einfach kontrollieren. Die Stetigkeit (2) ist dann klar, da die
Operator-Norm von f(D) mit der Supremums-Norm von f iibereinstimmt. (3) ist ebenfalls klar.
Nun zeigen wir (4). Es gilt fiir ¢ € C®(W): D*f(D)p = f(D)D*p e L2. Also f(D)yp e WE(W),
und somit f(D)p e C*(W). (5) ist eine direkt Folgerung von (1). o

Bemerkung 9.2. Die systematische Betrachtung solcher Algebren und von Abbildungen, die
diese Struktur erhalten (wie zum Beispiel die Auswertungsabbildung ¢p) fithrt zum Studium der
C*-Algebren und ihrer Homomorphismen.

tA

Beispiele 9.3. Die Funktionen A — e~ ’ ,t>0und X\~ e teR, sowie alle ihre Ableitungen

nach ¢ sind Elemente von CB(spec(D)).
KOROLLAR 9.4. Sei I c R ein Intervall und I — CB(spec(D)),t — f; eine glatte Abbildung, so
dass ngkft € CB(spec(D)), fir alle k=0,..., ko, dann ist die Abbildung
Fi:I - B(L*(W))
t = fi(D)

ebenfalls glatt (im Sinne von banachraumwertigen Funktionen) und es gilt fir alle k=0,... ko:
— | F=|l= D).
(c’)t) ! ((at) ft)( )

Beweis. Die Abbildung ¢p ist beschrinkt und linear und somit ist bereits die 2. Ableitung (im
Fréchet-Sinne) von ¢p gleich 0. Also ist ¢p glatt im Fréchet-Sinn. Das Korollar folgt dann aus der
Kettenregel. O

KOROLLAR 9.5. Sei I c R ein Intervall und I — CB(spec(D),t — f; eine glatte Abbildung, so
dass %ft e CB(spec(D)), fir alle k=0,...,ko dann ist die Abbildung
F:I - BW"(W))
t = fi(D)
fiir alle r € N wohldefiniert und ebenfalls glatt (beziglich der Operator-Topologie von B(W"(W))),

und es gilt fir alle k=0,..., ko
a\" 9
() F((at) ft)(m-

Beweis. Fiir alle r € Ny (auch die ungeraden!) ist die Norm ¢ ~ |(Id+D?)"/2p| 1> dquivalent zur
W”-Norm. Alle Operatoren (((’9/8t)]C ft) (D) kommutieren mit D. Kommutiert ein Operator A

mit D, so berechnet sich seine Operator-Norm |A|wr_w~ als Operator von W™ — W" bis auf
Aquivalenz wie folgt:

[(d+D?) P Aplre _ . o |A(d+D?)"p] 12

|Alwrowr = inf = inf
e |(Id+D2) ol 2 e |(Id+D2) o] L2

o 140

= || A] 22
ver? 9] 2 ’
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wobei wir nutzen, dass die beschréinkte Abbildung (Id+D?)™/? : W" — L? das beschréinkte Inverse
(Id +D?)~"/? besitzt und sich deswegen jedes 1 € L? auf eindeutige Art und Weise als (Id +D?)"/2p
schreiben lédsst.

Der Rest des Beweises geht nun fast wie fiir das vorangehende Korollar. O

Definition 9.6. Eine Losungen der Warmeleitungsgleichung (fir D) ist eine Abbildung s : M x
[0,00) > W, so dass sy := s(-,t) e (W) fiir alle ¢ >0, die

s 9
—+D%s=0
5 D

erfillt. Eine Losung der Wellengleichung (fir D) ist eine Abbildung s : M x R - W, so dass
st = s(-,t) e (W) fiir alle t € R, die

%—iDszO

erfillt.

Wir wollen nun solche Losungen mit vorgegebenem sg € I'(W) finden. Man nennt sg oft die An-
fangsdaten der Gleichung.

Beispiele 9.7. (1) f;()\) = e Sei sq € T'(W). Dann gilt %ft € CB(spec(D)) fiir alle k € N. Als
Folgerung hiervon ist dann ¢ + f;(D)sg glatt als Abbildung I — W¥*(W) fiir alle k, und somit
ist nach den Sobolevschen Einbettungs-Séatzen auch I — C"(W), t = f,(D)so glatt. Somit ist

s(x,t) := (e“Dso) (x)

eine glatte Losung der Wellengleichung.
(2) Analoge Betrachtungen fiir fi(\) = e~ liefern, dass fiir glatte Anfangsdaten sg € I'(W) auch

s(x,t) := (e_tDQSO) (x)

eine glatten Schnitt auf M x [0, 00) liefert, der eine Losung der Warmeleitungsgleichung ist.

Wir wollen nun die Eindeutigkeit der Lésungen kléren.

PROPOSITION 9.8 (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit). Sei s; eine Losung der Wellenglei-
chung. Dann gilt

(9.9) supp s; ¢ {y € M [d(y,supp so) < [{[}.

Um die Behauptung zunéchst fiir 0 < ¢ < injrad(M, g) zu zeigen, bendtigen wir ein Lemma. Hierbei
ist B,(z) der Ball von Radius r um z und S,(z) ist der Rand von B, (z).

LEMMA 9.10 (Energie-Abschétzung). Sei 0 < R < injrad(M, g) und m € M. Dann ist

[
Br-t(m)

eine monoton in t fallende Funktion [0, R] — [0, 00).
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Beweis des Lemmas. Die Ableitung des Integrals liefert zwei Terme: ein erster aus der Ableitung
des Integranden, ein zweiter aus der Ableitung der Integrationsmenge.

; S PN (- 57°0) fo o
dt —Lg,t(7n) 5t Br_s(m) <8tst’8t>+(8t’8tst> Skt (m) s
= 1Dsy, 8¢) + (s¢,iDs —f s

[BR_t(m)« poe) + (s iDs)) = [ s

: Dsy, ) = {50, D —f 2
zfl?m(m>(< sus) = (suDs)) = fo 1o

Mit Proposition 4.9 formen wir den ersten Term in

. b
7 [ Z N
»/SR—t(m)< ! t)

um. Es gilt mit Cauchy-Schwartz
|(1/b-st,st)| <[P syl |-

Da, Clifford-Multipikation mit ©® eine punktweise Isometrie ist, ist die rechte Seite hiervon gleich

|s¢|?. Somit
‘zf <I/b'5t,5t) S[ |st|2.
SR,t(m) SR,t(m)

. . d 9 . . d 9 .
Da wir wissen, dass ; fBR,t(m) |s¢|* reell ist, sehen wir dann fBR,t(m) |s¢]* < 0, woraus sich das
Lemma unmittelbar ergibt. O

Beweis der Proposition. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass ¢ > 0.

Sei zunéchst ¢ € (0,ppr), par = injrad(M,g). Fir = ¢ {y € M|d(y,suppso) < [t|} gilt Bi(z) n
supp(so) = &, also mit dem Lemma

[ dsts [ dso =0,
Bo(z) Bi(z)

Also auch z ¢ supp(s;). Die Aussage ist somit bewiesen fiir alle ¢ < pas.

Sei nun ¢ das Supremum iiber alle T € [0, 00), so dass (9.9) fiir alle ¢ € [0, 7] gilt. Falls ¢y < oo, dann
ist 8¢ = S4449-(pa/2) ebenfalls eine Losung der Wellengleichung und zwar zu den Anfangswerten
Sto—(par/2)- Da (9.9) fiir 5, ¥Vt € (0,pnr) gilt, folgt (9.9) auch fiir alle ¢ < to + (par/2). Also ist
to = 00. O

Bemerkung 9.11. Dieser Beweis gilt auch noch dann, wenn M nicht kompakt ist.

KOROLLAR 9.12. Zu gegebenem glatten Anfangswerten sg existiert eine eindeutige Losung der
Wellengleichung.

Beweis. Die Existenz haben wir bereits gesehen. Sind s;, §; Losungen zu den gleichen Anfangs-
werten, so ist §; := s; — §; eine Losung zu den Anfangswerten 0. Wegen supp §g = & gilt supp §; = @
fir alle ¢. O
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PROPOSITION 9.13. Sei s; eine Losung der Wirmeleitungsgleichung. Dann gilt fir t > 0

d 2
= <0.
dt fMM

d
&fM\stﬁ:fM(<—D2st,st>+(st,-D2st>):—2|\Dst|\2go.

Beweis.

O

KOROLLAR 9.14. Zu gegebenem glatten Anfangswerten sg existiert eine eindeutige Losung der
Wérmeleitungsgleichung.

10. DER WARMEKERN

From now on we use (-, - )2 with the same meaning as (-, - )g.

Seien V7 und V5 Vektorbiindel iiber M. Sei 7 : M x M — M, j = 1,2, die Projektion auf die j-te
Komponente. Wir definieren

Vi®Vy=miVi®@myVs.
Dies ist ein Biindel tiber M x M.

Ist k ein C"-Schnitt von Vi @ V5, so bildet der Operator

(Arep) (2) ==fM/<i(x7y)<p(y)dvoly
L?(Vy) auf C" (V1) ab. Dieses k heifit Intergrationskern von Ay.

Sind (] )ien und (¢;)jen L?-Orthonormalbasen von L?(Vy*) und L*(V2), so ist (¢} @ ;) (i )enxn
eine L2-Orthonormalbasis von L?(Vy* @ V3).

Daraus folgt

(i ® 5, k) = (i, Axy)
wobei die Klammern die (bilinearen) Dualitéitsprodukte sind. Hiermit sehen wir insbesondere, dass
Ak * Ag, falls k + /.

tD?

Das Ziel ist es nun, den Integrationskern des Warmeleitungs-Operators ¢t — e ™~  zu bestimmen.

Wir bendtigen zunéchst eine grobe Abschétzung dafiir, wie schnell die Eigenwerte gegen oo kon-
vergieren. Spéter wird diese Abschidtzung dann deutlich verfeinert werden, allerdings unter Ver-
wendung des Integrationskerns des Warmeleitungs-Operators.

In the following let (¢;) en be an orthonormal basis of L? (W) with D%, = \;¢;, where A\; < Aa <
... Denote the dual basis of the dual bundle by (¢} ) en.

LEMMA 10.1. Let W — M be Clifford bundle over an n-dimensional compact manifold M. Let
k:=[(n+1)/2] be the least integer strictly greater than n/2. Then there is a constant C such that
for any j € N and any A > \; we have

§<C(1+A)Fvol(M).
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Remark 10.2. The same statement holds — with almost the same proof — if we replace D?
by an operator of the form V*V + K where V is a connection on a vector bundle V' and where
K € End(V) is self-adjoint.

Proof. The Sobolev embedding theorem provides a constant C; > 0 such that
[llco < Crlle -
We apply it to ¢ := Zgzl a;p; € WF(W). Thus from the elliptic estimates we see
J 1/2
(@) < Co(1+ N*2(Y i)
i=1

We use this equation for a; = p;(x):

J J 1/2
> lei@)P < Co(1+ M3 ]aif?)
=1 i=1

and get
J
> lei(@)P < C(1+ ).

i=1
After integration over M we get

i= [ ;zl|soi<z>|2 < C2(14 N)*vol(M).

Definition 10.3. The infinite sum
ki(z,y) = Y e pi(x) @ f (y),
j=1

xz,ye M, t>0, is called the heat kernel of D? on M.

PROPOSITION 10.4. Let tg > 0. Then the heat kernel and all its t-derivatives converge uniformly
int >ty in all Wr-norms and all C*-norms. In particular, k,(z,y) is smooth in t, x, and y, and
we can differentiate term by term.

Proof. Let A:T(W @ W*) - I(W @ W*) be the operator A = D? + D3 where acts as D; as the
Dirac operator along the first component and using the identification W = W* the operator Do
shall denote this operator along the second component. An alternative description is given by

A=vv+riKW +mk"
For this operators elliptic estimates hold on M x M, similar to the estimates for D? on M.

In view of the Sobolev embedding theorem it is sufficient to prove the proposition for the W*-norms.
All but finitely many A; fulfill A; > 1. By the elliptic estimates we then have

e e (s @) Iz + | A (0 @ ¢3) [I12)
= cl-e_t’\"~(1+(2/\j)k)
02.)\‘];_:.671»‘]'

co - )\;? ceTtoN

IA

—tX\s
I e™ip; ® @) llwa

IN

IA
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For z € R is sufficiently large we have z¥e~%*/2 < 1. Thus we have for almost all j:
le0; @ ¢ llwar < cg-e70Nl2,
By Proposition 10.1 we have
1

Aj > c3-j% +ca, o=

[(n+1)/2]

and therefore
| e™p; @) lwae < c5-e77".

C6

Convergence of the series } e~ 7% follows from finiteness of the integral

J

[} o)

o . gment® o 1
/e’cm dt =%’ C7~/efs-sle5=07-F(—),
a
0 0

using I'(z) = [~ t*"'e™" dt. We have shown that
e Ny @)
j=1

converges in each W*-norm, uniformly in ¢ > ¢y. This holds for any & € N, and thus by the Sobolev
embedding theorem also in the C*-norm for any k € N.

The same argument applies to the ¢-derivatives

oo d m " . oo s .
Z(a) (6 t)\]QDjG@SDj):Z(—)\j) e tA]‘Pj@SDj.
j=1 i

Since we are allowed to differentiate term by term we compute for y fixed

B) B)
—k = =Setp @t
P t(z,y) 5 Ej e @ p;

0 —tA; *
= —e J . ® .
%: FARCARE

= Z(—/\j)fi“j%@@;
J
- Syt () ey
J
= —D2%k(z,y).

For ug € L*(W) we put us(x) := [ ki(z,y)uo(y) dvol(y) and we see
M

8ut 2
—+D =0.
ot e
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Hence u; solves the heat equation. Moreover,

Jyhtenew aiy) = [ S0 W) dvolw)

j=1 —_— .
=(;(¥),0e(y))

> gy (w) - ] o)
=550

= e Myy(a).

Thus k¢ (x,y) is the integral kernel of the operator e~ tD?,

In particular it follows from Corollary 9.4 that u; — ug for ¢ \ 0 in the W¥-norm if ug € W¥. By
the Sobolev embedding this shows that u; — ug for ¢ \ 0 in the C*-norm if uy € C*.

As t \ 0 the heat kernel becomes singular. Indeed, since e %" * =id we expect the heat kernel to
concentrate along the diagonal {(y,y) € M x M | y € M }. We next want to examine the asymptotic
behavior of k;(x,y) for ¢t \ 0.

11. DER FORMALE WARMEKERN/THE FORMAL HEAT KERNEL

In this section we mainly follow [AB02, Section 2], and was worked out by C. Bér, building on
related literature such as [BGV91].

We will often write A instead of D?, as the results directly generalize to arbitrary generalized
Laplacians with potential, see [AB02, Section 2| for details. As this operator no longer has to act
on sections of a Clifford bundle, we also write E instead of W.

We write for the diagonal:

diag,; == {(z,z) |z e M} c M x M.
We equip M with the standard product metric and the induced distance function. Then the e-
neighborhoods of the diagonal satisfy

B.(diag,,) = {(z,y) e M x M | dist(z,y) < €}.
The Fuclidean heat kernel is defined as

_n d.‘t 2
g M x MR, g(z,y) = (4nt) 2 eXp(—lb(Z;’y))-

Let epr be the injectivity radius of M. Then g; is smooth (0, 00) x Be,, (diag,,).

Example 11.1. In the case of M = R™ with its euclidean metric, one easily calculates that

0
—+A)q =
(at )qt
From now on let M be compact.

Definition 11.2. A formal series®

];'t(‘r7y) = Qt(x,y) ' Z tj : (I)j(xay)a
j=0

3If we want to properly formalize this concept, then should define such a formal series as a sequence (®;); en,
written as terms in an infinite sum as in the definition. Or alternative as a sequence of the partial sums.
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O, e C*(E@®E"
m>N

(11.3) (% ){Qt Ztﬁ } g - O(t™).

PROPOSITION 11.4. Let €p; be the injectivity radius of M. Then there exists a unique formal
heat kernel with ®; defined and smooth on Be,,(diagy,) := {(z,y) € M x M | dist(z,y) < e} such
that

B.,, (diag,,)), 18 called a formal heat kernel if for each N € N such that for all

(I)()(.I,ZL‘) = idEm € HOI’II(Ew,Ew) =F.® E;

LEMMA 11.5. Let Aq denote the standard Laplace-Beltrami operator acting on functions. Then
o a(z,y)
— + Qg \Y) = ——=

(81? 0 )qt(w v) t

where a is smooth on Be,,(diagy,;) and a vanishes along the diagonal, a(z,x) = 0. In geodesic polar
coordinates centered in y we have

: Qt(%y)

a(z,y) =

&.‘&

g (lndet(dexpy(rX)))7
T = exp, (rX), X eTyM, |X|=1. Hence a is essentially given by the radial logarithmic derivative
of volume distortion of the exponential map.

Here exp,, : T, M - M denotes the Riemannian exponential map.

Proof of the Lemma. Fix y € M. We express Ag in polar coordinates centered in y:

0
or’

Here S, denotes the distance sphere of radius r, S, = {x € M | dist(z,y) =r}, and H is its mean
curvature. We will carry put some calculations for = # y, i.e. r > 0. We start with

0
+ Ao
(at * )qt
0 s, O 0 n 2
(815+A By 5 *t(n-1)-H- 8)((47rt) exp(—4t))

1+H
_(n1)+r

Hence a(z,y) = -"51(1+ Hr).

S_iz
Ao—A 92 +(n 1)H

In order to identify this term we fix X € Ty, M, |X| =1, and let ¢(r) = exp, (rX) be the unit speed
geodesic emanating from y in direction X. Let e; = X, es,...,e, be an orthonormal basis of T, M.
Let V; be the Jacobi field along ¢ determined by the initial condition V;(0) = 0 and -V;(0) = e,
i1 =1,...,n. It is well-known from the study of the Riccati equation in Riemannian geometry as
explained [Kar89, 1.2.2], [Ball6] or [1] the differential of the exponential map at the point rX is
given by

dexp, (rX)(e;) = %V}(r).

Thus (%dexpy(rX)) (e;) = —T%W(T) + %%Vi(r).
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In particular, V1 (r) = rc/(r) and hence (%dexpy(rX)) (e1) =0. For i =2,...,n we have %-V;(r) =
—-B(V;(r)) where B is the Weingarten map of S, [?, 1.2.6]. We calculate

(%dexpy(rX))(ei) (_rigid—%B)Vi(r)

(+5 10-5) dex, () (e)

and thus
% det(dexpy(rX)) = det(dexpy(rX))tr ((%dexpy(rX)) . (dexpy(rX))_l)
= det(dexp,(rX))tr (—% idx. —B)
n-1

= det(dexp, (X)) (‘T —(n- 1)H)

_ 2 -det(dexp,(rX)) -a.
,

Hence
o) = ©det(dexp, (rX))t L det(dexp, (X))
2 v dr v
rd
= iﬂlndet(dexpy(rX))

1 _
= 5@% lndet(dexpy(expyl(x))).

So far we we have assume r > 0, i.e. x # y or equivalently away from the diagonal. Now we argue

that a extends smoothly to the diagonal. Obviously (z,y) = Indet(dexp, (exp;l(x))) is a smooth
function on B.,,(diag,,;). Identifying T, M with R™ we see that r% =yr, 2t a?ci is a smooth
vector field, depending smoothly on y. This yields the smooth extension of a to a function defined

on B,,(diag,,). O

Proof of the Proposition. We first show uniqueness of the ®;. To do this we differentiate the formal

series k¢(x,y) term by term, order the result by powers of ¢ and equate the resulting coefficients
to zero. We use the formula

A(f SD) = (AOf) 2 2Vgradf§0+ fALP

where f is a function and ¢ a section in F. Now we have in the sense of formal power series in ¢
(and all equality signs should be interpreted similarly to (11.3), i.e. up to ¢;:O(t")-terms.)

o ~
(a +Am)kt
((g + AO,x) qt) . Z tjq)j - 2Vgradxlh Z lqu)j +qt (g + Aw) Z t](bj
at =0 =0 6t =0

a oo . 1 [ee] ) oo o oo .
= 7qt'zt]q)j+*‘qt'vgrad$(r2) th(pj-th‘Z]tj 1q)j+qt'ztjAz(pj
t %0 2t j=0 J=0 J=0

= Qt- Z tj . {CL . (I’j+1 + Tvgradmrq)j+1 + (] + 1)‘I)j+1 + AI(I)]}
j=-1
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where again r = dist(z,y), y fixed, and with the convention that ®_; := 0. Along any unit speed
geodesic ¢(r) = exp, (rX) emanating from y we obtain singular ordinary differential equations

(®;(r) := ®;(exp, (rX),y) and (A, ®;)(r) := (A, ®;)(exp, (rX),y)):
(11.6) (J+1+a(r))®m(r)+ T%@j+1(7") +(Az®;) (r) =0.

To solve this equation we introduce the integrating factor
T
Rj(r) =r"*! . exp f ®dp ,
0 P

0 (J+1  a(r)
arRﬂ(’“)—( r Ty

SO

)Rj(T)
Then we have

r v
R;(r) dr
_ .{J’+1+“<T)Rj<r>¢>j+l<r>+Rj<r>;¢j+1<r>}
= —(Ay25) (r).

We denote parallel translation along ¢(r) from ¢(r1) to ¢(r2) by m,, », and we obtain

R;(p)
p

(Rj(r)®;4+1(r))

T

Ry (1)@ (r) =~ [

0

Tp,r (AQJ(I)J) (p) dp + FO,TC]'.

Evaluating this equation for j = -1 at r = 0 yields
1 ldEy =0 +O_1.

Hence C_; =idg, and

T

1
Do (r) - ——— mor - C_1 =exp —pr)dp mo,ridEg,
R_l(r) 0 P !

[N

Lomma 115 qot (dexpy(rX))_ SO
We have computed ®q:
1
Do (x,y) = det (d(exp,)(2))? -7y

where 7, , denotes parallel translation from y to z (along the unique shortest geodesic connecting
y and x).

For j >0 we get at r = 0O:
O'¢j+1(0):0+0j.
Hence C; = 0 and

_ 1 [ Rip) _
Bl =~ s / P (Ba®) (o) dp.

This way we can recursively determine the ®; and uniqueness is proven.
For the existence part simply use the above equations to define the ®; recursively. O
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Example 11.7. By assumption we have

Qo(y,y) =idg, -
Plugging r = 0 into (11.6) for j = 0 we obtain

D1 (y,y) = 21(0) = = (Ax Do) (0)-

Let us compute this term. We use the Taylor expansion of the metric in normal coordinates centered
in y(20):

1 "
(11.8) gij(x) = 045 + 3 > Rieji(0)z"z' + 0" (|z*),
7l

where Rixji = g(R(9;,0,)04,0,) and 0; = 0/0x'. In this context we define h € O”(|z|*) if |h| +
|2||VA| + |22V VA| < Clz|F. Hence

det (dexpy) = det ((gij)ij=1,...n)°
1 3
= [1 +tr, (3 Z Rikﬂ(O)xkxl + O"(|;v|3)ij) + O"(|x|4)]
Kl
1
= 1- 6 3 rick(0)z"2! + 0" (|z?)
Kl

Here ricy = ¥ g% Rix; = — X " Rixj1 denotes Ricci curvature. Thus det(d eXpy)_% = 1+1—12 Y ricg (0)zF 2!+
i ij Kl

O"(|z>) and therefore

Ao (det(dexp,)H) = —2 3 rien(0) + O(lzl)
k

—é scal(0) + O(|z]).

Here scal = Y ricg, denotes the scalar curvature.
k

Now (A, ®g) (z,y) = (AQI (det(dexpy)_% ))-ﬂy7$+det(d expy)‘%-leowy,w and therefore A, ®o(y,y) =
—%scal(y) + Ky

We have shown

1 .
(I)l(yvy) = 6 scal(y) : ldEy _le~

It remains to see what the formal heat kernel and the true heat kernel have to do with each other.

Definition 11.9. Pick a smooth cut-off function x : R - R, such that x(r) =1 for r < <%, x(r) =0

263’” , and 0 < x <1 everywhere. We define

for r >

B x(dist(x,y))-qt(x,y)~,Zotj‘I’j(%y) if dist(z,y) < enr
- £

0 else

™ (2,y) -

and &y as the corresponding formal series. Hence % coincides with the formal heat kernel %; on a

neighborhood of the diagonal, but the finite partial sums Egm) are defined and smooth on all of
M x M.
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PROPOSITION 11.10. %, is asymptotic to kg, in symbols
t N 0=~

kt — kta

in the following sense: For each N € N there exists mog € N and ty > 0 such that for all m > myg
there is a constant C y, > 0 with

| kt($7y) —’k\gm)(x,y) |S CN,m . tN
for all t € (0,ty), z,ye M. *

Proof. Recall that the following is a consequence of Corollary 9.4: For all ¢ € L?(E) we have
ori= e Pp > pin LX(E)
for t = 0. This reads as

(11.11) R%H /kt(-,y)w(y) dvol(y)—w‘

=0.
L2

Further ¢, is the unique solution of the heat equation with initial value ¢, i.e. (—gt + A) p: =0, and
d 2
11.12 <0.
(11.12) Sl

see Proposition 9.13, and its corollary for details. °

For a function f € C°(M x M), the Euclidean heat kernel satisfies

lim | qt(z,y) f(x,y) dvol(y) = f(z, ).

This implies for ¢ € C°(E).

tim [ E (@ )e) dvoly) = lm [ x(dist(z,9)) - aulw,) - Bl p)(y) dvol(y)
M

tNO
By, (z)

Do (2, 2)p(2) = p(2).

Since higher powers of ¢ do not contribute to the limit for ¢ ~ 0 we have

tim [T (2, 9)¢(y) dvol(y) = p(x)
M

for all m € N. As the convergence is uniform in z it follows that

tim || [ E™Cpety) dvol(y) - ], =0,
M

[AN]

Therefore, if we put 6™ := k, — 5™ and use (11.11), then we obtain

tim | [ 67 () avel@y) |, =0.
M

4The careful reader will realize that there is no factor g+ on the right hand side, so away from the diagonal the
proved asymptotic behavior is much weaker than one would naively assume.
5This holds for A =: D2 and should be slightly modified for other connection Laplacians.
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Now we define and calculate using the abbreviation x(z,y) = x(dist(z,y))

m a m
_ 9 m)__ (9 7(m)
g )R (e A ()
a (m T(m T (m
= _X(&*'Ax)kf )+2vgradzxk§ )_(AO,:CX)’kt( )

=:R§m)

Dcf.:11.2 G- O(tm) + Rgm)

Note that R{™ = g, x 7™ for a smooth section {™ which vanishes on

Be,,/3(diagy,) = {(z,y) € M x M | dist(z,y) < G?M}
For dist(z,y) > ¢ we have
a(z,y) <1 ~exp(—%2)~q2t(a:,y)
for constants ¢1 = 22 and ¢, = 6?\/[/36 > 0. Therefore

1™ = gop - O(E™).

From the asymptotics of nt(m) we want to get to the asymptotics of 5t(m). For this purpose, we

¢
define 3\™ := [ e (=78 (™ g7 and we want to show that 5™ = 6™,
0

We have

lim 31" (-, ) ()|

LZ

t
L y\rgHof e Ry (L y)p(y)dr|

IA

[AN)

¢

limH[ nﬁm)(',y)w(y)dTHB =0
0

uniformly in y and therefore

t\O

tim | [ 5 Cu)etw) avol) |, =0.
M

It follows that

- Sy, N cOm) )

tim | [ (5w =00 w) o) dvol) | =0,
M

From the definition of 3\ we have

t

0
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Therefore (% + Am)gt(m) = ngm) and thus (% + Aw) (gt(m) - 5t(m)) = 0. Hence, we have shown that

o™ = [ (57 (w) =6 () () dvol(y)
is a solution to the heat equation with
. (m) Y =
tim o™ 12 =0,

Equation (11.12) implies aim) =

’5’t(m) _ 6t(m).

0 for every ¢, and the continuity of Sfm) - 6t(m) then provides

This allows us to get bounds for 6™
t
5 = 50m - [ (=) p(m) g
0
and hence

167 flgest- sup [ &% [l - sup || ™ | ge= O (8¥*1).
T€[0,t] T€[0,t]

Here the evaluation of the H*-norm needs some space derivative, which requires some additional
powers of t. Thus this holds in the sense that for N € N there is a mg € N such that the statement
holds for all m >mg. The Sobolev embedding theorem implies for k > &

ke =F™ Jlgo = 6™ oo = O (£V*1) .

COROLLARY 11.13.
kt(l',flf) t:_’O Et(x7x):%t(x7‘r)

= (4nt) % {idEw +t- (é scal(z) -idg, —/Cw) + O(tQ)} .

12. HILBERT-SCHMIDT OPERATORS AND TRACE CLASS OPERATORS

This section is close to the book [Roe88].

Definition 12.1. Let H and M’ be separable Hilbert spaces with orthornormal bases (e;); and
(€});. For A, B e B(H,H') we set

(A,B)ps = Z(Aei,e;)(Bei,e;),
ij
| Alrs = 3 [{Aei, ef) .
ij
If |A|gs < oo, then we say that A is a Hilbert-Schmidt operator. The set of all Hilbert-Schmidt
operators is denoted by HS(H,H').

LEMMA 12.2. (a) (., .)uys and ||.|gs are independent of the choices of orthonormal bases
(b) |Alas = A" as

(¢c) (HS(H,H'),{., . us) is a Hilbert space

(d) For Ae HS(H,H') we have | Al 3 < |Allms-

(e) HS(H,H') c K(H,H"), where K(H,H') denotes the compact operators from H to H'.
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(f) If A e HS(H,H') and B € B(H',H"), then Bo A € HS(H,H"). If A ¢ HS(H',H") and

BeB(H,H), then Ao B e HS(H, H").

Proof. (a) and (b)

’2

[Al%s = YliAeie))
ij

= Y (Ae, (Aej, e)el)

ij

= S(Aei, Aer) = 3| ey ?

7 (3

So it is independent of the choice of the basis (e}). Now we modify the argument
| Al%s 2 [(ei, A%e))
ij
A2
J

* |12
= A% s
Thus it is also independent of the basis (e;). The statement for the norm is then evident.

Obvious
If e is a unit vector in H, then we can find an orthonormal basis (e;);en with ep = e. Then

[A4l%s = Y lAel” > A,

(i)

An operator A € B(H,H') is a called finite-rank operator if it has finite rank. It is classically
known (and not hard to prove) that the vector space K(H,H') of compact operators is the
closure of the vector space of finite-rank operators with respect to the operator norm. On the
other hand HS(H,H') is the closure of the vector space of finite-rank operators with respect
to the Hilbert-Schmidt-norm. Thus (d) implies the statement.

The estimate

|BoAlfrs = 2180 Aed)|” < B3y 30 2 1 A(e) | = [ Bl g | Al

shows the first statement and the second one is proven analogously.

|2

and thus
| Az|
||

<Al ms-

O

PROPOSITION 12.3. Let M be a closed Riemannian manifold and E — M a vector bundle
over M. Let A: L?(E) —» L*(E) be an integral operator with continuous integral kernel k, i.e.

Au(x) = _/Mk;(x,y)u(y) dvol(y).

Then A is a Hilbert-Schmidt operator and

[Als = [ k(o) dvol(w) dvol(y).

Proof. Exercise O
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Proof. Let (e;)ien be an orthonormal basis of L*(E).

2
Sael? =5 [ | [, 4vesw) dvlt)] avolcz)
[ S (e, )€ dvol(a)

[Tk )12 avola)
fj\/IfM|k(xay)|2 dvol(y) dvol(z).

Al

Definition 12.4. Let H be a separable Hilbert space, A € B(H,H). We say that A is a trace class
operator on H, if there are B,C' € HS(H,H) such that A = BoC. Then we define the trace of A as

TrA:=(C,B")pgs.

Let TC(H) be the space of all trace class operators on H. It is obviously an algebra, the algebra
of trace-class operators, it is even an ideal in the algebra B(H,H).

The trace TrA is well-defined. The complex number (C,B*)ys € C is a well-defined and the
calculation
(C,B*)gs = Z(C’ei7e;)(3*ei,e;—)
ij

Z(CGZ‘,B*Q) = Z(ABZ‘,GZ‘)

K2 ?

shows that TrA does not depend on how we write it as B o C.

Notation 12.5. Often our Hilbert space will be L?(E) where E — M is a vector bundle over a
compact manifold M, and A an operator given by an integral kernel k € I'(E ® E). As one often
“identifies” A and k to properly distinguish between the trace of A as an operator from L?(E)
to L?(E) which will be denoted by TrA = Trk, and the (pointwise) trace of k(x,x) € End(FE,),
denoted by trk(z,z) € R or by trk € C*(M). See below how they are related.

We also should say that in parts of the literature, the definition of a trace is much more general,
as e.g. in the discussion of the Wozicki residue, or “regularized” traces. This will not be part of the
lecture, though.

So we have the inclusions
TC(H)cHS(H,H) c K(H,H) c B(H,H).
This corresponds to the inclusions
(" c /% c {sequences converging to 0} ¢ {bounded sequences}.
Example 12.6. Using the notation from the last sections we see that for ¢ > 0 the operator

e—tD2 _ 6—(t/2)D2 o 6—(t/2)D2

is trace class as an operator form L2(W) to itself, as e~ (/DD g compact.



46

LEMMA 12.7. Let A be of trace class and selfadjoint with eigenvalues (A;)nen, counted with
mulitplicities. Then

TrA = i)\i.

i=1

Proof. We choose an orthonormal basis consisting of eigenvectors. Then the lemma follows from
the calculation below Lemma 12.4. O

Remark 12.8. Every operator A given by a smooth integral kernel & is of trace class, and
Tr(A) = [ trk(x,z) dvol(z).
M
(We will not prove it as we do not need it).

Example 12.9 (Continued Example 12.6). For ¢t > 0 we have

Tre*tDz _ He—(t/2)D2 2

HS

fM fM [k j2 (2, y)|* dvol(z) dvol(y)

[M fM tr (kt/Q(x’ y) o kya(x, y)*) dvol(y) dvol(z)
fM (‘[M tr (kt/Q(xvy) okt/g(y,x)) dvol(y)) dvol(z)
fM trky(x, z) dvol(x)

With the results from the last section we conclude:

PROPOSITION 12.10. Fort>0:

26”"' =Tr (eitA) = f tr (ki(x,x)) dvol(x)tio

-z I’k(E)
(4mt)" 2 -{rk(E) -vol(M) +t- 61\! scal(x) dvol(m)—]\{tr(lﬁr) dvol(z) | + O(t?)

COROLLARY 12.11. The dimension of M and the product of the rank of E and the volume of
M is determined by the spectrum of A, where A can be the Laplace-Beltrami operator, the Hodge-
Laplacian or the square of the Dirac operator or any other generalized Laplacian with potential.

Example 12.12. Without knowing rk(E) one cannot get the volume out of the spectrum, as
seen in the following example. Let £ = W — M be a Clifford bundle. Then the Dirac operators on
WuW — Mu M and the one on W & W — M have the same spectrum, namely the spectrum of
the Dirac operator on W — M with doubled multiplicities.
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13. WEYL ASYMPTOTIC THEOREM

Again this section should be read in the special case that A = D?, where D is a generalized Dirac
operator, but the results hold if A is an arbitrary generalized Laplacian. We write again £ - M
for the Clifford bundle.

THEOREM 13.1 (Weyl). Let A: C*(E) > C*(FE) be a generalized Laplace operator over an n-
dimensional compact Riemannian manifold. For each A € R let N () be the number of eigenvalues
of A less than \. Then
im N(A)  rk(E)-vol(M)
Aseo A2 (4m)E-T(Z+1)

If we consider the spectrum of D, then one proves similarly to the proof of Proposition 7.21 that
negative and positive eigenvalues grow comparably fast to infinity. So we get:

COROLLARY 13.2. Let D be a generalized Dirac operator over a compact manifold M. If N.(\)
resp. N_() is the number of eigenvalues of D in the interval [0, ) resp. (=A,0] for X € Ryq, then
lim N.(\)  rk(E)-vol(M)
Aveo AT 2(4m)E T (2 +1)

For the proof of Theorem 13.1 we need the following tool:

LEMMA 13.3 (Karamata). Let du be a measure on (0,00), let >0 and C > 0. We assume
f e dp(N) < oo
0

for all t >0 and

[e)

. o —tA _
ltlxl.%t b/e du(X) =C.

Then for all continuous functions f on [0,1] the following holds:

lim ¢ f f (e‘”) e () = F(Ca) f f (e_t)ta_le_tdt.
0 0

tNO

Proof of Theorem 13.1. Since a shift of the spectrum by a constant will not alter the limit }im N
we may w.l.o.g. assume that all eigenvalues \; are positive. We apply Karamata’s lemma with a = 5,

C = (47)"31k(E) vol(M), and the spectral measure du = ¥, 6y,. Since
i=1
f e du(\) = Zeit)‘i =Tr (eftA) < 00
i=1

0

and

[

: a —tA _ 1 5. —tAY _
lim¢ Ofe dp(N) il\I‘TOltz Tr(e'?)=C

t\O0

by Proposition 12.10 the assumptions in Karamata’s lemma are satisfied.
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Let € > 0 and pick a continuous function f : [0,1] - R such that f(x) =0 for z < e~ (49 f(z) = 27"
for x> e! and 0 < f(x) < 27! everywhere. For the left hand side in Karamata’s lemma we get

) (1+e)t™*
- —tA) ,—tA TN —tA) ,—tA
11\1‘%752 ff(e Ye du(N) = 115%752 [ f(e™) e du(N)
0 0
1
> limsupt%fd#(/\)
N0
0
= limsupt2 N(t™")
N0
= limsup N(j\)
A—o0 2
For the right hand side we obtain
oo 1+e
¢ “t) a1t c —tY a1 -t
—_— t* dt = 7[ t* dt
F(a)off(e ) e F(a)o f(e ) e

1+e

C / 1
— [ Tt
r(a) J

C-(1+e)* C-(1+e)”
I'(a)-a  T(a+1) '

IN

Thus
N(N) B C-(1+¢)”

lim sup 2
NWIPNE T+l

and € \ 0 yields
N()) < C  1k(E)-vol(M)

lim sup —3

Aveo AT T T(a+1)  (4m)ET(Z+1)

The proof of li{n inf % > FarD is completely analogous. One uses continuous functions f :
[0,1] - R satisfying f(x) =0 for x <e™, f(z) =27 for z > e and 0 < f(x) < 27! everywhere.
]

Proof of the lemma. By Weierstrass’ theorem the polynomials lie dense in CO([O, 1]) (w.r.t. the
C%-norm). Hence it is sufficient to prove the lemma for f a polynomial. Then we can assume
w.l.o.g. that f(z) = 2*. For the left hand side we get

. a —tA) —tA _ . a —(k+1)tA
11\1}0175 [f(e )e rdu(N) %1\{%75 [e du(X)
0 0
. S o« r -5\
- ?i%(ku) fe dn(A)
0
C

(k+1)
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The right hand side turns out to be the same

c r —t\ ja-1_-t _ c jo a-1_-(k+1)t
—F(a)ff(e Jtetetdt = () t* e dt
0 0
_ C fm( S )“_1.6_8’ ds
- T(a) J \k+1 k+1
C I'(«)

[(a) (k+1)

14. CLIFFORD-ALGEBREN UND IHRE DARSTELLUNGSTHEORIE

Sei (V, g) ein euklidischer Vektorraum der Dimension n. Wir wollen nun die Struktur der Clifford-
Moduln klassifizieren. Sei

Cl(V,g) :==Cl(V,g) ®r C
die komplexifizierte Clifford-Algebra. Die Multiplikation in Cl(V,g) bzw. C1(V, g) bezeichnen wir
mit -.

Nach den Bemerkungen aus dem ersten Abschnitt wissen wir, dass jeder Clifford-Modul W einen
Algebra-Homomorphismus CI(V,g) — End(W) induziert, und umgekehrt definiert jeder solche
Algebra-Homomorphismus eine Multiplikation V®W — W, die die Clifford-Relationen (2.2) erfiillt.

Es gilt deswegen die Algebren-Homomorphismen CI(V, g) — End(W), also die Darstellungstheorie
der Clifford-Algebren zu studieren. Ist V orientiert, so wurde das komplexe Volumenelement wg¢ in
(7.23) definiert.

Seien W7 und Ws Clifford-Moduln. Ein Homomorphismus A : Wy — W5 ist ein Clifford-Homomorphismus,
falls fiir alle X € V', p € W7 gilt:

X-A(p) = A(X - 9),
und ein Anti- Clifford-Homomorphismus, falls fir alle X € V| ¢ € Wy gilt:

X-A(p) = -A(X - ).
Ist A zusétzlich ein Epi- Mono-,Iso-, Endo-, oder Automorphismus, so nennen wir ihn einen (Anti-
)Clifford- Epi-,Mono-,Iso-, Endo-, oder Automorphismus.

Fiir viele Uberlegung kann man 0.B.d.A. V = R", versehen mit der euklidischen Metrik, annehmen.

Wir konstruieren zuniichst induktiv (wie in den Ubungen) (komplexe) Clifford-Moduln fiir R”. Fiir
n =1 definieren wir
21 =C
und die Clifford-Multiplikation ist
€1 = —1ip.
Dies ist offensichtlich ein Clifford-Modul der komplexen Dimension 1 fiir R'. Ein anderer Clifford-
Modul ist gegeben durch
$:=C, e1%p = ip.
Es gilt we|y, = Id und wdil = —1Id, insbesondere sind die beiden Clifford Moduln ¥; und ; nicht
isomorph. £1 bzw. 31 heit die positive bzw. negative Spinor-Darstellung der Clifford-Algebra.
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Die Identitit id : C — C schreiben wir als A: ¥, —» 5. Es ist ein Anti-Clifford-Isomorphismus.

Wir definieren nun induktiv auch fiir alle hoheren n die Spinor-Darstellungen, und zwar fiir gerade
n einen Clifford-Modul ¥,,, und fiir ungerade n zwei Clifford-Moduln ¥,, und ¥,, zusammen mit
einem Anti-Clifford-Isomorphismus A : 3, —» X,,.

Schritt von n auf n + 1 fiir ungerade n: Wir setzen X, = X, & in, und die Clifford-
Multiplikation ist hierauf definiert als
R (2,83, - Z,0%5,
ek (01,02) = (ex-01,e,°02) k

ens1-(01,02) = (=A7'oa, Acy)

Il
\.H
K

Schritt von n auf n+ 1 fiir gerade n: Wir setzen X, 41 := X411 := Xy, und
R"™*'e%, - 3,

€k 'nil0 = €0 k=1,...,n
€n+1+0 = —iWC 0O

€k'ns10 = —€pn O k=1,...,n
€n+1"0 = iwﬁc,ng

Die Identitat von X,,, kann nun als Anti-Clifford-Isomorphismus A : ¥,,,1 — iml aufgefasst wer-
den.

Offensichtlich gilt dim %, = 2[*/2], Und fir n ungerade gilt we

s, =1d und welg, = -1d.
We use Clifford modules equivalently to the word Clifford representations.

Let W, V be Cl,-modules. In the following we denote by Homc(V, W) the linear maps V — W
commuting with the action of Cl,,.

THEOREM 14.1 (Classification of Clifford modules for n even). Let n = 2m. Then for any Clifford
module W the linear map given by evaluation

Yn ® HOm(Cl(Zn, W) - W

is an isomorphism of Clifford modules.

Proof. To come O

Dies heif}t also, dass jeder Clifford-Modul ein getwisteter Modul von ¥, ist. Anschaulich gespro-
chen ist dieser Modul deswegen der fundamentale Baustein um einen beliebigen Clifford-Modul zu
konstruieren. Wir nennen ¥,, die Spinor-Darstellung der Clifford-Algebra.

Falls n gerade, kommutiert das komplexe Volumenelement we mit X- fiir alle X € R™. Deswegen
hat we die Eigenwerte +1, und die Dimension der Eigenrdume ¥} und ¥ ist 2(7~2)/2,

A representation W is called decomposable, if it can be written as the sum of two non-trivial
representations Wi and Wo:
W =W; e Ws.

W is called indecomposable, if it is not decomposable.
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COROLLARY 14.2. In even dimensions n = 2m, Y, is the unique indecomposable representation

of Cl,.
THEOREM 14.3. n =2m. The maps Cl,, > End(%,,) » C"™™ are isomorphisms of algebras.

THEOREM 14.4 (Classification of Clifford modules for n odd). Let n =2m+1. Then for any Cl,
module W the linear map given by evaluation

Xn® Hom«;l(En, W) ® in ® HOmCl(in, W) =W
is an isomorphism of Clifford modules.

COROLLARY 14.5. In even dimensions n =2m+ 1, ¥, and S, are the unique indecomposable
representations of Cl,,.

THEOREM 14.6. n =2m+1. The maps Cl,, > End(X,) ® End(X2,) - C™*™ e C™ ™ are isomor-
phisms of algebras.

Beweis. Alternativer Beweis der Klassifikationen der Clifford-Algebren.

Sei p, : CI(R") - End(%,), falls n gerade und p, : CI(R") - End(2,) ® End(S,), falls n
ungerade. Aus der induktiven Konstruktion der ¥, sieht man induktiv {iber n, dass p,, surjektiv
ist. Die Injektivitat folgt dann aus Dimensionsgriinden. O

Jede Isometrie A : R™ - R™ setzt sich zu einem Algebren-Homomorphsmus A : CI(R™) — CI(R"™)
fort. Insbesondere gilt dies fiir die Punktspiegelung am Ursprung P : R" - R", X ~» -X. Wir
schreiben
CI(R™) = Clg(R™) @ Cl; (R™),
wobei Cl;(R™) der Eigenraum von P zum Eigenwert (-1)7 ist. Der Isomorphismus
CI(R™) - A°*R"
A » A1

bildet Clo(R™) auf A**"R™ und Cl; (R") auf A°?R"™ ab.
PROPOSITION 14.7. Sein ungerade. Wir betrachten nur noch eine der beiden Spinor-Darstellungen
und schranken Sie auf Clg(R™) bzw. Cli(R™) ein. Dann sind

Clp(R™) - End(X%,,) CL(R™) - End(X,)
und

Clp(R™) - End(%,)  CL(R") - End(E,)

Vektorraumisomorphismen.

Beweis. Die Surjektivitdt kann man wiederum durch Induktion zeigen, und die Injektivitét folgt
dann aus Dimensionsgriinden. O

PROPOSITION 14.8. Jeder Clifford-Modul W iiber einem euklidischen Vetorraum V trigt ein
hermitesches Skalarprodukt, so dass

(X(pv/(/)> = _<<an¢>
fiir alle X € V und alle p,7p e W.
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Beweis. Wir wihlen zunéchst irgendein Skalarprodukt (-, -)o. Sei eg, ..., e, wieder eine ONB von
V und e; wie oben. Wir setzen dann

(X,V)= > (e X.er-Y)o
Ic{1,...,n}

Dann gilt (e; - X,e;-Y) = (X,Y) Daraus folgt fir Y :=¢;-Z
<6j XaZ) :—(X,Gj Z)

und daraus wiederum die Behauptung. O

15. LIE-GRUPPEN, SPIN-GRUPPEN, HAUPTFASERBUNDEL

15.1. Lie-Gruppen und ihre Darstellungen. Wir wollen ein paar Definitionen und Sachver-
halte tiber Lie-Gruppen zusammentragen, die wir im folgenden brauchen werden. Man beachte
auch die Ergdnzungen in Abschnitt C.

Definition 15.1. Eine Lie-Gruppe ist ein Gruppe G zusammen mit einer Mannigfaltigkeitss-
truktur auf G, so dass die Multiplikation G x G — G und die Inversenabbildung G — G glatte
Abbildungen sind.

Beispiele 15.2. GL(n,R), SO(n), SU(m), GL(m,C). Man kann zeigen [War83, Theorem 3.42],
dass jede abgeschlossene Untergruppe von GL(n,R) eine Untermannigfaltigkeit ist und deswegen
ist es eine Lie-Gruppe. Es gibt aber auch Lie-Gruppen, die man nicht als abgeschlossene Unter-
gruppe eines GL(n,R) erhilt.

SATZ 15.3. Ist G eine Lie-Gruppe, so trigt die universelle Uberlagerung G eine eindeutige Grup-
penstruktur, so dass G - G ein glatter Gruppenhomomorphismus ist.
Beweisskizze siehe Vorlesung.

Definition 15.4. Eine reelle (oder komplexe) Darstellung einer Lie-Gruppe G besteht aus einem
reellen (oder komplexen) Vektorraum V' zusammen mit einem glatten Gruppenhomomorphismus

p:G = GL(V).

Wir wollen uns hier auf endlich-dimensionale Darstellung beschrinken. °

Beispiele 15.5. (1) Die triviale Darstellung: V =R, p(g) = Id fiir alle g € G.

(2) Sei G eine Untergruppe von GL(V). Dann ist (V, p) mit p(g) = g die kanonische Darstellung
von G.

(3) Die Adjungierte Darstellung aus Abschnitt C

Als Literatur zu Lie-Gruppen ist [War83] zu empfehlen. Wer noch mehr iiber Darstellungstheorie
wissen will, kann auch in [Hum80] und [BtD95] viel Interessantes finden.

6In der Quantenmechanik sind auch unendlich-dimensionale Darstellungen sehr wichtig.
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15.2. Die Spin-Gruppe. Die Lie-Gruppe SO(n) ist fiir n > 2 nicht einfach zusmmenhéngend. die
Dimension n = 2 ist hierbei ein Spezialfall: SO(2) 2 U(1) = S*, also 71 (SO(2)) = Z. Die universelle
Uberlagerung von SO(2) ist R.

Fiir n > 3 gilt hingegen 71 (SO(n)) = Z/(2Z).

Wir konstruieren nun fiir alle n > 2 die Spin-Gruppe Spin(n), und zeigen anschlieflend, dass es eine
zweifache zusammenhéingende Uberlagerung ist. Hieraus folgt dann direkt, dass Spin(n) fiir alle
n > 3 die universelle Uberlagerung von SO(n) ist.

Definition 15.6. Sei CI(R") wieder die komplexifizierte Clifford-Algebra. Die Elemente von
CI(R™), die ein Inverses besitzen, bilden eine Gruppe, die Einheiten-Gruppe CI(R™)* von CI(R™).
Die Spin-Gruppe Spin(n) ist definiert als die Untergruppe die von den Elementen

XY |X,YeR", |X|=]Y|=1
——
eCI(R™)

erzeugt wird.

Wir bezeichnen mit sx die Spiegelung R™ - R™ an X*.
SATZ 15.7. Die Abbildung
©:Spin(n) — SO(n)
(X-Y:) = sxosy

ist ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus und eine glatte 2-fache Uberlagerung. Es gilt
kern © = {£1}.

Beweis. Wie bisher betten wir R™ in CI(R") ein. Die Punktspiegelung R" - R", X ~ —-X setzt
sich zu einem Algebren-Isomorphismus P : CI(R™) - CI(R™) fort. Fiir alle B € C1(R™)* definieren
wir
Sp:CI(R") - CIR")
A w» P(B)-A-B!
Es gilt Sp,.5, = Sp, © Sp,. Fiir alle X € R", |X| =1 ist Sx eine Forsetzung von sx zu einem
Endomorphismus Sx von CI(R"). (Ubung!) Hieraus folgt, dass © ein wohldefinierter Gruppenho-

momorphismus ist. Offensichtlich ist © surjektiv. Als Ubung, zeigen wir, dass der Kern von © nur
aus =1 € CI(R™) besteht, d.h.

B e Spin(n),0(B)=1= B =+1.
Wir werden nun zeigen, dass es eine Umgebung U der Eins 1 in SO(n) und eine injektive glatte
Abbildung f : U - CI(R™)* gibt mit f(U) c Spin(n) und © o f = Id|y. Durch Komposition mit
den Links-Translation 14, A € Spin(n) und lg(4) erhalten wir dann eine Familie
(lao folecay1|AceSpin(n))
von lokalen Diffeomorphismen, die den Gruppenhomorphismus © : Spin(n) — SO(n) in einer
Umgebung der Eins umkehren und auf lg(4)(U) definiert sind. Hieraus folgen dann alle Aussagen.

Der Tangentialraum 77SO(n) besteht aus den schiefsymmetrischen Matrizen und diese wiederum
identifizieren wir mit A2R™ mittels

ei Aej = (8055 — 0ixdj1) ik € Mat(n, R).
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Sei nun J : A2R™ —» CI(R™), J(e; Aej) = (1/2)e; - ej. Wir withlen zunéichst eine Umgebung U von
0 € T1S0O(n) so klein, dass die Exponential-Abbildung von Matrizen

1
T1S0(n) > A exp®©(M(A4) := 3 o A* €S0(n)
k=0 ¥
ein Diffeomorphismus von U; auf das Bild ist. Sei aulerdem
~ - > 1
CI(R") 5T 3 B exp™®)(B) := 3 o B ¢ CI(R™)*
k=0 ¥

LEMMA 15.8. Es gilt
exp® B 0 J(A) € Spin(n)
und
0 0 exp™ B 6 J(A) = exp®°M A,

Beweis des Lemmas. Nach einer euklidischen Koordinatentransformation hat A die Gestalt
[n/2]

Z ajezj-1 A €2,
j=1

also J(A) = B=(1/2) ¥, ajes; 1 - ea;. Daraus folgt dann
eXpCI(Rn)*(B) = H €2j-1 (cos %egj_l + sin %egj) )

Die ist offensichtlich ein Element von Spin(n) und das Lemma, folgt dann durch eine kurze Uber-

legung. O

Also ist 1
f = eXpCl(R")* oJ o (eXpSO(n))_

eine Abbildung, die das Gewiinschte liefert. O

Aus dem Beweis folgt auch direkt:

FOLGERUNG 15.9. Spin(n) ist eine Untermannigfaltigkeit von CI(R™) und somit eine Lie-
Gruppe. Es gilt
T1Spin(n) =span{e;j-ex|1<j<k<n}.

Man sieht leicht, dass Spin(n) fir alle n > 2 zusammenhéingend ist.

Beispiele 15.10.

(1) Spin(2) 2 ST 2 U(1), 9:S* - St 2 2%

(2) Spin(3) c Clp(R3) = End ¥3 = End C? und man rechnet nach, dass Spin(3) = SU(2). Identifi-
zieren wir C? mit den Quaternionen, so besteht SU(2) aus den Einheits-Quaternionen. Also
ist Spin(3) = SU(2) diffeomorph zu S3. Insbesondere ist Spin(3) einfach zusammenhingend
und somit m1(SO(3)) = Z/(2Z).

(3) Spin(4) = SU(2) x SU(2). (ohne Beweis)

(4) Alle Spin(n) fiir n > 3 sind einfach zusammenhéngend. Beweis sieche Anhang D.

KOROLLAR 15.11. Fiir n > 3 ist Spin(n) die universelle Uberlagerung von SO(n).
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15.3. Hauptfaserbiindel und assoziierte Vektorbiindel. Das Ziel dieses Abschnitt ist es,
lokale Basisschnitte etwas konzeptioneller zu verstehen als bisher. Wir wollen ein Biindel konstru-
ieren, dessen lokale Schnitte gerade lokale Basisschnitte sind. Da es im allgemeinen keine globalen
Basisschnitte gibt, erwarten wir auch, dass dieses Biindel im allgemeinen keine global definierten
Schnitte hat. Da aber jedes Vektorbiindel mindestens einen globalen Schnitt besitzt, den Null-
schnitt, kann dieses Biindel kein Vektorbiindel sein. Wir werden nun Biindel konstruieren, dessen
Fasern nicht mehr Vektorrdume sind, sondern Lie-Gruppen. Solche Faserbiindel heiflen Haupt-
faserbiindel. Wir benétigen Hauptfaserbiindel zur Konstruktion des klassischen Dirac-Operators.
Hauptfaserbiindel sind auflerdem zentral im Standard-Modell der Elementarteilchen-Physik.

Definition 15.12. Sei G eine Lie-Gruppe und M eine Mannigfaltigkeit. Ein G-Hauptfaserbiindel
iiber M ist eine Mannigfaltigkeit P, zusammen mit einer glatten Abbildung 7 : P — M und einer
glatten Abbildung P x G - P, (p,g) ~ pg so dass gilt

(1) (pg1)g2 =p(g1g2) fiir alle pe P, g1, 92 € G, (G operiert von rechts auf P)
(2) Fiir jedes m € M gibt es eine Umgebung U von m in M, und einen Diffeomorphismus ¢ :
7Y U) - UxG, so dass mop 1 (u,g) = u fiir alle (u,g) e UxG und (o1 (u,9))g’ = ¢~ (u,gg").

Wir nennen P den Totalraum des Biindels, ¢ heifit lokale Trivialisierung, G heifit Strukturgruppe,
und Mengen der Form 7~(m), m € M heiflen Fasern.

Dies impliziert insbesondere, dass die Operation von G frei ist (pg # p, falls g # €), und auf den
Fasern transitiv operiert (gilt 7(p1) = m(p2), so gibt es ein g € G mit p; = pag).

Beispiele 15.13. (1) Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann ist
Por(M) :={(m,Ep)|meM, E,, Basis von T,,M}

ein GL(n)-Hauptfaser-Biindel.
(2) Sei (M,g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist

Po(M,g):={(m,E,)|meM, E,, Orthonormalbasis von T,, M}

ein O(n)-Hauptfaser-Biindel,
(3) Sei (M,g) eine n-dimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Orientierung w.
Dann ist

Pso(M,g,w) :={(m,E,,)|meM, E,, positiv orientierte Orthonormalbasis von T,, M}

ein SO(n)-Hauptfaser-Biindel,
(4) Sei V ein k-dimensionales reelles Vektorbiindel iiber M mit einer Metrik. Dann ist

Pso(V):={(m,E;)|meM, E,komplexe Orthonormalbasis von V'}

ein SO(k)-Hauptfaserbiindel.
(5) Sei V ein k-dimensionales komplexes Vektorbiindel iiber M mit einer hermiteschen Metrik.
Dann ist

Py(V):={(m,Epn)|meM, Ep,komplexe Orthonormalbasis von V'}

ein U(k)-Hauptfaserbiindel. Wenn wir V' zugleich als 2k-dimensionales reelles Vektorbiindel
ansehen, so gilt

Py (V) e Po(V),

wobei die Inklusion (eq,...,ex) auf (ey,ieq,..., ek, iex) abbildet.
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Definition 15.14. Sei P - M ein G-Hauptfaserbiindel. Eine G-dquivariante Distribution von
Horizontalrgumen ist ein Familie von Vektorrdumen (Hp)pep, so dass

(1) H, ist ein Unterraum von 7, P und
T,P=H,® T,n ' (n(p)),
(2) Sei pg: P — P, pr pg. Dann gilt
(dpg)(Hp) = Hpg.
Beispiele 15.15.

(1) V trage einen Zusammenhang. Dann ist ... eine GL(n)-4quivariante Distribution von Horizon-
talrdumen.

Definition 15.16. Sei P — M ein G-Hauptfaserbiindel. Sei auerdem p : G - GL(V') eine reelle
(bzw. komplexe) Darstellung von G, dimV' = k. Dann operiert G von links auf P x V' wie folgt

g(p:v) = (pg™", p(g)v)-
Der Quotient von P x V nach dieser Gruppen-Operation heifit das assoziierte Vektor-Biindel
Px,V.
Es ist ein reelles (bzw. komplexes) Vektorbiindel iiber M vom Rang k.

Nun trage P zusétzlich eine G-dquivariante horizontale Distribution (H, |p € P). Wir wollen einen
Zusammenhang auf P x, V definieren.

16. DER KLASSISCHE DIRAC-OPERATOR

Definition 16.1. Eine Spin-Struktur auf einer orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g, w)

besteht aus einem Spin(n)-Hauptfaser-Biindel Pgpin und einer Abbildung ¥ : Pspin = Pgo (M, g,w),

so dass das Diagramm kommutiert

PSpin X Spln(”) - PSpin
N
19x0O R M .
V
PSO(M7g7w) x SO(’I’L) - Pso(M,g,LU)

Das Spinor-Biindel, Spinoren....

Es gibt eine niitzliche Klasse von Invarianten von Vektorbiindeln, die charakteristische Klassen ge-
nannt werden. Diese Klassen ordnen Vektorbiindeln Kohomologie-Klassen zu. Einige dieser Klassen
werden wir spater kennenlernen.

Hier an dieser Stelle wollen wir uns darauf beschrinken, zu sagen, dass es auch eine solche Klas-
se gibt, die mifit, ob eine Spin-Struktur auf (M, g,w) existiert. Diese Klasse heifit 2. Stiefel-
Whitney-Klasse wy(TM), und wy(TM) € H?*(M,Zy). Zum Vergleich: Die 1. Stiefel-Whitney-
Klasse wy (T M) € H*(M,Zs) ist genau dann 0, wenn M orientierbar ist. Fiir weitergehende Aus-
sagen zu Stiefel-Whitney-Klassen liest man am besten in [MS74], §4.

Bemerkung 16.2. Insbesondere folgt daraus, dass die Eigenschaft, ob eine Spin-Struktur existiert
oder nicht, nicht von der Wahl der Riemannschen Metrik abhéngt.

Beispiele 16.3. (1) T™ ist spin,
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(2) S™ ist spin,
(3) CP™ ist spin, genau dann wenn m =1 mod 2,
(4) RP™ ist spin, genau dann wenn n =3 mod 4.

Bemerkung 16.4. Sei M eine triangulierte Mannigfaltigkeit. Dann ist das k-Skelett (M) die
Vereinigung der Zellen der Dimension von 0 bis k.

Wir zitieren zwei Satze ohne Beweis.

SATZ 16.5. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Dann sind dquivalent

(1) M ist orientierbar,

(2) wi(TM) =0,

(3) es gilt dim M =2 oder es gibt einen globalen Basisschnitt auf dem 1-Skelett (M), von M, d.h.
es gibt eine Funktion (M), — Pgr (M), so dass die Verkettung (M), — Par(M) - M die
Inklusion ist.

SATZ 16.6. Sei (M,w) eine orientierte Mannigfaltigkeit. Dann sind dquivalent:

(1) auf (M,w) existiert eine Spin-Struktur,

(2) ws(TM) 20,

(3) es gilt dim M =2 oder es gibt einen globalen Basisschnitt auf dem 2-Skelett (M )o von M, d.h.
es gibt eine Funktion (M)o — Pgr (M), so dass die Verkettung (M)o — Par (M) - M die
Inklusion ist.

Wir wollen nun annehmen, dass eine Spin-Struktur existiert, und fragen uns dann, ob diese auch
eindeutig ist.

Sei
a:m (M) - Zy = ker© c Spin(n).
Die universelle Uberlagerung 7 : M — M ist ein m1(M)-Hauptfaserbiindel iiber M. Das assoziierte
Biindel .
Py:=MxyZo—- M
ist ein Zo-Hauptfaserbiindel iiber M. Sei nun Pspin eine Spin-Struktur. Das faserweise Produkt
Pgpin x P, ist ein Spin(n) x Zy-Hauptfaserbiindel. Wir schrieben
m : Spin(n) x Zy — Spin(n), m(g,h) = gh.

Dann ist

Ps(:)in = (PSPiH X Pa) Xm Spln(n)

wieder eine Spin-Struktur iiber M.

PROPOSITION 16.7. Fualls eine Spin-Struktur P auf M existiert, so ist die Abbildung
Hom(m(M),Z3) — {Spin-Strukturen auf M}[Isomorphie

[e%

a PlDirl

S

eine Bijektion.

Der Beweis wird ausgelassen”.

"Der Beweis ist nicht schwierig und wird zusammen mit der Isomorphie von Spin-Strukturen vielleicht noch
nachgeliefert.
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Bemerkung 16.8. Es gilt Hom (7, (M), Zs) = Hom(H,(M,Z),Z2) = H* (M, Zs).

Lokale Formel fiir den Zusammenhang des Spinor-Biindels.

Seien I‘fj die Christoffelsymbole beziiglich eines orthonormalen Rahmens e, .. ., e,. Sei ¢ ein lokaler

Schnitt von Pspin mit Yog = (e, ...,ey), der definiert auf U ist. Sei ¢ e I'(XM). Es gibt dann eine
induzierte glatte Funktion 7: U — X,,, so dass

Ylo = [q,7].
LEMMA 16.9.

n

1
v?(M[QaT] = [q;aXT + - Z (X7 €7>Ff]6_l]) : el]:: : T]'
i,7,k=1

Beweis. ... O

PROPOSITION 16.10. (i) Die Krimmung von XM ist gegeben durch
1
REM(X,Y ) == S(RT(X Y )er)" el -
&
(i) Fir den Krimmungsendomorphismus IC von XM gilt

1
K(p) = 1 scalgp.

Diese Formel von Lichnerowize 7?7 gezeigt. Th. Friedrich hat entdeckt, dass diese Formel auch
schon in den Werken von Schridinger 77 zu finden ist, allerdings in nicht leicht lesbarer Form.

Beweis. (i) Nachrechnen in Koordinaten.

Zusammen mit der Bochner-Formel (?7)

KOROLLAR 16.11 (Schrodinger, Lichernowicz). Fir den klassischen Dirac-Operator gilt

" scal
D3p=V*Vp+ -
KOROLLAR 16.12. Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit, sei
so = minyy scal > 0. Dann erfillt jeder Figenwert A des klassischen Dirac-Operators auf M die

Abschdtzung
AZ> %0
4
Insbesondere gilt ker(D) = {0}.

Beweis. Sei ¢ ein Spinor der Eigenvektor von D zum Eigenwert A ist. (Solche Spinoren nennen
wir ab sofort Figenspinoren.) Dann gilt

S S
N (0, 0) = (D?*p,0) = (Vg, V) +ZO(<P,<P) > ZO(%@-
—_—
>0
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Bemerkung 16.13. Man kann zeigen [Sem99], dass fiir alle Spinoren (Vp, Vy) > %(D@,Dgp),
wobei n = dim M. Hieraus folgt die folgende stérkere Abschédtzung von Thomas Friedrich [Fri80].

2, %0
n-14
Diese Abschétzung ist scharf, (das heifit die Konstante kann nicht ohne weitere Annahmen verbes-
sert werden), da fiir den betragsméBig kleinsten Eigenwert A\ des klassischen Dirac-Operators auf

S™ (mit Standardmetrik) gilt

9 n  scal
Yop-1 o4
17. THE HARMONIC OSCILLATOR

similar to Roe’s book, 2nd edition.

18. CHARAKTERISTIC CLASSES

Wir folgen einem Crashkurs tiber charakeristische Klassen von Christian Bér. (Kann von seiner
Homepage runtergeladen werden.)

19. FREDHOLM OPERATORS AND THE INDEX PROBLEM

(Notes from the lecture)

20. THE ATIYAH-SINGER INDEX THEOREM

Statement and some applications (Notes from the lecture)

21. FILTERED AND GRADED ALGEBRAS AND SYMBOL MAPS

The following is an old version which does not coincide with the lecture.
C1(V'): nicht komplexifizierte Clifford-Algebra Cl(V'): komplexifizierte Clifford-Algebra
Wir wollen einen Formalismus entwickeln, mit dem wir str(®,/,) berechnen kénnen.

Definition 21.1. Filtrierte und graduierte Algebren, Symbolabbildung, assoziierte graduierte
Gr(A)

LEMMA 21.2. Sei A eine filtrierte Algebra und G eine graduierte Algebra, und o.: A - G eine
Symbol-Abbildung, so dass

(1) ox(Ag) = Gy,
(2) kerak = Akfl'

Dann ist G = Gr(A).

Beweis. ... 0
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Beispiel 21.3. Sei V eine euklidischer Vektorraum. Die Abbildungen
ok:Cl(V)kﬁAkV, Viteo U P UL A... AV

sind wohldefiniert und bilden eine Symbol-Abbildung, die die obigen Eigenschaften (1) und (2)
erfiillen. Somit gilt

A (V) = Gr(CI(V)).
Incompletely typed

Reskalierungen und Symbole. Als Vorstufe zum Verstédndnis der Getzler-Reskalierung wollen
wir zeigen wie durch Reskalierung eine filtrierte Algebra zu seiner assoziierten graduierten Algebra
konvergiert.

LEMMA 21.4. Sei A eine filtrierte Algebra, A = Ay, so dass es Vektorraume Cy, £ € Z gibt, so
dass als Vektorraume gilt

A =D Cy.

i<k
Wir definieren auf Cy
Ralc, = A"*1dg,
und setzen es linear zu einem Vektorraum-Endomorphismus von A fort, der die Algebra-Struktur
i.a. nicht erhalt. Wir definieren fiir a und b

aebi= lim Ry (BY (@) B3 (1)
und (A, e) ist als Algebra isomorph zu Gr(A).

Beweis. Sei 0. die kanonische Symbol-Abbildung A - Gr(A). Wir setzen
7|, = oule, : Co ~ Gr(A)" c Gr(A)

zu einer linearen Abbildung A — Gr(A) fort. Man sieht, dass 7 bijektiv ist. Es bleibt zu zeigen,
das 7 die Multiplikation erhélt. Wegen Linearitdt reicht zu zeigen, dass

T(aeb) =7(a)T(b) VYa e Cy,beCy.

Wir zerlegen ab in seine C;-Komponenten:
ab=cpip+ ...+ Chop—s cj € Cj.
Dann gilt
R (Ra(a)Ra(D)) = Chve + Aty oo + NoChioos.

Und somit

aeb:= }\in(l) Rx(RM(a)RY (D)) = chie-
Es ergibt sich

T(aob) =ocpie(aed) =ocpie(crie) = opre(ab) = ox(a)oe(b) = 7(a)7(h).

O

Identifizieren wir C1(V') = A*V als Vektorraum, dann konvergiert die Clifford-Multiplikation gegen
die duBere Multiplikation A. Man sieht dies auch direkt, da ¢x gegen Null konvergiert, wenn wir
die Metrik g auf V durch A\?g ersetzen und den Limes A — 0 betrachten.
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22. GETZLER-SYMBOLE

In this section the script is incomplete. The logic follows the second edition of John Roe’s book.
However, I cannot follow his sign conventions, probably he uses some other convention. The best
reference for this part I currently know is Hanke’s script.

22.1. Getzler-Symbole von Differential-Operatoren. Die Idee des Getzler-Formalismus ist
nun, sowohl die Zeitkoordinate als auch die Raumrichtung im Warmekern so zu reskalieren, dass die
wichtigen Terme im Limes tiberleben. Die filtrierte Algebra der Differentialoperatoren auf T'(W)
konvergiert hierbei gegen eine graduierte Algebra konvergiert. Der Filtrierungs-Grad ist dabei die
Summe der Differentiationsordnung und des Filtrierungs-Grad des Clifford-Elements. ®

Sei W — M ein Clifford-Biindel {iber einer Mannigfaltigkeit M gerader Dimension n = 2m. Wir
definieren

Endg) = {A € Endc(W), so dass A(X -9) =X -A(p) VX eD(TM),pe (W)}

Es gilt kanonisch End¢ (W) = CI(TM)®rEndc(W). Die Algebra D(W) der Differentialoperatoren
auf T'(W) wird deswegen von den folgenden Operatoren erzeugt

(1) Schnitte von I'(Endc(W))
(2) Clifford-Multiplikationen vy = X wobei X ein beliebiges Vektorfeld ist,
(3) kovarianten Ableitungen V x, wobei X ein beliebiges Vektorfeld ist.

Die Getzler-Filtrierung ist definiert als
D(W)_, = {0} Vn > 0.
D(W)g :=T(Endg(W)).
D(W); :=span {D(W), Operatoren vom Typ (2) und (3)}.
D(W )41 :=span {D(W) o D(W),}.

Sei V ein euklidischer Vektorraum und P (V') die graduierte Algebra der polynomialen Differen-

. : Is| o
tialoperatoren auf V', wobei der grad von xa% als | 5| - |a| definiert ist.

P(TM) = | P(T,M).

peM

Sei X e I'(T'M). Wir betrachten V* als Unterraum von P(V), jede Linear-Form auf V ist ein
polynomialer Differential-Operator der Ordnung 0. Dann definieren wir:

Rx e D(T*M & A°T*M) c T(P(TM) ® A*T* M)
(Rx), = {TPM svrg(R(.,.)X,v) ¢ AQT*M}
Wenn X € T, M notieren wir mit 6)12 die Derivation von Funktionen auf 7, M in Richtung X, wobei

p festgehalten wird. Ist X also ein Vektorfeld, so ist % eine Ableitungen von Funktionen auf dem
Totalraum von T'M in Richtung der Fasern von T'M.

THEOREM 22.1. Es gibt genau eine Symbol-Abbildung, das sogenannte Getzler-Symbol
0.:D(W) > C=(P(TM)® AN*T*M ® Endc(W)),

so dass

8Allerdings werden wir in dieser Idee nicht strikt folgen, um die Darstellung einfach zu halten. U.a. arbeiten wir
mit einer Symbolabbildung an Stelle der oben erwahnten graduierten Algebra.
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(1) 0o(F)=id®1® F fiir alle F e T'(Ende) (W),
(2) o1(yx) =ideX’ ®1d,
(3) o1(Vy) = 9 - 1Ry

Als Beweis dieses Theorems wollen wir das Getzler-Symbol durch eine Reskalierung definieren, und
danach zeigen, dass es die obigen Relationen erfiillt.

Wir fixieren p € M und wollen das Symbol eines Differentialoperators @ auf I'(TW) im Punkte p
definieren. Wir betrachten dazu eine Umgebung U von p in Gaussschen Normalkoordinaten und
trivialisieren W durch Paralleltransport entlang der radialen Geodédten. Wir wéhlen eine Basis
(ep)p=1,....n von T, M und verschieben sie in radiale Richtung parallel. Dies liefert uns eine Trivia-
lisierung von T'M auf U und damit auch von ¥ M und W. Wir identizeren von nun ab 7% M mit
TM mit Hilfe der Metrik.

Einen Schnitt f von CI(T'M) interpretieren wir deswegen als Abbildung in U — CI(T,M). Wir
definieren auf dem Raum

F=C®(T,M,Cl(T,M) ® Endci(W,))
eine Reskalierungsabbildung durch
(Bxf)(z) = (R ®id)(f(Az)),

wobei auf der rechten Seite Ry die oben benutzte Reskalierung von Cl(T,M) ist und mit der
Identitat auf Ende(W),) tensoriert wird.

Ein Differentialoperator ) operiert auf Elementen von F.

Dann ist

RyoQo Ry
ein auf %U definierter Differentialoperator. Wir schreiben falls der Limes (im Sinne von C*-
Konvergenz der Koeflizieten der Differentialoperatoren)

70(Q)(p) = lim A" Ry 0 Qo R}
und nach Identifikation CI(T, M) =z A*T, M ist
(@) (p) e P(T,M) @ A*T,M @ Endci(W,).
LEMMA 22.2. Die folgenden Symbole sind definiert und es gilt:
(1) oo(F)(p) =id®1 @ F fir alle F' € Endci(W,),

(2) o1(yx) =id®X’ ®1d fiir alle X € T,M,
(3) 01(Vx) =0x — (1/4)Rx fir alle X.T,M.

Beweis. (1) und (2) sind bereits klar.

(3) Hierzu berechnen wir den Termin hochster Getzler-Ordnung in der Koordinaten-Darstellung
von Vx. Wir berechnen zundchst Vx¢ fir X = ai'i und radial paralleles” ¢ € F. Wir setzen
Y = ij%. Es gilt dann [X,Y] = X und dyz® = |a|z®. Die Taylorentwicklung von V¢ sei

Vxe~ 2 zx%q.

RY(X,Y)p = VxVyp-VyVxp- Vix,y1¥
~ Z(|a| + l)xa@a

9Dies Eigenschaft wird oft auch als synchron bezeihnet. In unserem Kontext bedeutet es Vy ¢ =0
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Es gilt RY = R® + RW/* wobei der Clifford-Grad von R> 2 ist und der Clifford-Grad von R"/>
0 ist. Wir betrachten nur die Terme von hochstem Getzler-Grad und erhalten modulo Terme
niedrigerer Ordnung

Vxp= —% ijRz(ﬁ/axi,a/ﬁmj)go = iRTM(a/c’?xi,a/@xj) “p= iRXgo

Hierbei wurde Proposition ?? zur Umformung von R* und der Isomorphismus C(TyM)=AT;M

benutzt. Es gilt somit (3) fir X = azi und konstantes ¢ € F. Der allgemeine Fall folgt aus den

Axiomen von Zusammenhéngen. O

LEMMA 22.3. Hat Q Getzler-Ordnung < m dann existiert
om(Q) = l\in% ARy o0Qo Ry,

wobei die Konvergenz C*-Konvergenz der Koeffizienten des Differentialoperators ist. Aufferdem ist
o. eine Symbolabbildung.

Beweis. Die Existenz des Limes fir F' € Endc)(W,), vx und Vy haben wir bereits im letzten
Lemma gezeigt. Sind 01 (Q1) und o;(Q2) definiert, so ist auch op4¢(Q1 © Q2) definiert und es gilt

0r+e(Q1 0 Q2) = 01 (Q1)01(Q2).

Hieraus folgt rekursiv, dass oj auf den Operatoren von Getzler-Grad < k wohldefiniert ist, und es
folgt die multiplikative Eigenschaft von o.. O

22.2. Getzler symbols of smoothing operators.

WEITERE LITERATUR

Several books and references have appeared since the first version of this script was written, in
particular [Fri00], Roe 2nd edition, [Gin09], [BHM*15],

ANHANG A. DAS SYMBOL VON DIFFERENTIAL-OPERATOREN

Definition 1.1. Der Differentialoperator P sei lokal durch Formel (4.2) gegeben. Dann definieren
wir das totale Symbol von P beziiglich der Trivialisierung (U, v;,w;) als

Otor 2 T°U - Hom(V,W)|U
Tt qyU3(q" o oq 6, &) = Y Gdal > (v 0 > Sl A% €0r g8 ..
al<d k —_—
=g
Fiir die Definition des Hauptsymbols von ¢(P) summieren wir nur iiber die hochste Ordnung;:

c:T°U - Hom(V,W)|U

Zgl dxlq - vj Z Zi‘alA?k ixlfﬁ" Wi
al=d k —_——
—iga
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PROPOSITION 1.2. Das Hauptsymbol ist unabhdngig von der Wahl von U und v und von der
Wahl der v; und w;. Es ist deswegen eine wohldefinierte Abbildung

o(P):T*M - Hom(V,W).

Der Beweis folgt durch nachrechnen.

Man beachte aber, dass das totale Symbol von der Wahl von ¢ und der Wahl der v; und w;
abhéngt.

PROPOSITION 1.3. Seien
P,P’ Q
(V) —TITW)—=TI(2)

Differentialoperatoren ord P = ord P’ = dp, ord Q = dg. Dann ist Qo P ein Differentialoperator der
Ordnung dp + dgund es gilt fir alle £ e T* M

0e(Qo P) =0¢(Q) o 0¢(P),
oe(tP+t'P") =toe(P) +t'oe(P").

Definition 1.4. Ein Differentialoperator heifit elliptisch, falls fiir alle p € M und alle £ € T, M mit
&p # 0 das Hauptsymbol o € Hom, (V, W) invertierbar ist.

PROPOSITION 1.5. Das Symbol eines verallgemeinerten Dirac-Operators D auf einem Clifford-
Biindel W ist gegeben durch

c:T*"M — Hom(W,W)
& (wrif-w).

Insbesondere ist D elliptisch.

Beweis. Wir rechnen in Koordinaten und v; = w;.

D(gs%j)

Z el& Ve, (Sjvj)
J,a

= Z(eg'(aeasj)’l}j+8jeg~veavj)
.
= Z(de c Vs +SjDUj)

j
9.
= ]Z(; ﬁdwa -v; + 0. Ordnung

%Aﬁ-‘z) = dz® - v;

o¢(D) = (vj - Z:l Zk:iAﬁ)iavj =i Z:léadxa “v; :f‘vj)-
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ANHANG B. IDEALE IN ALGEBREN

Definition 2.1. Sei A eine Algebra (wie immer assoziativ, mit 1). Eine Teilmenge I heifit Ideal,
falls gilt:

(1) I ist Untervektorraum
(2) firie ] und ae A gilt ai € I und ia € I.

Ist f: A - B ein Algebren-Homomorphismus, und I ¢ B ein Ideal in B, so ist auch f~!(I)
ein Ideal. Unter anderem ist der Kern eines Algebren-Homomorphismus ein Ideal. Umgekehrt, ist
I c A ein Ideal | so trigt der Quotientenvektorraum A/I eine eindeutige Algebren-Struktur, so
dass m: A - A/I ein Algebren-Homomorhpismus ist und der Kern hiervon ist I.

Es gilt auch die folgende universelle Eigenschaft: Ist f: A — B ein Algebren-Homomorphismus und
I ein Ideal in A, das im Kern von f enthalten ist, so 143t sich f auf eindeutige Art als Verkettung

f:AS5 AJI - B schreiben.

Jedes Ideal ist auch eine Unteralgebra. Aber Achtung: ist I ein Ideal in A und J ein Ideal in I, so
folgt i.a. nicht, dass J ein Ideal in A ist. Der Schnitt von beliebig vielen Idealen in A ist wieder ein
Ideal.

Definition 2.2. Sei S ein Teilmenge von A. Dann ist das von S erzeugte Ideal definiert als

Isiz m I,
I Ideal
Scl

Offensichtlich enthélt Is bereits span S, nach Definition den von S aufgespannten Vektorraum.
Weiter sind alle Elemente der Form awb mit a,b € A, ¢ € span S,in Ig enthalten. Man sieht nun
direkt, dass der von diesen Elementen aufgespannte Vektorraum bereits ein Ideal ist, und somit
mit g iibereinstimmt.

ANHANG C. LIE-ALGEBREN UND ZUSAMMENHANGS-1-FORMEN

Definition 3.1. Eine Lie-Algebra ist ein reeller Vektorraum V' mit einer Abbildung [+, -]:vxV —
V', der sogenannten Lie-Klammer, mit den Eigenschaften

(1) [+, -] ist bilinear
(2) [X,Y]=-[Y, X] fir alle X,Y €V (Asymmetrie)
(3) [X.[Y.2]] + [Y.[2,X]] + [Z,[X,Y]] = 0 fiir alle X, Y, Z ¢ V (Lie-Klammer).

Sei G eine Lie-Gruppe. Wir identifizieren den Tangentialraum an die Eins T.G mit den linksin-
varianten Vektorfeldern auf G. Die Lie-Klammer [-, -] auf den Vektorfeldern liefert mit dieser
Identifikation eine Lie-Klammer auf T,.G.

Man kann umgekehrt auch zeigen

THEOREM 3.2. [War83, Theorem 3.28] Zu jeder endlich dimensionalen Lie-Algebra (V,[-,-])
gibt es eine (bis auf Isomorphie von Lie-Gruppen eindeutige) zusammenhingende und einfach
zusammenhdngende Lie-Gruppe G, so dass TG als Lie-Algebra isomorph zu (V,[-, -]) ist.

Wir haben also eine eineindeutige Beziehung zwischen endlich-dimensionalen Lie-Algebren und
einfach zusammenhéngend, zusammenhédngenden Lie-Gruppen.
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PROPOSITION 3.3. Ist7: G — G eine Uberlagerung und ein Gruppenhomorphismus, so ist (dr),
ein Lie-Algebren-Isomorphismus

(Teé7['7'])_)(TeGa['7'])'

Beweis sieche [War83].
Sei fiir g e G
I,:G - G
h w ghg™

Wir setzen Ad := (dly). : TeG - T.G. Dann ist (T.G, Ad) eine Darstellung von G, die adjungierte
Darstellung von G.

ANHANG D. 71 (Spin(n))
PROPOSITION 4.1. Spin(n) ist einfach zusammenhdingend fir n > 3.

Beweis. Wir zeigen es durch Induktion iiber n. Die Aussage gilt fiir n = 3, da Spin(3) = S3. Im
folgenden kommutativen Diagramm sind nach Satz 15.3 die Zeilen kurze exakte Sequenzen

Zy - Spin(n) - SO(n)
}id } !
Zy — Spin(n+1) - SO(n+1)

Man {iberlegen sich, dass SO(n+1) das SO-Rahmen-Biindel iiber der Standard-Sphére S™ ist und
somit ein SO(n)-Hauptfaser-Biindel. Daraus folgt, dass Spin(n+1) ein Spin(n)-Hauptfaser-Biindel
iiber S™ ist. Die Proposition folgt nun aus dem folgenden Lemma. O

LEMMA 4.2. Sei G eine einfach zusammenhdngende, zusammenhdngende Lie-Gruppe und P ein
G-Hauptfaserbiindel iber M. Dann ist m (P) — m (M) bijektiv.

Beweis. Der Beweis ist ein bischen Arbeit, aber nicht schwer. Man ueberlegt sich zunéchst, dass
man Wege und Familien von Wegen liften kann. Die Surjektivitdt folgt dann aus der Tatsache,
dass G zusammenhédngend ist. Um die Injektivitat zu zeigen, nehmen wir eine Schleife v in P, so
dass das Bild von 7 in M als Schleife in M homotop zu einer konstanten Schleife ist. Man zeigt
nun, dass diese Homotopie liftet (etwas Arbeit). Somit ist v homotop zu einer Kurve, die ganz
in einer faser verlduft. Da die Faser einfach zusammenhéngend ist, ist v homotop zur konstanten
Kurve. m]
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