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4 INHALTSVERZEICHNIS

LITERATUR

Zum Erlernen des Stoffes und zur Bearbeitung der Ubungsaufgaben reicht das Skript.
Die Vorlesung besteht aus zwei Teilen, der Funktionentheorie sowie der Integrations- und
MafBtheorie. Die erste Teil der Vorlesung iiber Funktionentheorie orientiert sich an

Jénich: Funktionentheorie - Eine Einfithrung, und
Fritzsche: Grundkurs Funktionentheorie.

Der zweite Teil iiber Maf- und Integrationstheorie basiert auf
Forster: Analysis III.



KAPITEL 1

Funktionentheorie

1. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Die Funktionentheorie behandelt die Theorie der komplexen Funktionen, das heifit der
komplex-wertigen Funktionen auf einer offenen Teilmenge von C. In diesem Kapitel erinnern
wir zuerst an die Definition der komplexen Zahlen, und wir erinnern uns dann an einige der
Eigenschaften und Aussagen, welche wir schon in Analysis I und Analysis II nachgewiesen
hatten.

1.1. Der Korper der komplexen Zahlen. Die Menge der komplexen Zahlen ist gegeben
durch
C := {a+bi|a,be R},
dies ist die Menge aller formalen Summen a + bz, wobei ¢ ein festgewihltes Symbol ist. Fiir
a € R schreiben wir hierbei a + 0¢ = a und 0 + ai = ai. Wir fassen also die reellen Zahlen
als Teilmenge der komplexen Zahlen auf.
Wir kénnen komplexe Zahlen wie folgt addieren

(x+yi)+ (@' +yi) = (@+2)++y), wobeiz,y ',y €R,
und wie folgt mit einem Skalar, d.h. mit einer reellen Zahl, multiplizieren
A (x+yi) = Ar+ \yi, wobei z,y, A € R.

Man kann nun leicht iiberpriifen, dass C mit dieser Addition und dieser Skalarmultplikation
ein 2-dimensionaler reeller Vektorraum ist. Insbesondere ist die Abbildung

R2 — C
(x,y) — x+yi

ein Isomorphismus von reellen Vektorrdumen. Wir stellen uns deswegen die komplexen
Zahlen bildlich auch als die 2-dimensionale Ebene vor.

In Analysis I hatten wir folgenden Satz bewiesen, welcher besagt, dass man auf den
komplexen Zahlen eine Multiplikation einfithren kann, so dass alle Korperaxiome erfiillt
sind.

Satz 1.1. Die Menge C der komplexen Zahlen mit der Addition
(x+yi)+ (' +yi) = (z+2)+ y+v)i, wobei x,y, 2",y € R,
und der Multiplikation
(x+yi)- (' +y'i) = (e’ —yy')+ (xy +2'y)i, wobei x,y,a',y" € R.
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6 1. FUNKTIONENTHEORIE
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ABBILDUNG 1. Graphische Darstellung von komplexen Zahlen und deren Addition.

15t ein Korper.
Die Multiplikation
(@ +yi)- (2 +yi) = (z2" —yy) + (xy/ + 2'y)i
erfolgt also durch Ausmultiplizieren und indem wir i> = —1 setzen. Der vielleicht iiber-

raschendste Aspekt ist, dass es zu jeder komplexen Zahl z # 0 ein multiplikativ inverses
Element gibt. In der gilt fiir x + iy € C\ {0}, dass

1 oy 1 v 0 o
(@tiy) Gral-w) = Srasti)le-iy) = F50@"+y) = 1.
In anderen Worten, es ist
N | :
Wir fithren jetzt weitere Definitionen ein. Fiir z = x + iy mit x,y € R heifit
Re(z) = = der Realteil von z,
Im(z) = vy der Imagindrteil von z,
Z = -y die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Die konjugiert komplexe Zahl Z wird oft als z quer bezeichnet. Die geometrische Bedeutung
dieser Definitionen wird in Abbildung[2]skizziert. Durch elementares Nachrechnen kann man
leicht zeigen, dass fiir w, z € C folgende Aussagen gelten

(1)  Re(z) = i(z+7), B) wt+z = w+7z,
(2)  Im(z) = 5(2—32), (4) wz = w-z

Es sei z = x + yi eine komplexe Zahl. Wir bezeichnen dann |z| := /22 4+ 32 als den
Betrag von zﬂ Das folgende Lemma fasst einige Eigenschaften des Betrags von komplexen

n anderen Wort, |z| ist gerade die euklidische Norm von z = 2 = iy aufgefasst als Punkt in C = R2.
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der Imaginérteil Im(z) ist die y-Koordinate von z
z=x+ 1y

der Betrag |z| ist der Abstand zum Ursprung

der Realteil Re(z) ist die z-Koordinate von z

die konjugiert komplexe Zahl Z = x — 1y ist
die Spiegelung von z an der z-Achse

ABBILDUNG 2. Die geometrische Bedeutung von Realteil, Imaginérteil und
konjugiert komplexer Zahl.

Zahlen zusammen. Der Beweis des Lemmas ist elementar und verbleibt eine freiwillige
Ubungsaufgabe.

Lemma 1.2. FEs seien w,z € C. Dann gilt:

(1) lz| > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0,
(2) 2l = V2%,

(3)  firz#0 gilt 271 = #Z

(4) lw-z| = |w|-|z|, insbesondere ist | — z| = |z|,

(5) lw+z2| < |w|+ |7 (Dreiecksungleichung),

(6) 2l = [Re(z)]  wnd |z = [Im(2)].

Aus den Eigenschaften (1), (4) und (5) erhalten wir sofort folgendes Korollar.

Korollar 1.3. Der reelle Vektorraum C mit dem Betrag ist ein normierter Vektorraum.
Insbesondere ist C mit der Abstandsfunktion d(z,w) = |z —w| ein metrischer Raum.

Im Folgenden betrachten wir C durchgehend als metrischen Raum beziiglich der Ab-
standsfunktion d(z,w) = |z — w|. Insbesondere iibertragen sich alle Aussagen aus der
Analysis II fiir metrische Rdume auf die komplexen Zahlen.

1.2. Offene und abgeschlossene Mengen in C. Wir erinnern noch an ein paar weitere
Definitionen aus der Analysis II.

(1) Es sei z € C und r € R. Wir bezeichnerf]
Dy(z) == {weC||lw-z<r}

%In Analysis II hatten wir die gleiche Menge mit B, (z) bezeichnet. Der Wechsel von ‘B’ auf ‘D’ riihrt
daher, dass wir in Analysis IT allgemeine metrische Ridume betrachtet hatten, und wir uns die Menge als
Kugeln oder Bille vorgestellt haben. Im komplexen, d.h. im reell 2-dimensionalen Fall, sind diese Mengen
jedoch Scheiben und wir bezeichnen diese mit ‘D’ fiir ‘diskus’ oder ‘disk’.



(2)

(3)
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als die offene r-Scheibe um z.

Wir sagen eine Teilmenge U C C ist offen, wenn es zu jedem z € U ein r > 0
gibt, so dass D,.(z) noch ganz in U liegt. Beispielsweise sind C und die leere Menge
offen. Zudem kann man leicht zeigen, dass jede offene Scheibe in der Tat offen im
obigen Sinne ist.

Wir sagen U C C ist eine Umgebung von z € C, wenn es ein r > 0 gibt, so dass
D,(z)CU.

Eine Menge X C C heifit abgeschlossen, wenn das Komplement C \ X offen ist.
Beispielsweise sind C und () auch wiederum abgeschlossene Mengen. Fiir z € C
und r € R bezeichnen wir

D,(z) = {weC|lw—=2<r}

als die abgeschlossene r-Scheibe um z. In Ubungsblatt 0 werden wir sehen, dass

D,(z) in der Tat eine abgeschlossene Teilmenge ist.

Fiir eine Teilmenge X C C bezeichnen wir
X = {z € C|es gibt ein € > 0, so dass D.(z) C X}

als das Innere von X.
Fiir eine Teilmenge X C C bezeichnen wir

X = {zeC|fiiralle e > 0 gilt D.(2) N X # 0}
als den Abschluf von X. In Ubungsblatt 0 werden wir sehen, dass D,(z) in der

Tat der Abschlufl von D,.(z) ist. Zudem werden wir sehen, dass der Abschluf} einer
Menge immer abgeschlossen ist.

Wir fithren nun den Rand einer Teilmenge von C einf]

Definition. Es sei Y eine Teilmenge von C. Ein Punkt z € C ist ein Randpunkt von
Y, wenn jede Scheibe D,(z) um z sowohl einen Punkt von Y als auch einen Punkt vom
Komplement C\ Y enthélt. Die Menge aller Randpunkte von Y heifit der Rand von Y und
wird mit dY bezeichnet.

Beispiel. In Ubungsblatt 1 werden wir sehen, dass der Rand einer Scheibe (offen oder
abgeschlossen) der zugehorige ‘Randkreis’ ist. Genauer gesagt, fiir z € C und r > 0 gilt

sowie

OD.(z) = {weC|lw—2=r}

D, (z) = {weC|lw-z=r}.

Es folgt leicht aus den Definitionen, dass fiir ein X C C der AbschluBX gegeben ist
durch X = X U 0X. Ebenso leicht zeigt man, dass X \ 0X das Innere von X ist.

3Der Begriff vom Rand kann auch ganz analog fiir allgemeine metrische Riéume eingefithrt werden, in
der Tat war dies der Bestandteil eines ‘inoffiziellen” Kapitels der Analysis II Vorlesung. Der Einfachheit
halber bleiben wir jetzt aber beim Spezialfall.
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1.3. Konvergenz von Folgen und Reihen von komplexen Zahlen. Wir hatten gera-
de in Korollar [1.3] gesehen, dass C mit der Betragsfunktion | — |: C — R3¢ ein normierter
Vektorraum. Wir kénnen nun die verschiedenen Definitionen und Ergebnisse aus der Ana-
lysis I und Analysis II iiber konvergente Folgen auf die komplexen Zahlen iibertragen. Es
sei beispielsweise (z,) eine Folge von komplexen Zahlen und z € C. Die Definition von
Konvergenz im metrischen Raum C besagt, dass

lim z, =2 &= V 3 V |z,—z2]<e
n—00 e0 NeN n>N

Fiir die Konvergenz von Folgen von komplexen Zahlen gelten fast die gleichen Aussagen
wie fiir die Konvergenz von reellen Folgen. Insbesondere gilt:
(1) Wenn eine komplexe Folge konvergiert, dann ist der Grenzwert eindeutig bestimmt.
(2) Eine komplexe Folge (z,), welche konvergiert, ist auch beschréinkt, d.h. es gibt ein
C € R, so dass |z,| < C fiir alle n € N.
Es seien (a,,) und (b, ) konvergente Folgen von komplexen Zahlen. Dann gilt mit den gleichen
Beweis wie in Analysis I, dass

(3) lim (a, +0b,) = lim a, + lim b,,
n—oo n—oo n—oo

(4) lim (a,-b,) = lim a, - lim b,,
n—00 n—00 n—00

(5) essei A € C, dann ist
lim Aa, = Alim a,,

(6) wenn b, # 0 fiir alle n und wenn zudem lim b, # 0, dann gilt

n—o0
a lim a,
lim 2 = 2=z
n—o00 bn lim bn

n—oo

(7) es ist

lim @, = lim a,.

n—oo n—oo

Der folgende Satz aus der Analysis I besagt nun, dass man die Konvergenz von Folgen
von komplexen Zahlen auf die Konvergenz von den Real- und Imaginérteilen zuriickfithren
kann.

Satz 1.4. Es sei (z,) eine Folge von komplezen Zahlen und z € C. Dann giltﬁ
lim z, =2 <= lim Re(z,) = Re(z) und lim Im(z,) = Im(z).
n—oo n—oo

n—oo
Die Definition einer Cauchy-Folge von komplexen Zahlen ist wort-wortlich die Gleiche
wie fiir reelle Folgen, d.h.

(2,) ist eine Cauchy-Folge <= V d V |z, -2z, <e
e0 NeN nm>N

Die linke Seite betrifft die Konvergenz von einer Folge von komplexen Zahlen, wihrend die rechte
Seite von der Konvergenz von zwei Folgen von reellen Zahlen handelt.
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Nachdem die reellen Zahlen vollstédndig sind, und nachdem wir die Konvergenz von Folgen
von komplexen Zahlen auf die Konvergenz von Folgen von reellen Zahlen zuriickfiihren
kann, erhalten wir folgenden Satz.ﬂ

Satz 1.5. Jede Cauchy-Folge von komplexen Zahlen konvergiert in C.

Fiir eine Folge (z,) von komplexen Zahlen definieren wir wiederum die Reihe )"z,
als die Folge der Partialsummen, d.h. es ist

9] k

zyp = lim Zn,-
k—o0

Beispielsweise hatten wir in Analysis I gesehen, dass fiir jedes z € C mit |z| < 1 gilt, dass

o0
1 . .

E 2" = I ‘geometrische Reihe’
—Z

n=0
Fiir konvergente Reihen gelten dann die iiblichen Rechenregeln. Zudem vertrégt sich nach
Lemma Reihenbildung mit komplexer Konjugation. D.h. fiir eine konvergente Y >, z,
Reihe von komplexen Zahlen gilt

oo
gz_n: z

n=0

3

3
o

Eine Reihe ) 7z, von komplexen Zahlen heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
> o lzn| der Betrdge konvergiert. In Analysis I hatten wir gesehen, dass jede absolut
konvergente Reihe konvergiert. Zudem hatten wir das Majorantenkriterium und das Quo-
tientenkriterium fiir die absolute Konvergenz von Reihen formuliert und bewiesen.

Beispielsweise folgt aus dem Quotientenkriterium, dass fiir jedes z € C die Exponenti-
alreihe

e’ = exp(z) = Z % eC
n=0
absolut konvergiert. Wir hatten zudem bewiesen, dass fiir alle z, 2/ € C gilt
exp(z+2') = exp(z)-exp(2).

Auflerdem folgt aus der obigen Aussage iiber die komplexe Konjugation, dass fiir alle z € C
gilt
exp(Z) = exp(z).
Wir haben jetzt also gesehen, dass viele Definitionen und Aussagen iiber reelle Folgen
und Reihen problemlos auf Folgen und Reihen von komplexen Zahlen iibertragen werden

konnen. Insbesondere alle Aussagen, welche nur mit dem Absolutbetrag | | von reellen
Zahlen formuliert wurden, iibertragen sich problemlos. Allerdings kénnen die Definitionen

SDer Satz wurde etwas ausfiihrlicher in Analysis I bewiesen.
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und Aussagen iiber reelle Zahlen, Folgen und Reihen, welche die Anordnung > verwenden,
nicht auf die komplexen Zahlen iibertragen werden. Insbesondere gilt:

(1) es gibt kein Analogon vom Leibniz-Kriterium fiir komplexe Folgen,

(2) das Supremum und Infimum einer Teilmenge von C ist nicht definiert,

(3) es macht keinen Sinn zu sagen, dass eine Folge von komplexen Zahlen (z,) bestimmt
gegen —oo oder +oo divergiert.

1.4. Stetige Funktionen. Wir werden in diesem Kapitel sehen, dass wir ohne grofiere
Probleme viele der Definitionen und Sétze von reellen Funktionen auf komplexe Funktionen
iibertragen koénnen. Es sei D C C eine Teilmenge und es sei f: D — C eine komplexe
Funktion und zo € D. Wir definieren

f ist stetig im Punkt zp & V. 4 |f(2) — f(20)| <.
e>0 6>0 e D mit
|z — 20| <&

Durch einfaches Umschreiben der Beweise fiir reelle Funktionen erhalten wir folgende
Aussagen:

(1) Es sei ¢ € C, dann sind die Funktionen

C —- C C —- C C
4

C C —- C
—  und
z =z z = Z c

— .

o sowie - |2
stetig.

(2) Die Summe, das Produkt, der Quotient und die Verkniipfung zweier stetiger Funk-
tionen sind stetig. Insbesondere sind Polynomfunktionen und rationale Funktionen
stetig.

(3) Die Einschrinkung einer stetigen Funktion f: D — C auf eine Teilmenge E C D
ist wiederum stetig.

Der Beweis von der Stetigkeit der reellen Exponentialfunktion iibertriagt sich auch wort-
wortlich auf komplexe Zahlen. Wir erhalten daher, dass auch die komplexe Exponential-
funktion

exp: C — C
z +— exp(z)

stetig ist.

Wir beschlieffen das Kapitel mit folgendem Lemma, welches ganz analog zum reellen
Fall bewiesen wird. Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 0. Wir werden dieses
Lemma im spéteren Verlauf der Vorlesung noch einmal verwenden.

Lemma 1.6. Es sei U C C offen und f: U — C stetig. Es sei zg € U mit f(zo) # 0. Dann
gibt es ein € > 0, so dass f(z) # 0 fir alle z € D.(z) NU.
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1.5. Grenzwerte von komplexen Funktionen. Essei U C C eine Teilmenge. Wir sagen
z € C ist ein Haufungspunkt von U, wenn es zu jedem € > 0 ein w # z € U mit |z —w| < €
gibt.

Beispiel.
Menge | Hdufungspunkte  Menge | Hiufungspunkte
D,(2) | D.(2) Z|0
D,(z) | D,(z) (a,0) | [a,0]
C\{z}|C [a,00) | |a, 00)
{%|neN}| {0} QIR

Esseinun U C C, es sei f: U — C eine Funktion und es sei 2, € C ein Haufungspunkt
von U. Fiir w € C schreiben wir

li —w <~— V I \4 —w| < e
Zl)nzlo 9(2) w e0 >0 z#zoGDCs(zo)ﬂU|g(Z) w| ¢

Wenn solch ein w existiert, dann nennen wir diesen den Grenzwert von f am Punkt zg. In
Ubungsblatt 0 werden wir sehen, dass der Grenzwert, wenn er existiert, eindeutig bestimmt
ist. Wenn z, € U, dann folgt zudem sofort aus den Definitionen, dass

g stetig im Punkt 2y <= lim g(2) = g(20).
Z—r 20

Zudem schreiben wir

lim g(z) =00 &= V I \4 lg(2)| > C.

z2—20 C>0 0>0 z#2z9€Ds(z0)NU -

Bemerkung. In der Definition von lim,_,,, g(z) = oo betrachten wir nur den Betrag der
Funktion g(z). Dies fiihrt zu der etwas verwirrenden Situation, dass

glﬁii% — % = —oo, wenn f als reelle Funktion aufgefasst wird,
aber
li_r}r(l) — z% = oo, wenn f als komplexe Funktion aufgefasst wird.
Zudem gilt
lii% % = 00, wenn f als komplexe Funktion aufgefasst wird.

In dieser Vorlesung werden wir nur den Grenzwertbegriff fiir komplexe Funktionen verwen-
den.

Im Folgenden fithren wir noch den Grenzwert fiir 2 — oo ein. Es sei also f: U — C
wiederum eine Funktion. Fiir a € C schreiben wir

li —q <~— VYV J WY —al <
Zl{gof(Z) a e0 DeR zEUmlt‘z|2D|f(Z) a| €
und wir definieren

lim f(z) =00 &= V J W 1f(2)] = C.

2—00 C>0 DeR zeU mit|z|>D -
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Wir bezeichnen dann lim f(z) als den Grenzwert von f fir z gegen oo.
Z—00

Ein Polynom von Grad n ist eine Funktion der Form

f(z) = apz" +an 12" M dagz + oz,

wobei ag, ...,a, € C und wobei a, # 0. Wir nennen a,, den héchsten Koeffizienten von

f(2). Zudem sagen wir, dass das Nullpolynom f(z) = 0 ein Polynom von Grad —1 ist. Eine
rationale Funktion ist eine Funktion der Form

_ 2
f(Z) - q(z)a

wobei p(z) und ¢(z) # 0 Polynome sind. Folgendes Lemma wird ganz dhnlich wie die
analoge Aussage fiir reelle Polynome und reelle rationale Funktionen bewiesen.

Lemma 1.7. Es sei p(z) eine Polynom mit Grad(p) > 1. Dann gilt
lim p(z) = oo.
Z—r 00

FEs seien p(2),q(z) # 0 zwei Polynome. Dann gilt

0, wenn Grad(p) < Grad(q),
. p(z) hochster Koeffizient von p

) d(p) = d
zlglolo q(2) héchster Koeffizient von q’ wenn Grad(p) = Grad(q),
00, wenn Grad(p) > Grad(q).

Beispielsweise gilt
lim 32241 _ hochster Koeffizient von 3z% + 1 _ 3
zs00b22 — 22+ 7  hochster Koeffizient von 522 — 22 +7 5
/]\

nach Lemma
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2. HOLOMORPHE FUNKTIONEN

2.1. Definition von holomorphe Funktionen und erste Eigenschaften. Viele De-
finitionen {ibertragen sich ganz natiirlich von den reellen Funktionen auf die komplexen
Funktionen. Dies gilt beispielsweise auch fiir die Differenzierbarkeit.

Definition. Es sei U C C eine offene Teilmenge und zy € U. Eine Funktion f: U — C
heifit komplex differenzierbar im Punkt zo € U, wenn der Grenzwert
i Y 1 f(z) = f(20)
de(»Zo) = flz) = Zlgrzlo 2z — 29 eC
existiert. Wenn f in allen Punkten komplex differenzierbar ist, dann nennen wir die Funk-
tion komplex differenzierbar oder kiirzer, holomorph. Zudem nennen wir dann die Funktion
u — C
2o f()
die Ableitung von f. Ganz analog fithren wir auch k-mal komplex differenzierbar ein, und
bezeichnen die k-te komplexe Ableitung mit f*).

Genau wie in Analysis I zeigt man nun folgenden Satz.

Satz 2.1. Es set U C C offen und es seien f,g: U — C holomorphe Funktionen. Dann
sind die Funktionen f+ g und f - g holomorph, wobe:

(f+9) = [f'+¢d (Summenregel)
(f-9)) = frg+f-¢ (Produktregel).
Wenn zudem g(z) # 0 fir alle z € U, dann ist auch % holomorph mit
<§> = w (Quotientenregel)

Beispiel.
(1) Man kann leicht ‘per Hand’ zeigen, dass die konstanten Funktionen f(z) = A\ mit
A € C und die Funktion f(z) = z holomorph sind. Es folgt dann aus Satz [2.1] dass
auch Polynome und rationale Funktionen holomorph sind.
(2) Mit Beispiel (1), der Produktregel und einem leichten Induktionsargument kann
man zeigen, dass

d n n—1
—Z = nz .
dz

Zudem gilt auch die Kettenregel. Der Beweis ist dabei wiederum ganz analog zum reellen
Fall.

Satz 2.2. FEs seien U,V C C offene Teilmengen, es seien f: U — C und g: V — C
holomorphe Abbildungen mit f(U) C V. Dann ist auch go f: U — C holomorph, wobei

(g0 f)(z) = ¢'(f(2)- f'(2).

Wir erinnern nun noch an die ‘klein-o’ Notation aus der Analysis II.
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Definition. Es sei U C C eine Umgebung von 0 und es seien f,¢g: U — R Funktionen.
Wir definieren

f(z) = og(z)) = ¥V 3V [f(z)] <elg(z)l.

e>0 6>0 zeDgs(0)NU
Fiir Funktionen f, g, h: U — R definieren wir auch

f(z) = g(z) +o(h(2)) <= f(2) —g(z) = o(h(2)).

Sehr vereinfacht gilt f(z) = o(g(z)), wenn |f(z)| beliebig viel kleiner als |g(z)| ist in
kleinen Umgebungen von 0.

Beispiel. Auf U = C gilt beispielsweise, dass
2 = o(2?),

denn fiir jedes € > 0 setzen wir § = ¢, und dann gilt fiir ein beliebiges z € Ds(0), dass

2] = 127 |2 < |76 = || e

Folgendes Lemma gibt nun eine Umformulierung von komplexer Differenzierbarkeit.
Der Beweis dazu folgt leicht aus den Definitionen und ist eine freiwillige Ubungsaufgabe.

Lemma 2.3. FEs sei U C C eine offene Teilmenge, es sei f: U — C eine Funktion, es sei
20 € U und es sei a € C. Dann gilt

[ komplex differenzierbar im Punkt zg mit f'(z0) = a <= f(20 + h) = f(20) + h - a + o(h).

2.2. Potenzreihen. Wir erinnern an den Begriff der Potenzreihen, welche wir schon in
Analysis [ eingefiihrt hatten. Im Folgenden sei (¢, )nen eine Folge von komplezen Zahlen

und es sei a € C. Eine Potenzreihe ist ein formaler Ausdruck von der Form
o0

f=" clz—a),
n=0
wobei z eine Variable ist. Wir interessieren uns fiir die Menge der komplexen Zahlen, fiir
welche die Potenzreihe konvergiert.

Beispiel.
(1) Betrachten wir die Potenzreihe f =% 2" Es sei z € C. Dann gilt:
(a) Wenn |z| < 1, dann konvergiert die Reihe ) >° ;2" nachdem die gerade die
geometrische Reihe ist.
(b) Wenn |z| > 1, dann ist (2")en, keine Nullfolge, das heifit die Reihe divergiert.
(2) Betrachten wir nun die Potenzreihe Y >” 2= Es sei z € C. Dann konnen wir
folgende Beobachtungen machen:
(a) Wenn |z| < 1 dann konvergiert die Potenzreihe nach dem Quotientenkriteri-
um.
(b) Wenn |z| > 1 dann divergiert die Reihe, nachdem =~ keine Nullfolge ist.
(c) Fiir z = 1 erhalten wir die harmonische Reihe.
(d) Fiir z = —1 konvergiert die Potenzreihe nachdem Leibniz-Kriterium.
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(e) Fiir z = i hatten wir in Ubungsblatt 9 von Analysis I gesehen, dass die Reihe
konvergiert.
Im allgemeinen ist es kniffelig zu bestimmen, fiir welche z’s auf dem Einheitskreis
die Reihe f(z) konvergiert[f

Definition. Es sei f(z) =Y 7, ¢,(z — a)” eine Potenzreihe. Dann nennen wir

R:= sup{]z—a|

z€ Cund > ¢,(z —a)" konvergiert } € Ryo U {oo}
n=0

den Konvergenzradius der Potenzreihe f(z).

Beispiel. In der Diskussion oben und in Analysis I hatten wir folgende Konvergenzradien
bestimmt.

(1) Der Konvergenzradius der Reihen ) 2" und ) % ist eins.

n=0 n=1
o0 n
(2) Der Konvergenzradius der Exponentialreihe % ist oo.
n=0 "

Bemerkung. In Analysis I hatten wir die Hadamardsche Formel formuliert, welche es
erlaubt, zumindest im Prinzip, den Konvergenzradius direkt aus den Koeffizienten abzu-
lesen. Genauer gesagt, es sei (¢, )nen eine Folge von komplexen Zahlen. Dann besagt die
Hadamardsche Formel, das

~ -1
Konvergenzradius der Potenzreihe > ¢,(z —a)" = (hm sup v/ ]cn|>

n=0 n— 00

Hier verwenden wir die Konvention, dass 07! := oo und oo™! := 0. Wir werden die Hada-
mardsche Formel im weiteren Verlauf der Vorlesung nicht verwenden.

In Kapitel 17 der Analysis I hatten wir folgenden Satz bewiesen.

Satz 2.4. FEs sei R der Konvergenzradius einer Potenzreihe

[ = ch(z—a)”.
n=0

Fiir z € C gilt
|z —al| < R = f(z) konvergiert,
|z —a| >R = f(2) divergiert.
Zudem gelten folgende Aussagen

6Es sei z eine k-te Einheitswurzel. Dann konvergiert die Potenzreihe wenn k gerade ist und die Potenz-
reihe divergiert wenn k ungerade.
THierbei ist der Limes superior einer Folge von reellen Zahlen a,, wie folgt definiert:
limsupa, = lim sup{a,,ani1,ani2,...}.
n—o0o n—0o0
Die Folge auf der rechten Seite ist monoton fallend. Die Folge konvergiert also gegen eine reelle Zahl oder
sie divergiert bestimmt gegen —oo.
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(1) fir alle s < R konvergiert f(z) | auf der abgeschlossenen Scheibe Dg(a) absolut
und gleichmdfig, ﬂ
(2) die Funktion z — f(z) ist auf der offenen Scheibe Dg(a) stetig.

Wie wir am Beispiel der Reihe " % gesehen hatten, konnen wir keine allgemeine
Aussage iiber die Konvergenz einer Reihe fiir komplexe Zahlen z mit |z — a| = R treffen.

(e.)

Konvergenzradius der Potenzreihe E Cn(z—a)"
n=0

es gibt keine allgemeine Aussage fiir die

Konvergenz auf dem Kreis |2

die Potenzreihe konvergiert auf der offenen Scheibe Dg(a),
und definiert dort eine stetige Funktion

die Potenzreihe divergiert auflerhalb der geschlossenen Scheibe Dg(a)

ABBILDUNG 3. Illustration von Satz 2.4l

Das folgende Lemma zeigt, dass bestimmte Abénderungen einer Potenzreihe den Kon-
vergenzradius nicht abéndern. Die Aussagen folgen dabei entweder leicht aus den Defini-
tionen oder aus Lemma 17.5 aus der Analysis 1.

Lemma 2.5. Fs sei (¢,) eine Folge von komplexen Zahlen. Dann gilt fir alle k € Ny und
alle Polynome p(n) dass folgende Reihen den gleichen Konvergenzradius besitzen:

gcnza gcnza gcnz a)" E|Cn|za sowzegp n)cy(z—a)"

Esseinun f(z) = >~ ¢,(#—a)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Wir hatten
gerade gesehen, dass die Funktion f(z) auf Dg(a) stetig ist. Im Folgenden werden wir die
deutlich stirkere Aussage beweisen, dass f auch holomorph ist. Es folgt aus Lemma [2.5]

8D.h. wir betrachten die Funktionenfolge fi(z) := Zﬁ:o en(z —a)™.
9Fiir D C C und eine Funktion f: D — C definieren wir hierbei, ganz analog zu reellen Funktionen,
die Norm von f als
I£1l == sup {|f(2)|| z € D}.
Fiir eine Folge von beschrinkten Funktionen f,,: U — C, n € N und eine Funktion f: U — C definieren
wir nun, ganz analog zum Fall von reellen Funktionen, dass

(fn) konvergiert gleichméflig gegen f — GYO NE]EN ngN Ifn = fll <e
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dass der Konvergenzradius der Potenzreihe Y >~ nc,(z — a)" ! ebenfalls R betrigt. Der
folgende Satz besagt nun, dass diese Potenzreihe, wie man sich das naiv wiinschen wiirde,
in der Tat die Ableitung von f ist.

Satz 2.6. Es sei

o0

fz) = Y elz—a)"

n=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann ist f auf Dg(a) holomorph mit Ableitung

f'(z) = Y nep(z—a)" ™t ‘gliedweises ableiten’.
n=0
Bemerkung. Fiir reelle Potenzreihen hatten wir in Analysis I Satz 17.7 gezeigt, dass die
zugehorige reelle Funktion differenzierbar ist. Wir kénnen diesen Beweis aus der Analysis |
allerdings nicht auf den komplexen Fall iibertragen, weil wir damals den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung verwendet hatten, welcher uns im jetzigen Fall nicht zur
Verfiigung steht.

Durch mehrfaches Anwenden von Satz erhalten wir sofort folgendes Korollar, wel-
ches uns erlaubt die Koeffizienten einer Potenzreihe f(z) durch Ableiten und Einsetzen
abzulesen.

Korollar 2.7. Es sei

o0

fe) = Sl

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann gilt fiir alle n € Ny, dass
1
= fn) —
o fWa) = ¢y

Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz 2.6 zu.

BEWEIS VON SATZ [2.6l Um die Notation etwas zu vereinfachen, betrachten wir nur

den Spezialfall a = 0. Es sei also f(z) = >~ ¢,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
R.

Radius r, so dass D,.(z) C Dr(0)
A DR(O)

0 Konvergenzradius R

ABBILDUNG 4.
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Fiir den Rest des Beweises sei nun z € Dg(0) fest gewihlt. Der Punkt z liegt also in
der offenen Scheibe Dg(0). Es gibt insbesondere ein r > 0, so dass D,.(z) C Dg(0).

Wir wollen zeigen, dass f im Punkt z holomorph ist mit f/(z) = > >° ne,(z —a)* 1,
d.h. wir wollen zeigen, dass

,{%(ﬂﬂh chnz—anl) _ 0
In der Tat gilt fiir beliebiges h # 0 € D,(0), dass
ferh})L chn ’ = ’%(icn(z—i—h)”— icnzn> _ incnzn—l
n=0 n=0 =
- nijo (Cn%((z +h)" —2") — ncnz”‘1> = :z_jz (Z) pn—2—k ok

T

n—2
nachdem (z + h)" = 2" +nhz""1 + 3 (Z) hrk 2k
k=0

< z|cn|z()|h|"—2—k|z|k < |n|- z|cn| n(n—1) - (] + =)
n=0

e T —o(Ihl)

der Term iiber der geschleiften Klammer erinnert etwas an (|h] + |z|)"2,
in der Tat gilt

n—2 _9 n—2
(Il + 12D = kzzo(”k I e L= g@(’;)w**w

Wir miissen also zeigen, dass dieser Ausdruck im Grenzwert h — 0 verschwindet. Es geniigt
nun folgende Behauptung zu zeigen.

Behauptung. Die Funktion
[O,T] — R>Q

s = (s Z|Cn| n(n—1)-(s+|z])" 2

ist beschrankt.
Wir betrachten nun die Potenzreihe ¢(s). Es ist

Konvergenzradius(p(s)) = Konvergenzradius (ch(s + |z\)”) > R—|z| >r

T " T
Lemma 23 da > c,w™ auf Dp_./(|z]) C Dg(0) konvergiert
n=0

Es folgt aus Satz[2.4] dass ¢ auf dem kompakten Intervall [0, 7] stetig ist. Die Behauptung

folgt nun daraus, dass jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall beschriankt
ist. ([l
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Beispielsweise folgt nun aus Satz [2.0], dass die Exponentialfunktion
z . _ G Zn
e’ = exp(z) = Z o

n=0

auf ganz C holomorph ist, und die Ableitung ist wiederum die Exponentialfunktion. Zudem
sind die komplexen trigonometrischen Funktionen

) 00 ZZn-I—l 00 Z2n
sin(z) = nZ::O(—l) D) und cos(z) = nZ:O(_l) )]
auf ganz C holomorph, wobei, wenig iiberraschend
d . d .
o sin(z) = cos(z) und o cos(z) = —sin(z).

2.3. Der Zusammenhang zwischen reeller Differenzierbarkeit und komplexer
Differenzierbarkeit. Die Abbildung

R? —» C
(x,y) — x+1iy
definiert natiirlich einen Isomorphismus von reellen Vektorrdaumen. Wir werden im weiteren
Verlauf der Vorlesung R? und C mithilfe von diesem Isomorphismus identifizieren.

Das néchste Lemma besagt, auf welche Weise wir die Multiplikation mit komplexen
Zahlen durch Matrizen ausdriicken kénnen.

Lemma 2.8. Es sei a+ b eine komplexe Zahl. Dann ist

C - C
z = (a+bi)-z

eine lineare Abbildung vom reellen Vektorraum C = R2. Beziiglich der Basis {1,i} wird
diese lineare Abbildung durch die Matrix

)

BEWEIS. Der Beweis vom Lemma besteht nur darin, die Definition von einer Matrix,
welche eine lineare Abbildung beziiglich einer gegebenen Basis repréasentiert hinzuschreiben.
In diesem Fall ist die Basis {1, 4} und die lineare Abbildung ist die Multiplikation mit a+ bi.
Wir berechnen, dass

reprasentiert.

1 a 0 —b

(a+bi)- + =+ und (a+bi)- + =+

0-1 b-i 1.4 a-i
Wir erhalten nun die gesuchte Matrix aus den Koeffizienten, welche jeweils rechts stehen.
OJ
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Es sei nun U C C offen und es sei f: U — C eine komplexe Funktion. Mit der Identi-
fikation C = R? kénnen wir also f auch als Abbildung U — R? auffassen. Es sei 2y € U.
Wir haben nun zwei verschiedene Begriffe von Differenzierbarkeit am Punkt 2.

(1) Wir hatten gerade den Begriff von komplex differenzierbar eingefiihrt.

(2) In Analysis II hatten wir auch den Begriff von reell differenzierbar eingefiihrt. In
unserem jetzigen Zusammenhang ist f: U — R? im Punkt 2, reell differenzierbar,
wenn es eine reelle 2 x 2-Matrix A gibt, so dass

lim f(zo+v) — flz0) — Av

o0 o]

= 0.

Wir nennen dann die Matrix A das Differential D f(z) von f am Punkt z.

Der folgende Satz zeigt nun den Zusammenhang zwischen den beiden Formulierungen
von Differenzierbarkeit.

Satz 2.9. Es sei U C C = R? offen, f: U — C = R? eine Funktion, es sei 2y € U und es
seien a,b € R. Dann gilt

F ist komplex differenzierbar f st reell differenzierbar am Punkt z

am Punkt zy mit Ableitung a + bi = mit Differential D f(zo) = (Z _2> .

In anderen Worten, die Funktion ist komplex differenzierbar, wenn die Funktion reell
differenzierbar ist, und das Differential entspricht, im Sinne von Lemma [2.8] gerade der
Multiplikation mit einer komplexen Zahl.

BEwEIS. Das Lemma folgt leicht aus den Definitionen. Der Vollstandigkeit halber
fithren wir das Argument aus. Es gilt

f komplex differenzierbar . f(zo+h) — f(z0) — (a+bi)h
mit Ableitung a + bi — flLILI%) h =0
— lim f(z0+h) — f(z0) — (a4 bi)h _ 0
(20 1A )

komplexer Grenzwert

f(z0 +v) — f(20) — (Z _2> v
< lim
3%0 H’U”
/I\
nach Lemma 2.§]
<= f reell differenzierbar mit D f(zy) = <Z _b> .

a

=0

J/

VvV
reeller Grenzwert
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Es sei U C C offen und es sei f = u + iv: U — C = R? eine reell differenzierbare
Funktion mit u = Re(f) und v = Im(f). Dann gilt

ou  ou
o ox Oy

Df = o o |
or Oy

Das Differential ist also von der Form wie in Satz genau dann, wenn

o o o
dr Oy oy Oz’

Diese Differentialgleichung werden manchmal die Cauchy—Riemannschen Differentialglei-
chungen genannt.
Wir konnen nun auch die Umkehrregel fiir holomorphe Funktionen beweisen.

Satz 2.10. (Umkehrregel fiir holomorphe Funktionen) Es sei f: U — V eine holo-
morphe bijektive Abbildung zwischen zwei offenen Teilmengen von C. Wenn f'(z) # 0 fir
alle z € U, dann ist die Umkehrfunktion = holomorph mit

BEWwWEIS. Wir beweisen zuerst folgende Behauptung.
Behauptung. Die Umkehrfunktion f~! ist holomorph.

Aus Satz folgt, dass f insbesondere reell differenzierbar ist mit invertierbaren Dif-
ferentialen. Es sei nun z € V. Aus Kapitel 9 der Analysis II Vorlesung wissen wir, dass die
Umkehrfunktion f=! im Punkt 2 reell differenzierbar ist mit Differential

Df~'(z) = Df(f ()"
Nach Satz gibt es ¢,d € R, so dass
o) = (5 70)

Es folgt also, dass

-1
= (1 - el

Diese Matrix ist also von der Form wie auf der rechten Seite von Satz Es folgt daher
aus Satz [2.9, dass f~! im Punkt z holomorph ist. Wir haben damit also die Behauptung
bewiesen.

Behauptung. Es ist
1

U = Fy
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Wir wenden die Kettenregel auf 2 = f(f7'(2)) an. Wir erhalten, dass [
L= (f(F72) = £ =) (F7)'(2) und damit (£71)'(2) =

/

f'(F1 =)

Wir beschliefen das Kapitel mit folgendem Lemma.

Lemma 2.11. Es sei f: D,(z9) — C eine holomorphe Funktion auf einer Kreisscheibe in
C. Wenn f'(z) = 0 fir alle z, dann ist die Funktion f(z) konstant.

BEWEIS. Wir fassen f auf als Abbildung von D, (z) C C = R? nach C = R?. Nach
Satz und der Voraussetzung, dass f’ = 0 folgt nun, dass das Differential D f dieser
Abbildung iiberall verschwindet. Es folgt dann aus Analysis II Lemma 8.3, dass die Funktion
f konstant ist. O

OWarum haben wir jetzt eigentlich die erste Behauptung bewiesen?
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3. WEGINTEGRALE

3.1. Komplexwertige Funktionen in einer reellen Variablen. In Analysis I hatten
wir eine Funktion f: [a,b] — R" (stetig) differenzierbar genannt, wenn die Koordinaten-
funktionen (stetig) differenzierbar sind. Zudem hatten wir das Integral von f koordinaten-
weise eingefithrt. Wir verfahren nun ganz analog fiir Funktionen f: [a,b] — C indem wir
anstatt den Koordinaten nun den Realteil und den Imaginérteil getrennt betrachten.

Genauer gesagt, es sei f: [a,b] — C eine stetige Funktion von dem kompakten Intervall
[a, b] nach C. Wir sagen f ist (stetig) differenzierbar, wenn der Realteil und der Imaginérteil
von f (stetig) differenzierbar sind. Wenn dies der Fall ist, dann schreiben wir

f'(t) = Re(f(t)) +ilm(f(£))"
Beispielsweise gilt

() = (cos(t) +isin(t)) = cos(t) +isin(t) = —sin(t) + i cos(t) = ie™.

Zudem definieren wir das Integral ff f(t)dt indem wir den Realteil und den Imaginérteil
getrennt integrieren. Genauer gesagt wir definieren

ff(ﬂdt = fRe(f(t))dt+ifIm(f(t))dt e C.

Folgendes Lemma gibt eine hilfreiche Abschétzung fiir Integrale.
Lemma 3.1. Es sei f: [a,b] — C eine stetige Funktion. Dann gilt

ff(t)dt‘ < [1f)]dt.

BEWEIS. Lemma 8.2 aus der Analysis II besagt, dass fiir eine beliebige stetige Abbil-
dung ¢: [a,b] — R™ die Ungleichung

Jayat| < [llgt)] dt

gilt. Das Lemma folgt nun aus dieser Aussage angewandt auf n = 2, denn unter dem
Isomorphismus R? = C entspricht die euklidische Norm von (z,y) € R? gerade dem Betrag
von = + 1y € C. O

3.2. Die Definition von Wegintegralen. Wir erinnern zuerst an den Begriff von einem
Weg (oder auch Kurve genannt) in einem metrischen Raum. Es sei also X ein metrischer
Raum, z.B. X = C oder X = R". Ein Weg ist eine stetige Abbildung

v: [a, b = X.
Wir verwenden hierbei folgende Notationen und Sprechweisen:
(1) Ein Weg v: [a,b] — C heifit geschlossen, wenn ~y(a) = ~(b).
(2) Fiir einen Weg ~v: [a,b] — X bezeichnen wir mit |y| = 7([a,b]) die Menge der
Bildpunkte von ~.
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(3) Fiir einen Weg v: [a,b] — C bezeichnen wir mit —v den Weg, welcher durch
—y:[=b,—a] — C
to= (=)(t) = (=t)

gegeben ist.|z|
Wir wenden uns nun Wegen in C zu.

Definition. Ein Integrationsweg ist ein Weg v: [a,b] — C, welcher abschnittsweise stetig
differenzierbar ist. Dies bedeutet, dass es eine Zerlegung a =ty < t; <ty < --- <t, =b
gibt, so dass die Einschrankungen auf die Intervalle [t;,t;,1] jeweils stetig differenzierbar
sind. (Ein Beispiel von einem Integrationsweg ist in Abbildung skizziert.) BWir definieren
die Linge von A als ot
Linge(y) = Y [ [(t)ld.

=0 t;
Es sei nun U C C, es sei f: U — C stetig und wir nehmen an, dass v in U liegt. Wir
definieren das Wegintegral von f tber v als

J 1 = Z_: [ 1) v e c.
v(t1) ¥(tn)
Y
@=to ht by =b v(to) 2(t)

ABBILDUNG 5. Skizze von einem Integrationsweg.

Beispiel. Es sei U = C\ {0} und r > 0. Wir betrachten f(z) = % und es sei

v:10,27r] — C
t — ret

der geschlossene Integrationsweg, welcher sich auf dem Kreis von Radius r einmal gegen
den Uhrzeigersinn um den Ursprung bewegt. Dann ist vy ein geschlossener Integrationsweg

HDer Weg —~ durchlauft also die gleichen Bildpunkte, in umgekehrter Richtung.

P2Der Name Integrationsweg riihrt daher, dass man entlang von Integrationswegen stetige Funktionen
integrieren kann.

13In Analysis I hatten wir eine andere Definition von Linge, und wir hatten dann gezeigt, dass wir die
Lénge mithilfe dieser Formel bestimmen kénnen. Mit anderen Worten, die jetzige Definition von Lange ist
dquivalent zur Definition in Analysis I fiir abschnittsweise stetig differenzierbare Wege.
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mit
27
Linge(y) = f 1Y (t)| dt = 2mr
0 _| it|_
und das Wegintegral von f iiber v betrigt
2w 2w
[Laz = [ 1) -y @dt = [ide = 2mi.
v # 0 SN—— =~ 0

=-L =ireit
Te

Beispiel. Es sei f: C — C eine Funktion und es sei v der Weg
v:la, 0] — C
A

welcher die Punkte ¢ und b auf der reellen Achse von C verbindet. Dann ist

b
[f(@dz = [f(v(t»-;@dt = [f(t)dt.
=fw =1

Wir erhalten also das gleiche Integral wie in Kapitel 3.1}

Lemma 3.2. (Standardabschitzung von Wegintegralen) Es sei U C C, es sei
f: U — C stetig, und es sei y: [a,b] — U ein Integrationsweg. Wenn es ein C' > 0
gibt, so dass |f(y(t))| < C fir alle t € [a,b], dann gilt

Uf(Z) d2’ < Linge(y) - C.

BeEwEIs. Wir betrachten zuerst den Fall, dass v: [a,b] — U ein stetig differenzierbarer
Weg ist. In diesem Fall gilt

S =] fw(tw(wdt] < Jpo®) @it = ¢fylde = - Linge(y)

1 <C-ly' (1)
Lemma [B.1]
Der allgemeine Fall kann leicht auf den differenzierbaren Fall zuriickgefiihrt werden. Die
Details dazu werden in Ubungsblatt 2 ausgefiihrt. U

Es sei v: [a,b] — C ein Integrationsweg und es sei ¢: [c,d] — [a, b] eine bijektive, stetig
differenzierbare Abbildung. Dann ist
vyog:le,d — C
t o= y(e(t))

ebenfalls ein Integrationsweg, welcher genau die gleichen Punkte annimmt wie . Wir sagen,
dieser Integrationsweg geht aus dem Integrationsweg v durch Parametertransformation ¢
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hervor. Wir sagen die Parametertransformation ist orientierungserhaltend, wenn p(c) = a
und ¢(d) = b. Andernfalls sagen wir, dass ¢ orientierungsumkehrend ist.

Folgendes Lemma besagt nun, dass Umparametrisierungen Wegintegrale héchstens um
ein Vorzeichen abéndern.

Lemma 3.3. Es sei U C C, es sei f: U — C stetig, und es sei 7: [a,b] — U ein In-
tegrationsweg. Zudem sei @: [c,d] — [a,b] eine stetig differenzierbare, bijektive Funktion.
Dann gilt

f f(z)dz = ff(z) dz wenn ¢ orientierungserhaltend ist
yop gl

und
f f(z)dz = —ff(z) dz wenn ¢ orientierungsumkehrend ist.
yop gl

Etwas vereinfacht gesagt besagt das Lemma, dass sich das Wegintegral nicht veréndert,
wenn man die Bildpunkte mit einer anderen Geschwindigkeit in der gleichen Richtung
‘durchfiahrt’. Das Wegintegral wechselt das Vorzeichen, wenn man den Weg in der umge-
kehrten Richtung ‘durchfdhrt’.

Der Beweis von Lemma ist ahnlich zum Beweis von Lemma 4.4 in Analysis II.

BEwEIS. Wir betrachten zuerst den Fall, dass der Integrationsweg ~y: [a,b] — U auf
dem ganzen Intervall [a, b] stetig differenzierbar ist. Dann gilt

[ ) dz= [f((vop)(®)- (vop)(t)dt =
Yo 1+ oc 4

nach Definition vom Wegintegral Kettenregel

J 1)) -7 (e(0) - /(1) dt

»(d)
(f) FOy(w) - (w) du =

—

nach der Substitutionsregel mit u = ¢(t)

b
f f(y(u)) -+ (u) du = f f(2)dz, wenn ¢ orientierungerhaltend,
a gl

ff(fy(u)) A (u)du = — ff(z) dz, wenn ¢ orientierungsumkehrend.
b T vy

Vertauschen der Grenzen andert das Vorzeichen

Der Fall, dass « nur abschnittsweise stetig differenzierbar ist wird ganz analog behandelt,
man muss die gleiche Rechnung nur fiir die verschiedenen Abschnitte durchfithren und dann
wieder aufaddieren. 0
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Definition. Es seien a: [a,a+p|] — Cund 5: [b,b+q] — C zwei Wege mit a(a+p) = [(b).
Wir bezeichnen dann
a-p:la,a+p+q — C

PN a(t), wenn ¢ € [a,a + p]
pt—a—p+0b), wennté€ (a+p,a+p+q|

als die Verkniipfung von o und (.

In anderen Worten, der Wege « - 3 ist der Weg, welchen man dadurch erhélt, dass man
zuerst entlang o und danach entlang S lauft.

«

a-f
ABBILDUNG 6. Die Verkniipfung von zwei Wegen.

Folgendes Lemma folgt leicht aus den Definitionen. Wir tiberlassen den Beweis als frei-
willige Ubungsaufgabe.

Lemma 3.4. Es sei U C C offen und f: U — C eine stetige Funktion. Zudem seien
a: la,a+p] — C und B: [b,b+ q] — C zwei Integrationswege mit a(a + p) = S(b). Dann
qgilt

[ f(2)dz = [f(z)dz + [ f(2)d=

a-fB e B

Es sei nun U C C eine offene Teilmenge und f: U — C eine Funktion. Wir sagen, eine
holomorphe Funktion F': U — C ist eine Stammfunktion von f, wenn F’' = f. Beispielsweise
ist fiir jedes n € Z mit n # —1 eine Stammfunktion von f(z) = z" gegeben durch die
Funktion F(z) = ‘ﬁll

In Analysis I hatten wir gesehen, dass sich Stammfunktionen von reellen Funktionen
auf einem Intervall um hochstens eine additive Konstante unterscheiden. Das folgende Lem-
ma, welches sofort aus Lemma folgt, besagt nun, dass die analoge Aussage auch fiir

komplexe Funktionen gilt.

Lemma 3.5. Es sei f: D — C eine Funktion auf einer offenen Scheibe D. Stammfunktio-
nen von f unterscheiden sich um héchstens eine additive Konstante. Genauer gesagt, wenn
F und G zwei Stammfunktionen sind, dann gibt es ein C' € C, so dass F(z) = G(z) + C
fiir alle z € D.

Der folgende Satz besagt, dass man Stammfunktionen von Potenzreihen ‘ganz naiv’
bestimmen kann.



3. WEGINTEGRALE 29

Satz 3.6. E's sei

flz) = Zocn(z —a)"
eine Potenzrethe mit Konvergenzradius R. Dann besitzt
- (Z — a)n—i—l ‘1 ; ; : ’
F(z) = > cp——r— gliedweises integrieren
n=0 n + 1

den gleichen Konvergenzradius R und definiert auf Dg(a) eine Stammfunktion von f. Zu-
dem ist dies die einzige Stammfunktion mit F(a) = 0.

BEWEIS. Es folgt aus Lemma 2.5 dass die Potenzreihe F' wiederum den Konvergenz-
radius R besitzt. Es folgt dann aus Satz dass F' in der Tat eine Stammfunktion von
f ist. Durch Einsetzen sehen wir, dass F'(a) = 0. Die Eindeutigkeit von F folgt nun aus
Lemma 3.5l O

Folgender Satz erlaubt es nun Wegintegrale mithilfe von Stammfunktionen, falls diese
existieren, zu bestimmen.

Lemma 3.7. Es sei U C C eine offene Teilmenge und es sei f: U — C eine Funktion,
welche eine Stammfunktion F besitzt. Dann gilt fir jeden Integrationsweg 7: |a,b] — U,
dass

[ f(z)dz = F((b)) — F(7(a)).

Insbesondere gilt fiir einen geschlossenen Integrationsweg vy, dass

f f(z)dz = 0.
-
Beispiel. Auf Seite 23| hatten wir den geschlossenen Integrationsweg
v:10,27r] — C
t — ret

betrachtet, und wir hatten gesehen, dass
f % dz = 2m,
gl

also insbesondere nicht null ist. Es folgt also aus Lemma dass die Funktion f(z) = %
auf U = C\ {0} keine Stammfunktion besitzt.
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BEWEIS. Es sei a = tg < t; < ty3 < --- < t, = b eine Zerlegung, so dass die Ein-
schrankungen von ~ auf die Intervalle [t;,¢;,1] jeweils stetig differenzierbar sind. Dann gilt
n—1tit1 n—1tit1
Jr@dz =X [ i) -yma =Y [ Few) -y
B i=0 t; i=0 t;
n—1tit1 n—1
= f(FOW)’(t) dt =Y F(y(tin) = F(y(t:) = F(y(0) = F(y(a)).
nach der Kettenregel Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

angewandt auf den Realteil und den Imaginérteil

Die Aussage iiber die geschlossenen Integrationswege folgt sofort aus dem ersten Teil
und den Definitionen. O

Fir zg, ..., 2, € C bezeichnen wir mit

Y(z0y .-y 2n): [0,m] — C
t = (k+1—=t)z+ (t —k)zpqr fur t € [k, k+ 1]
den Integrationsweg, welcher fiir jedes k € {0,...,n — 1} auf dem Intervall [k, k + 1] die
Punkte z; und 24, direkt verbindet. Wenn z,, = 2, dann ist der Integrationsweg natiirlich
geschlossen. In Analysis II hatten wir einen solchen Integrationsweg auch als Polygonzug
bezeichnet.
21 z “
<2
Zn
y(w, 2) (20, 21, 72, 20)

20 w
20

Y(20, 21, - -+ Zn)
ABBILDUNG 7.

Interessanterweise gilt auch eine Umkehrung von Lemma [3.7] Genauer gesagt, es gilt
folgender Satz.

Satz 3.8. Es sei U = D,(a) eine offene Scheibe in C und es sei f: U — C eine stetige
Funktion. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(1) f besitzt eine Stammfunktion,
(2) fiir jeden geschlossenen Dreiecksweg der Form (2o, 21, 22, 20) in U gilt

ff(z)dz = 0.
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BeEWEISs. Es sei also U = D,(a) eine offene Scheibe in C und es sei f: U — C eine
stetige Funktion.

Die Implikation (1) = (2) hatten wir gerade in Lemma |3.7| bewiesen. Wir nehmen nun
an, dass (2) gilt.

Der Gedanke ist nun, ganz analog zu Analysis I, eine Funktion F' durch Wegin-

tegrale einzufithren. Nachdem wir den Hauptsatz iiber die Differential- und Inte-

gralrechnung nicht zur Verfiigung haben, miissen wir dann ‘per Hand’ zeigen, dass
die Funktion F' holomorph ist mit F’ = f.

Wir betrachten die Funktion

F-U —» C
: o Fz)i= [ (&) de

Wir wollen nun zeigen, dass F' holomorph ist mit F’ = f. Es sei also zy € U. Wir miissen
beweisen, dass F'(z9) = f(z0). Fiir h € C betrachten wir dazu erst einmal

F(zg+h) — F(z) = f feyde— [ fe)de

(1 ZO+h ’Y(a?ZO)

= f fe)de+ [ fe)de = ()

4 v(a,z0+h) ~(z0,a)
nach Lemma 3.3

Wir wollen nun verwenden, dass das Integral {iber den Dreiecksweg ~(a, 2o, 20 + h, a) ver-
schwindet. Wir fithren dazu den Term fiir die dritte Kante ein.

(x) = ff de+ [fE)de+ [ fde— [ f(e

(a,z0+h) ~¥(z0,a) ¥(zo0+h,z0) ~v(zo+h,z0)
>4
~
= 0 nach Voraussetzung
= [ reua
7v(20,20+h)

1
= [ f(zo+th) - hdt.
T 0

denn v(zg, 20 + h) = 20(1 — t) + (20 + h)t = 2z + th.
Es folgt nun, dass

1 1

.1 .1 .

}llli% E<F(ZO +h) — F(z)) = }lllg(l) h{f(zo +th)-hdt = }lllir[l) {f(zo +th)dt T— f(20).
da f stetig, siche Ubungsblatt 2

O
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der Weg ~(a, zo)
der Weg (2o, a)
20
der Weg ~(zo, 20 + h)

Zo+h

der Weg v(a, zg + h)
ABBILDUNG 8.

3.3. Wegintegrale und die Koeffizienten von Potenzreihen. Fiir 2y € Cund r € R
schreiben wir
| @y = [ f)dz
|z—zo|=r ol

wobei 7: [0,27] — C gegeben ist durch v(t) = 25 + re’. In anderen Worten, v umliuft
einmal den Rand der Scheibe D, (z) gegen den Uhrzeigersinn. Noch einmal anders ausge-
driickt, v durchlauft den Kreis mit Mittelpunkt z; und Radius r einmal gegen den Uhrzei-
gersinn.

f(z)dz ist das Wegintegral iiber
|z—z0|=r die Kreisbahn um z; mit Radius r
r entgegen dem Uhrzeigersinn

20

ABBILDUNG 9.

Lemma 3.9. Fiir alle zp € C, r € R>g und alle n € Z gilt

n _ 0, wenn n # —1,
z—zfo|r(2 — )t dz = { 2mwi, wennn = —1.

BEWwEIS. Wenn n # —1, dann besitzt die Funktion f(2) = (z —2)" die Stammfunktion

F(2) = =5(z — 20)"™". Lemma 3.7 besagt dann also, dass das Wegintegral verschwindet.
Den Fall n = —1 hatten wir auf Seite [23| explizit berechnet. O

Der folgende Satz besagt, dass man die Koeffizienten einer Potenzreihe durch Weginte-
grale bestimmen kann.
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Satz 3.10. Es sei

&) = Sl

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann gilt fir jedes r € (0, R) und alle n € N,
dass

1
¢, = — _ I dz.
27i (z — zo)t!
|z—z0|=r

In dem Beweis von Satz werden wir verwenden, dass wir bei gleichméfliger Konver-
genz von Funktionenfolgen ‘Integral und Grenzwert vertauschen kénnen’. Genauer gesagt
verwenden wir folgenden Satz, welcher leicht aus Satz 16.6 aus der Analysis I folgt.

Satz 3.11. (Konvergenzsatz fiir Wegintegrale) Es sei U C C eine Teilmenge, v: [a,b] —

U ein Integrationsweg und es sei f,: U — C, n € N eine Folge von stetigen Funktionen,
welche gleichmdajig konvergiert. Dann gilt

f nh_g)lofn(z) dz = nh_)rgo f ful(2)dz.
Y Y
Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz B.10] zu.

BeEwEIs VON SATZ [B.10l Es sei r € (0, R) und n € Z beliebig. Dann ist

L’ f (z_f(zzgnﬂdz = % f (z_zlo)m'ick(Z—Zo)de

2mi |z—z0|=r T |z—z0|=r k=0
1 = k—n—1
= 5= f dYoep(z—20)" " dz = (%)
|z—z0|:7‘k20

Nach Satz konvergiert die Reihe auf D, (zy) gleichméBig. Der Konvergenzsatz fiir
Wegintegrale besagt nun, dass wir die Reihe mit dem Integral vertauschen kénnen. Wir
erhalten also, dass

1 o0
6) = =3 [ elz—z)dz
2T (= _
|z—z0|=r

Die gewiinschte Aussage folgt nun aus Lemma [3.9] U

3.4. Der komplexe Logarithmus. Fiir ¢ € R bezeichnen wir mit

g‘p = {rcosgo+irsin<p:rei“"|r > 0}
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den abgeschlossenen Strahl in p-Richtung. In Analysis I hatten wir sehen, dass die Abbil-
dung
exp: {x+zy‘x cRundy € (p,p+21)} — C\S,
z=x+1y — exp(z)=exp(z)- (cos(y) +isin(y))
bijektiv ist. Wir bezeichnen mit
Ing,: C\S, — {z+iy|zcRundyc (p,¢+2m)}
z = Ing(z) =expt(2)
die zugehorige Umkehrfunktion. Diese Funktion wird der durch ¢ bestimmte Logarithmus-

zweig benannt. In anderen Worten, wenn z = re', wobei r > 0 und t € (¢, ¢ + 27), so ist
In,(2) definiert und es gilt

In,(z) = In(r)+t-i.
Se
Y+ 2w
: exp
pi 0
In,

{a:+iy}x€]Rundy€(<p,g0+27r)}

ABBILDUNG 10.

Aus Satz [2.10, d.h. aus der Umkehrregel fiir holomorphe Funktionen folgt, dass In,,

holomorph ist mit
LW (2) = L = 1 —
iz 0 T aplnl(z) | ep(n;l(z) | 2

In anderen Worten, auf C \ S, ist In,, eine Stammfunktion von 1. Auf Seite 27| hatten wir
andererseits gesehen, dass £ keine Stammfunktion besitzt, welche auf ganz C\ {0} defi-
niert ist. Die Logarithmusfunktionen In, haben also in gewisser Weise den ‘gréStmaoglichen
Definitionsbereich’ einer Stammfunktion von %

Im Folgenden bezeichnen wir

In: C\S_,={z+iyly#0oderx >0} — C
z = In(z) :=In_,(2)

als die Standardlogarithmusfunktion. Diese stimmt auf den reellen Zahlen mit der iiblichen
Logarithmusfunktion aus Analysis I iiberein.
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4. DER CAUCHYSCHE INTEGRALSATZ

4.1. Randkurven von Rechtecken und der Durchmesser von Teilmengen in C.
In diesem Kapitel werden wir zuerst verschiedene elementare Begriffe einfithren, welche wir
im Folgenden immer wieder verwenden werden.

Definition. Es seien z € C und es seien a, b positive reelle Zahlen. Wir bezeichnen
{z+ (z+iy) |z €[0,a] und y € [0,b]}
als Rechteck in C mit Kantenldngen a und b. Fiir solch ein Rechteck @) bezeichnen wir
0Q:10,2a+20] — C
z+t, wenn t € [0, a),
z4+a+ (t —a)i, wenn ¢ € aa+b)

[0,

[
zta+bi—(t—(a+D)), wennt€ [a+b2a+D)
z+bi — (t — (2a + b))i, wenn t € [2a + b, 2a + 2b]

als die Randkurve 0Q von Q.

Bildlich gesprochen umfahrt die Randkurve das Rechteck einmal gegen den Uhrzeiger-
sinn. Wir bezeichnen die Lange 2a+2b der Randkurve des Rechtecks manchmal als Umfang
des Rechtecks.

Rechteck ) Seitenlinge a

Seitenldnge b

. Randkurve 0Q)

ABBILDUNG 11.

Definition. Fiir eine beschriankte, nichtleere Teilmenge X C C bezeichnen wir
sup {|z —w||z,w € X}
als den Durchmesser von X.

Wenn X kompakt ist, dann kann man relativ leicht zeigen, dass das Supremum ein
Maximum ist, d.h. der Durchmesser von X ist

max {|z — w| |z,w € X},
d.h. der Durchmesser ist der maximale Abstand von zwei Punkten in X . Beispielsweise gilt

Durchmesser von der geschlossenen Scheibe D,.(zy) = 2,

sowie
Durchmesser von Rechteck mit Seitenldngen ¢ und b = +/a? + b2.
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Definition. Eine Teilmenge X C C heif3t konvex, wenn fiir alle z, w € X die Verbindungs-
strecke z(1 —t) +wt, t € [0, 1] ebenfalls in X liegt.

Es ist offensichtlich, dass jede Scheibe und jedes Rechteck konvex ist. Weitere Beispiele
von konvexen und nicht-konvexen Teilmengen sind in Abbildung [12f skizziert.

die Verbindungsstrecke liegt nicht ganz in X

konvexe Teilmengen von C nicht-konvexe Teilmengen von C

ABBILDUNG 12. Beispiele von konvexen und nicht-konvexen Teilmengen von C.

Lemma 4.1. Es sei U C C offen, es sei X C C eine konvexe, nichtleere, beschrdinkte
Teilmenge und es sei zudem ¢: U — C eine stetig reell diﬁerenzierbarﬁ Abbildung. Es sei
D € R mit[™

D > max {[|[De(p)|l|p € X}.

Dann gilt
Durchmesser von ¢(X) < D - Durchmesser von X.

Wenn ¢: C — C beispielsweise geben ist durch Multiplikation mit [ € R.,, dann ist
|Dypl|| = ||lid || = [, und der Durchmesser multipliziert sich mit dem Faktor .

BEWEIS. Es seien z,w € X. Nachdem nach Voraussetzung die Verbindungsstrecke von
z nach w in X liegt, folgt aus Korollar 8.4 aus der Analysis 11, dass

lp(2) —pw)| < D]z —wl

Das Lemma folgt nun sofort aus dieser Ungleichung und der Definition von Durchmesser.
O

1Wir sagen p ist stetig reell differenzierbar, wenn die Abbildung, aufgefasst als Abbildung zwischen
U C C =R? und C = R? stetig reell differenzierbar ist.
15 Zur Erinnerung, die Norm einer reellen n x n-Matrix ist definiert als

|A]| := max {||Av|||v € R mit [jo]| =1}.

Aber eigentlich ist die Definition der Norm von der Matrix D¢ ist im Moment gar nicht so wichtig. Die
Hauptsache ist, dass diese Norm existiert, dass sie stetig von der Matrix abhéngt. Insbesondere existiert
das Maximum der Normen ||Dy)|| auf der kompakten Menge X.
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4.2. Der Cauchysche Integralsatz fiir Rechtecke. Wir kénnen jetzt den ersten wich-
tigen Satz der Funktionentheorie formulieren und beweisen.

Satz 4.2. (Cauchysche Integralsatz fiir Rechtecke) Es sei U C C eine offene Teil-
menge, es sei f: U — C holomorph und es sei Q C U ein Rechteck. Dann gilt

ff(z)dz = 0.
0Q

U

f
holomorph

Q ff(z)dz:()
oQ

ABBILDUNG 13. Die Aussage vom Cauchyschen Integralsatz fiir Rechtecke.

BEWEIS. Es sei U C C eine offene Teilmenge, es sei f: U — C holomorph und es
sei () C U ein Rechteck mit Umfang ¢ und Durchmesser d. Wenn f eine Stammfunktion
besitzt, dann folgt die Aussage sofort aus Lemma [3.7]

Selbst wenn f auf ganz U keine Stammfunktion besitzen sollte, so besitzt f doch
um jeden Punkt eine gute Approximation einer Stammfunktion. Genauer gesagt,
nachdem f holomorph ist kénnen wir fiir jedes zy € C schreiben

f(zo+h) = f(z0) + f'(20) - h + x(h), wobei x(h) = o(h).
Die ersten beiden Summanden haben natiirlich eine Stammfunktion. Wir miissen
also nur noch den kleinen Ausdruck x(h) kontrollieren. In einer kleinen Menge,
z.B. einem kleinen Rechteck, ist x(h) dabei auch sehr klein.
Wir fithren jetzt den allgemeinen Fall auf den Fall eines ‘kleinen’” Rechtecks zuriick,
indem wir das grofle Rechteck in geniigend kleine Rechtecke aufteilen.
Wir unterteilen das Rechteck Q) := ) durch vertikales und horizontales Halbieren in vier

kleine Rechtecke Ry, ..., R4, siche Abbildung Nachdem sich die inneren Wegintegrale
wegheben gilt

ff(z)dz = iff(z)dz.
oQ i=19R,

Es sei nun ()7 das Rechteck aus Ry, ..., R4, dessen Wegintegral den grofiten Betrag besitzt.
Dann ist

< 4

f f(z)dz

0Q1

f f(z)dz
0Q
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Wir unterteilen jetzt wiederum () in vier Rechtecke und fithren das gleiche Verfahren

die Integrale iiber die

Randkurve 9Q inneren Kanten haben sich weg

R, R
das Rechteck ) aufgeteilt das Wegintegral iiber @
in vier Teilrechtecke ist die Summe der Wegintegrale

uber die Teilrechtecke
ABBILDUNG 14.

durch. Wir erhalten eine Folge von Rechtecken Q) = Q9 D @1 D ()2 D ... mit der Eigen-
schaft, dass fiir alle n gilt

< 4. f f(z)dz
0Qn

In diesem Verfahren halbieren wir natiirlich jedes Mal den Umfang und den Durchmesser
des Rechtecks. In anderen Worten, der Umfang von 0Q),, betrigt 2%6 und der Durchmesser

betrégt %d.

f f(z)dz
o0Q

Q Q1 Q2 Q3
ABBILDUNG 15.

Fiir jedes n sei nun p,, der Mittelpunkt von Q,,. In Ubungsblatt 2 werden wir zeigen, dass
die Folge von Mittelpunkten (p,) eine Cauchy-Folge ist, und dass zudem der Grenzpunkt
zo := lim p,, in allen Rechtecken (), enthalten ist.

n— oo

Um den Satz zu bewiesen geniigt es zu zeigen, dass fiir alle € > 0 gilt

f f(z)dz
oQ

< e
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Es sei also € > 0. Nachdem f im Punkt z; holomorph ist gilt nach Lemma [2.3] dass

f(2) = f(20) + (2 = 20) - f'(20) + x(2 — 20), wobei x(z — 2) = o(z — 2).
Wir setzen nun
ro._ €
€ =
Aus der Definition von x(h) = o(h) folgt, dass es ein § > 0 gibt, so dass

IX(z — 20)] < € -]z—2] fiir alle z € Ds(20).

Nachdem fiir alle n gilt zy € @,, und nachdem der Durchmesser von jedem @),, gegeben ist
durch %d, gibt es ein n € N, so dass Q,, C Ds(zp).
Es folgt nun, dass
f f(z)dz| < 4. f f(z)dz
oQ 0 0Qn
nach der obigen Abschitzung

4m . f f(z0) + (2 = 20) - f'(20) + x(2 — 20) dz
0Qn
Ao [ fz0) + (2= 20) - [l(z) dz

0Qn ~ g
Integrand besitzt Stammfunktion

F(z) = f(20) - 2+ 5(2 — 20) - f'(20)
alsoist [ =0, nach Lemma 3.
9Qn

= 4". f X(z — 20) dz
80 ——

§€/"Z—ZO|S€,'%d
da aQn C Qn C D&(ZO)
< 4" Lénge(0Q,,) - € - 5=d = 4”-2%6-3-ld = e
T
nach Lemma [3.2]

IN

+ 4™ - f X(z — 29) dz

0Qn

O

Der Name des vorherigen Satzes, Cauchysche Integralsatz fiir Rechtecke, legt schon
nahe, dass es wohl Verallgemeinerungen dieses Satzes gibt. In der Tat, war die Tatsache,
dass wir mit einem Rechteck arbeiten gar nicht so wichtig. Was wir hauptséchlich verwendet
hatten war, dass wir ein Rechteck systematisch in kleinere Rechtecke zerlegen kénnen.

Wir koénnen diese Idee auch fiir Teilmengen von C durchfiihren, welche wir als Bilder
von Rechtecken unter geeigneten Abbildungen beschreiben kénnen. Genauer gesagt, wir
haben folgenden Satz.

Satz 4.3. (Cauchysche Integralsatz fiir Bilder von Rechtecken) Es sei U C C
eine offene Teilmenge, es sei f: U — C holomorph und es sei ¢: () — U eine stetig reell
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differenzierbare Abbildung von einem Rechteck (Q nach U. Dann gz’lﬁ
f f(z)dz = 0.

Po0Q

00Q
Rechteck @

f ist holomorph auf einer offenen Menge U
ABBILDUNG 16.

Bevor wir uns dem Beweis von Satz [4.3] zuwenden, wollen wir erst eine wichtige Anwen-
dung betrachten.

Korollar 4.4. Es sei U C C eine offene Teilmenge, es sei f: U — C holomorph und es
sei D,(z9) C U eine abgeschlossene Kreisscheibe. Dann gilt

f f(z)dz = 0.

|z—20|=r

f ist holomorph auf einer offenen Menge U

D, (2) liegt in U

[ fzydz=0

|z—z0|=r
ABBILDUNG 17. Illustration von Korollar [4.4]

BEWEIS. Es sei also D,(z) eine abgeschlossene Kreisscheibe in der offenen Menge U C
C und es sei f: U — C holomorph.

Wir wollen hier natiirlich den Cauchyschen Integralsatz fiir Bilder von Rechtecken
verwenden. Wir miissen dazu eine Abbildung ¢ wéhlen, welche die abgeschlossene

Kreisscheibe D, (2y) als Bild von einem Rechteck beschreibt.

16Mit, ¢ 0 Q bezeichen wir hierbei die Verkniipfung von dem Integrationsweg dQ von Seite [33| mit der
Abbildung ¢.
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Wir betrachten die stetig differenzierbare Abbildung
0: Q:=10,r] x[0,2r] — C
(s,t) — 20+ se™.

Das Bild ¢(Q) ist dann die Kreisscheibe D,.(zy). Nach Voraussetzung ist ¢(Q) C U. Aus

Q = [0,r] x [0, 27] ;

pof
5} poa
(5,t) = 29 + se™
5 2
7_:0”
e wod

ABBILDUNG 18.

Satz [4.3] folgt, dass
f f(z)dz = 0.
Po0Q
Wir wollen nun dieses Wegintegral etwas genauer studieren. Wir bezeichnen dazu mit «, 3,
und ¢ die Wege, welche in Abbildung [1§] skizziert sind. Dann gilt

0 = [ f(z)d=
00Q
= ff(z)dz+ fﬁf(z)dz+ ff(z)dz+ f(;f(z)dz
T poa o poy 0o

nach Lemma [3.4]
= f f(z)dz

0 @of3
nach Lemma [3.3] heben sich die beiden Integrale iiber ¢ o @ und ¢ o v weg,
zudem verschwindet das Wegintegral iiber den konstanten Weg ¢ o §

= |f f(z)dz.

T
nach Lemma 3.3

Wir haben also gezeigt, dass das Wegintegral {iber den Kreis wie gewiinscht verschwindet.
OJ

Bevor wir uns weiteren Anwendungen von Satz [4.3| betrachten, wollen wir den Satz nun
doch erst einmal beweisen.
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BEWEIS VON SATZ 4.3 Es sei U C C eine offene Teilmenge und es sei f: U — C
holomorph. Zudem sei @) ein Rechteck mit Umfang ¢ und Durchmesser d und es sei zudem
w: @ — U eine stetig differenzierbare Abbildung.

Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle € > 0 gilt

f f(2)dz

p00Q
Es sei also € > 0. Wie im Beweis von Satz [4.2] konstruieren wir eine Folge von Rechtecken
Q=0QoD Qs DQyD...,sodass fiir alle n folgende Aussagen gelten

< e

(1) Durchmesser von @,, = Q%d
(2) Umfang von @), = 2%6
(3) f flz)dz| < 4. f f(z)dz
po0Q p00Qn
Q@ #(Q) P(Q2)
¥
4 C
Rechteck Qy = Q) P(Q)

ABBILDUNG 19.

Um mit der gleichen Idee wie im Beweis von Satz fortzufahren miissen wir nun
jedoch den Durchmesser der Bilder ¢(@Q,,) und die Linge der Wege ¢ o 9Q),, kontrollieren.
Nachdem ) kompakt ist existiert

D = sup{[[Dg(q)] |1 € Q}.
Lemma [£.1] besagt, dass
Durchmesser von ¢(Q,) < D -Durchmesser von @, = Q%d - D.

Das gleiche Argument wie im Beweis von Lemma [4.1, angewandt auf die Definition von
Lange aus Analysis II, zeigt zudem, dass

Lange von ¢ 0 0Q,, < D -Linge von 0Q, = 2%6 - D.

Wir bezeichnen mit p den einzigen Punkt, welcher in allen Rechtecken (), enthalten ist.
Wir setzen zp = ¢(p). Nachdem f im Punkt zy holomorph ist gilt nach Lemma , dass

f(2) = f(20) + (2 = 20) - f'(20) + x(2 — 20), wobei x(z — z0) = 0(z — 2).
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Wir setzen nun
/ €

~ D2l
Aus der Definition von x(z — zg9) = o(z — 2p) folgt, dass es ein § > 0 gibt, so dass

IX(z —20)] < €|z — 2] fiir alle 2 € Ds(20).

Nachdem fiir alle n gilt, 2o € ¢(@Q,) und der Durchmesser von ¢(Q),,) gegen null konvergiert,
gibt es ein n € N, so dass ¢(Q,) C Ds(20).
Wie im Beweis von Satz [£.2] folgt nun, dass

f f(z)dz| < 4™ f f(z0) + (2 = 20) - f'(20) + x(2 — 20) dz
0Q 0Qn
< 4" f f(z0) + (2 — 20) - f'(20) dz| + 4" - f x(z—2) dz
9Qn ~ ~ Q, —T~—
Integrand besitzt Stammfunktion, also Ix(2—20)|<€'[2—20]
verschwindet das Integral nach Lemma [3.7]
< 4™ . Lénge von ¢ 0 9Q),, - € - Durchmesser von ¢(9Q),,)
/]\

nach Lemma 3.2
< 4"-2%51)-#-%11) _
]

Wir werden im Folgenden noch zwei weitere Korollare zu Satz formulieren und
beweisen.

Korollar 4.5. Es sei U C C eine offene Teilmenge, es sei f: U — C holomorph und es
seien zg € C und r < R zwei nicht-negative reellen Zahlen, so dass der Ring

{se"|s € [r,R] undt € [0,2n]}
in U enthalten ist. Dann gilt

f f(z)dz = f f(2)dz.

|z—zo|=r |z—z0|=R

z
0 f ist holomorph auf der offenen Menge U

in diesem Fall gilt

f f(z)dz = f f(z)dz

‘z—zo|:7‘ |Z—z0|:R

ABBILDUNG 20. Illustration von Korollar [4.5]
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Beispiel. Auf Seite 23| hatten wir schon gesehen, dass fiir alle » > 0 gilt, dass

L = omi
f z ’

|2|=r

d.h. wir hatten insbesondere gesehen, dass das Wegintegral nicht vom Radius vom Kreis
um 0 abhéngt. Die Tatsache, dass das Wegintegral nicht vom Radius abhéngt ist gerade
die Aussage von Korollar [4.5]

Indem wir Korollar [4.5 auf r = 0 anwenden, erhalten wir insbesondere Korollar [4.4

als Spezialfall. In der Tat ist der Beweis von Korollar [4.5| ganz dhnlich zum Beweis von
Korollar (4.4

BeEwEIS. Wir wollen nun den Ring als Bild von einem Rechteck beschreiben. Wir be-
trachten dazu die stetig differenzierbare Abbildung

p:Q:=[r,R] x[0,2r] — C
(s,t) — 20+ se™.

Das Bild von @ ist dann der durch die Radien r» und R bestimmte Ring um z,. Nach
Voraussetzung ist ¢(Q) C U. Aus Satz folgt, dass

f f(z)dz = 0
po0Q
Q = [r,R] x [0,2n] o 3 bewegt sich gegen den Uhrzeigersinn
“‘ Yo

5

(s,t) = 2z + se®
) ¥

p 1
« w0 0 bewegt sich im Uhrzeigersinn

ABBILDUNG 21.
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Wir bezeichnen nun mit «, 5, und § die Wege, welche in Abbildung [21] skizziert sind.
Dann gilt

0 = [ f(x)dz

©00Q

= [ f@)de+ [ f(2)dz+ [ f(2)dz+ [ f(2)dz

poa pof3 poy pod

= [ f@d+ [ fz)dz

of3 pod
T P
nach Lemma heben sich die beiden Integrale iiber av und v weg
= f f(z)dz — f f(z)dz.
T |z|=R |z|=r
nach Lemma [3.3]

Auf ganz dhnliche Weise kann man zudem auch folgendes Korollar beweisen.

Korollar 4.6. Es sei U C C eine offene Teilmenge, es sei f: U — C holomorph und es
seien wy, 29 € C und r,s € Rx, so dass Ds(wy) C D,(20) und so dass der Ring

DT(ZO) \ DS(wO)

in U enthalten ist. Dann gilt

f f(z)dz = f f(2)d=.

|z—20|=r |z—wo|=s

der Ring D, (zp) \ Ds(wp) ist in U enthalten

0 f ist holomorph auf der offenen Menge U

in diesem Fall gilt

f f(z)dz = f f(z)dz

|z—zo|=r |z—wo|=s

Wo

ABBILDUNG 22. Illustration von Korollar [4.6]
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5. FOLGERUNGEN AUS DEM CAUCHYSCHEN INTEGRALSATZ
In diesem Kapitel werden wir eine lange Liste von Folgerungen aus dem Cauchyschen

Integralsatz herleiten. Insbesondere werden wir den Fundamentalsatz der Algebra beweisen.

5.1. Der Potenzreihenentwicklungssatz. Der folgende Satz besagt, dass man loka]ﬂ
jede holomorphe Funktion als Potenzreihe schreiben kann.

Satz 5.1. (Potenzreihenentwicklungssatz) FEs sei U C C eine offene Teilmenge, es sei
f: U — C eine holomorphe Funktion und es sei zo € U. Es seir > 0, so dass D,.(zp) C U.
Dann gibt es eine Folge (¢,)nen von komplexen Zahlen, so dass

flz) = i cn(z — 20)"  fiir alle z € D,(z).

Hierbei konnen die Koeffizienten ¢, auf zwei verschiedene Weisen bestimmt werden:
(1) fiir alle n ist

1 n
Cn = m ( )(20)7
(2) fiir alle n und alle s > 0 mit Dg(z9) C U st
_ 1 f(2)
e = 5 (o= 29)7 1 dz.

|z—z0|=s

Wir werden den Potenzreihenentwicklungssatz erst im néchsten Kapitel beweisen. Wir
wollen nun erst einmal die Aussage des Potenzreihenentwicklungssatzes etwas besser ver-
stehen und zudem verschiedene Korollare beweisen.

Beispiel.

(1) Es sei a # 0. Wir kénnen dann f(z) = — auf der offenen Scheibe D4 (0) wie
folgt als Potenzreihe schreiben

I T S R e N N
6 = = e — a2 (i) - Xaw
aT n=0 n=0

geometrische Reihe, denn |2| < 1

(2) Wir betrachten die Funktion f(z) = 1 auf U = C\ {0}. Es sei nun D, (z) eine
beliebige Scheibe in C\ {0}. Nachdem 0 & D,.(z) ist r < |2o]. Fiir alle z € D,(20)

"Wenn E eine Eigenschaft von Funktionen ist (z.B. stetig, konstant, konvex, in eine Potenzreihe
entwickelbar), dann sagt man eine Funktion f auf einer offenen Menge U C C besitzt lokal die Figenschaft
E., wenn es zu jedem z € U eine offene Umgebung V' besitzt, so dass die Einschrankung von f auf V' die
Eigenschaft F besitzt.
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gilt nun
B 1 LS (LY e
) =3 w—(20—2) 20 1—(—%) (z—2) R 20 T;)( Zo> (2= 2)"

geometrische Reihe, denn
aus |z — zg| < r < |z folgt

’(—i)~(z—zo)‘<1

20

Wir haben nun also f(z) = % explizit als Potenzreihe auf der Scheibe D, (z)
geschrieben.

Satz 5.2. (Satz von Goursat) Jede holomorphe Funktion auf einer offenen Teilmenge
U C C ist beliebig oft komplex differenzierbar.

Bemerkung. Wir sehen nun, dass sich holomorphe Funktionen anders verhalten als diffe-
renzierbare Funktionen. Wir hatten gerade gesehen, dass jede holomorphe Funktion beliebig
oft komplex differenzierbar ist. Die analoge Aussage fiir reelle Funktionen ist natiirlich vollig
falsch. Beispielsweise ist die Funktion

R — R
o {—xz, wenn = < 0,

2%, wenn x >0

differenzierbar, aber nicht zweimal differenzierbar, geschweige den beliebig oft differenzier-
bar.

BEWEIS vOM SATZ VON GOURSAT. Essei U C C eine offene Teilmenge, es sei f: U —
C eine holomorphe Funktion und es sei zy € U. Nachdem U offen ist gibt es ein r > 0,
so dass D,(zy) C U. Nachdem Potenzreihenentwicklungssatz kann f auf D, (z) durch eine
Potenzreihe beschrieben werden. Nach Satz ist jede Potenzreihe beliebig oft komplex
differenzierbar, also ist auch f im Punkt 2y beliebig oft komplex differenzierbar. O

Satz 5.3. (Existenz von Stammfunktionen auf Scheiben) FEs sei U C C eine offene
Teilmenge und es sei f: U — C eine holomorphe Funktion. Dann besitzt die Finschrdinkung
von f auf eine beliebige offene Scheibe D C U eine Stammfunktion.

BEWEIS. Es sei also D,(z) eine Scheibe in U. Nach dem Potenzreihenentwicklungs-
satz kénnen wir dann f(z) auf D,(z) als Potenzreihe in 2z, schreiben. In Satz
hatten wir gesehen, dass jede Potenzreihe f(z) in zy eine Stammfunktion besitzt. O

Eine ganze Funktion ist eine holomorphe Funktion, welche auf ganz C definiert ist. Bei-
spielsweise sind Polynome, die trigonometrischen Funktionen und die Exponentionalfunk-
tion ganze Funktion. Fiir U = C und 2y, = 0 erhalten wir folgenden wichtigen Spezialfall
vom Potenzreihenentwicklungssatz.

Satz 5.4. Jede ganze Funktion ist durch eine Potenzreihe gegeben.
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Bemerkung. Der Potenzreihenentwicklungssatz impliziert also, dass jede holomorphe Funk-

tion auf C durch eine Potenzreihe gegeben ist. Die analoge Aussage fiir reelle Funktionen ist

natiirlich falsch, sie ist sogar falsch fiir reelle Funktionen, welche beliebig oft differenzierbar

sind. Beispielsweise hatten wir in Lemma 14.15 von Analysis I gesehen, dass die Funktion
fR — R

1
N e 22, wenn x > 0,
0, wenn x < 0

beliebig oft differenzierbar ist, und dass f(0) = 0 fiir alle n € N. Wenn wir f durch eine

Potenzreihe Y7 ¢, " beschreiben kénnten, dann miisste hierbei gelten ¢, = % ™ (0) = 0.

Aber dann definiert die Potenzreihe die Nullfunktion, aber f ist nicht null fiir 2 > 0.

5.2. Der Beweis vom Potenzreihenentwicklungssatz. Das Ziel von diesem Kapitel
ist nun den Potenzreihenentwicklungssatz zu beweisen. Ein wichtiges Hilfsmittel ist hierbei
folgender Satz.

Satz 5.5. (Cauchysche Integralformel) Es sei U C C eine offene Teilmenge, f: U — C
holomorph und es sei zy € U. Zudem sei r > 0, so dass D,(z9) C U. Dann gilt fir jedes

2z € D,(z), dass
16 = 5 | e

|€—20|=r

f holomorphe Funktion auf einer offenen Menge U
Kreis [ — 2| =7

10 = o |

|€—zo0|=r
ABBILDUNG 23. Illustration von Satz 5.5l
Die Cauchysche Integralformel besagt insbesondere, dass man die Funktionswerte ei-

ner holomorphen Funktion im Inneren einer Scheibe D,.(zp) durch die Funktionswerte auf

den Randkreis 0D, (zy) bestimmen kann. Insbesondere ist die holomorphe Funktion f im
Inneren durch die Funktion auf dem Randkreis eindeutig festgelegt.

BEWEIS VON SATz [5.5. Es folgt aus Korollar [4.5, dass fiir geniigend kleine {1 gilt
1 f & . _ f f(&)
2mi f—zdg_ §—zd€'

|§—20(=r |€—z[=s

Es folgt, dass

18Genauer gesagt, die Aussage gilt fiir alle s € R mit Dy(z) C Dy(20).
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die geschlossene Scheibe D, (2p) ist in U enthalten

<0 f ist holomorph auf der offenen Menge U

in diesem Fall gﬂt

' 2772 f f f gf(—g)zdf

|§—z0|=r |§—z]=s

ABBILDUNG 24. Abbildung zum Beweis von Satz [5.5

1 e . £
b f % = Hogm f _zdf

|€—z0|=r E—z|=s
= 1jmi f Md§ + lim L f Mdé“'
s—0 2 £E—z 550 27 £ 2
j6mel=s T lemel=s
= f(2), nachzer Rechnung
auf Seite 23

Der zweite Summand ist also f(z), also verbleibt es folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Es ist
lim f f(gg_f(z)dg = 0.

s—0
|§—z|=s

Fiir alle s mit Ds(z) C D,(z0) gilt die Ungleichung

‘ f [&)-/) § - dﬁ‘ < Umfang von Kreis mit Radius s - sup {’f ‘& € D, () \ {Z}}
|§—2|= —271'3

T endlich, weil f in z holomorph
Standardabschétzung von Lemma

Wir sehen also, dass der Betrag vom Integral im Grenzwert s — 0 gegen 0 konvergiert. Wir
haben damit die Behauptung bewiesen. 0

Wir erinnern auch noch an das Majoranten-Kriterium fiir Funktionenreihen, welches
wir in Satz 16.5 in der Analysis I bewiesen hatten [

198treng genommen hatten wir das Majoranten-Kriterium nur fiir Funktionen auf D C R bewiesen,
aber der Beweis geht wort-wortlich auch durch fiir den Fall D C C.
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Satz 5.6. (Majoranten-Kriterium fiir Funktionenreihen) Fs sei K C C eine kom-
pakte Teilmenge und es sei g,: K — C,n € N eine Folge von stetigen Funktionen. Es sei
zudem (dy,)nen eine Folge von reellen Zahlen mit ||g,|| < d, fir alle n € N. Dann gilt

Zdn konvergiert —> Zgn konvergiert gleichmdfsig.

Wir kénnen uns nun endlich dem Beweis vom Potenzreihenentwicklungssatz zuwenden.

BEWEIS VOM POTENZREIHENENTWICKLUNGSSATZ. Um die Notation etwas zu verein-
fachen betrachten wir den Fall z; = 0. Es sei also U C C eine offene Teilmenge, es sei
f: U — C eine holomorphe Funktion und es sei r > 0, so dass D,.(0) C U. Wir betrachten

zuerst den Fall, dass die abgeschlossene Scheibe D,.(0) auch noch in U enthalten ist.

Auf Seite hatten wir explizit g(z) = -1 als Potenzreihe entwickelt. Nach

Satz kénnen wir jetzt unsere urspriingliche Funktion f(z) als Integral von sol-
chen Funktionen, welches sich als Potenzreihen entwickeln lassen, schreiben. Dies
wollen wir nun verwenden.

Es sei nun z € D,(0) festgewéhlt. Dann gilt, dass

16) = on | e = oo [P e - o [ RS (e

2mi — 2 1-z €
i © T T ST L s .
naCh Satzm denn aus ‘?’ — ‘§| < 1 folgt 1E£ _ Z (?)n
3 n=0
1 oo
- om ) SR
€l=r n=0

Wir wollen nun das Integral mit der Reihe vertauschen. Nach dem Konvergenzsatz [3.11]
fiir Wegintegrale ist dies mdoglich, wenn die Funktionenreihe gleichméfig konvergiert. Wir
beweisen daher als néchstes folgende Behauptung.

Behauptung. Die Funktionenreihe ) gn(ﬂ - 2" konvergiert auf K := {¢ € C‘ &l =r}
n=0
gleichméﬁig.m

Um die gleichméflige Konvergenz zu zeigen, wollen wir das Majoranten-Kriterium fiir
Funktionenreihen anwenden. Die Funktion |f| ist auf der kompakten Menge K stetig, ins-
besondere durch ein C' > 0 beschrankt. Also gilt fiir alle £ € K, dass

/() f(f)(g) < () = G

ntt
——
Da z € D,(0) gilt, dass s = % € [0,1). Insbesondere konvergiert die geometrische Reihe

ZZOZO %s”. Die Behauptung folgt nun aus dem Majoranten-Kriterium fiir Funktionenreihen.

20Folgt die Aussage schon aus Satz
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Zusammengefasst folgt nun fir z € D,.(0), dass

T o2m f ngrl e ZQm f 5”+1 S = ZQm §n+1 at - 2"
/l\

|§[=r n=0 n=0 [¢l=r n=0 " f¢l=r

J/

-~

obige Rechnung Konvergenzsatz [3.11] -

angewandt auf g(&) = Efn(f)l 2"

Wir haben also bewiesen, dass wir die Funktion f(z) auf D,(0) als Potenzreihe schreiben
kénnen. Die beiden Formeln fiir ¢, folgen direkt aus Korollar 2.7] und aus Korollar [3.10}

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Wir konnen also nicht mehr annehmen, dass
die abgeschlossene Scheibe D,.(0) auch noch in U enthalten ist. Es sei nun s € (0,r) beliebig.
Dann ist die abgeschlossene Scheibe D;(0) noch ganz in U enthalten. Wir haben also gerade
eben gezeigt, dass

> f(n)
= Z '(0) 2" fiir alle z € Dg(0).
Nachdem diese Gleichheit auf allen Scheiben Dy(0) mit s € (0,r) gilt, gilt diese wie
gewiinscht auch auf ganz D,.(0). O

5.3. Der Satz von Liouville und der Fundamentalsatz der Algebra. Eine Funktion
f: U — C heifit beschrdankt, wenn es ein M € R gibt, so dass |f(z)] < M fiir alle z € C.

Satz 5.7. (Satz von Liouville) Eine ganze Funktion, welche beschrdnkt ist, ist konstant.

Bemerkung. Die reelle Funktion
ffR — R
1
T 1522 g
ist beliebig oft differenzierbar, beschréinkt, aber natiirlich nicht konstant. Wir sehen also
wiederum, dass sich die holomorphen Funktionen ganz anders als die differenzierbaren
Funktionen verhalten. Die analoge komplexe Funktion f(z) = 5 +1 5 ist kein Gegenbeispiel
zum Satz von Liouville, denn f(z) ist nicht auf ganz C definiert. Genauer gesagt, f(z) ist
bei den Nullstellen des Nenners, d.h. bei z = 4% nicht definiert.

Beispiel. Die Einschrankung der holomorphen Funktion sin(z) auf den Definitionsbereich
R C C ist natiirlich beschriankt und nicht konstant. Der Satz von Liouville besagt nun, dass
die ganze Funktion sin(z) auf C unbeschrinkt ist. In der Tat werden wir in Ubungsblatt 3
sehen, dass

lim |sin(it)] = oo.
t—ro00

BEWEIS. Es sei f: C — C eine holomorphe Funktion, welche beschrankt ist. Wir
wihlen ein M € R, so dass |f(z)| < M fiir alle z € C. Nach Satz gilt auf ganz C,
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dass
oo
f(z) = > 2™
n=0

Wir wollen nun zeigen, dass ¢, = fiir n > 1. Fiir jedes » > 0 kénnen wir ¢, bestimmen
durch

1 f(€)
¢, = — dz.
" 27 gntl
€|=r
Hierbei ist
1
2mi gntl
[El=r S~
Betrag
ist < M
1 . . . M 1 M M
< — . Umfang von Kreis mit Radius r - = — - 27r- = —.
- 27 &V rntl 27 T rntl rn

/[\
nach Lemma [3.2]

Zusammengefasst haben wir gezeigt, dass

e, < X fiir alle 7 > 0

S o
Dies ist jedoch nur moglich, wenn |c,| = 0 fiir alle n > 1. Wir sehen also, dass f(z) = ¢
eine konstante Funktion ist. O

Der folgende Satz ist eine der wichtigsten Sétze der Mathematik iiberhaupt.

Satz 5.8. (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom f(z) von Gradn > 1 besitzt
eine komplexe Nullstelle.

Bemerkung. Wenn f(z) ein Polynom von Grad n = 2 ist, dann kann man natiirlich die
Nullstellen explizit bestimmen und man sieht, dass jedes solche Polynom eine komplexe
Nullstelle besitzt. Fiir Polynome von Grad 3 und 4 gibt es ebenfalls, deutlich komplizierte
Losungsformeln, welche in

https://de.wikipedia.org/wiki/Kubische_Gleichung

und
https://de.wikipedia.org/wiki/Quartische_Gleichung

beschrieben sind. Man kann mithilfe dieser Formeln auch die Existenz von Nullstellen
beweisen. In der Algebra-Vorlesung wird jedoch gezeigt, dass es fiir Polynome von Grad > 5
keine allgemeine Losungsformel gibt. Wir konnen also den Fundamentalsatz der Algebra
nicht dadurch beweisen, dass die Nullstellen explizit mithilfe einer Formel ‘hinschreiben’.

BeEwEIs. Wenn f(z) = 0, dann gibt es nichts zu beweisen. Es sei also

f(2) = anz" +an_12" P Faz+


https://de.wikipedia.org/wiki/Kubische_Gleichung
https://de.wikipedia.org/wiki/Quartische_Gleichung
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ein komplexes Polynom, welches nicht null ist. Wir nehmen an, dass f keine komplexe
Nullstelle besitzt. Wir wollen zeigen, dass n = 0, d.h. dass f(z) konstant ist.

Die gewiinschte Aussage klingt so, als wollten wir den Satz von Liouville anwenden.
Allerdings kénnen wir den Satz von Liouville nicht direkt auf f(z) anwenden, denn
ein Polynom ist ja im Allgemeinen unbeschréinkt. Anstattdessen wollen wir, Wie
sich im Beispiel f(z) = — schon angedeutet hat, den Satz von Liouville auf )
anwenden.

Nachdem f(z) keine komplexe Nullstelle besitzt, ist die Funktion f( auf ganz C definiert.

Zudem ist diese Funktion holomorph. Auflerdem ist die Funktion f(z) konstant, genau
dann, wenn f( ) konstant ist. Im Hinblick auf den Satz von Liouville geniigt es nun folgende

1+

Aussage zu beweisen.

Behauptung. Die auf ganz C definierte Funktion f( j ist beschrénkt.

Wenn n = 0 gibt es nichts zu beweisen. Wir betrachten nun den Fall, dass n > 1. Nach
Lemma [1.7] gilt

lim f(z) =

Z—00

Dies bedeutet insbesondere, dass es ein M € R gibt, so dass

|f(z)] >1 fiir alle z mit |z| > M.
Mit anderen Worten, es ist

<1 firalle z & Dy(0).

ke

Andererseits ist die stetige Funktion f(lz) auf der kompakten Menge Dj;(0) beschrankt.
1

Zusammengefasst sehen wir, dass el auf ganz C beschréankt ist. Wir haben also die Be-

hauptung bewiesen. 0

Das folgende Korollar gibt eine etwas genauere Aussage, ndmlich es besagt, dass jedes
komplexe Polynom als Produkt von linearen Polynomen (oft auch Linearfaktoren genannt)
geschrieben werden kann.

Korollar 5.9. Es sei f(z) ein Polynom von Grad n > 1, dann existieren ay,...,a, € C
und b € C\ {0}, so dass

Bevor wir das Korollar beweisen erinnern wir noch an den Satz iiber die Polynomdivi-
sion, welcher in der Algebra@ bewiesen wird.

210der in guten Schulen.
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Satz 5.10. (Satz iiber die Polynomdivision) Es seien f(z) und g(z) Polynome, wobei
g(z) # 0. Dann existieren Polynome p(z) und q(z) mit Grad(q(z)) < Grad(g(2)), so das{”

f(z) = 9(2)-p(2) +q(2).
Insbesondere, wenn Grad(p(z)) =1, d.h. wenn p(z) ein lineares Polynom ist, dann gibt es
eine Polynom p(z) und eine Konstante C € C, so dass

fz) = 9(2)-p(z) + C.

Beispiel. Der Beweis von Satz ist nicht Bestandteil dieser Vorlesung. Wir fithren
daher nur ein Beispiel aus, welches hoffentlich den Grundgedanken der Polynomdivision
deutlich macht. Wir betrachten also

f(z) = 42° =22+ 1und g(2) = 2° — 22 +1,

dann gilt
f(z) =428 =22 +1 = 42° =22+ 1—42(2 =224+ 1) +42(22 — 22 + 1)
:822‘—r62+1
= 82 —62+1-8(22—-22+1)+ (42 +8)(22 —22+1)
:71‘2277

= (4z+8)g(z)+ (—14z —17)
—— —_———
=p(2) =q(z)

Wir wenden uns nun dem Beweis von Korollar 5.9 zu.

BEWEIS VON KOROLLAR [5.9]. Wir beweisen die Aussage mithilfe von Induktion nach
dem Grad vom Polynom f(z). Wenn Grad(f(z)) = 1, dann ist die Aussage trivialerweise
wahr.

Nehmen wir nun an, dass die Aussage schon fiir alle Polynome von Grad < n gilt. Es sei

nun f(z) eine Polynom mit Grad(f(z)) = n > 2. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra
besitzt f(z) eine Nullstelle a € C. Wir wenden nun Satz auf f(z) und g(z) = z—a

an. Es gibt also eine Polynom p(z) und eine Konstante C' € C, so dass

fz) = 9(2)-(z=a) +C.

Durch Einsetzen von z = a sehen wir, dass C' = 0. Also folgt
f(z) = 9(z)-(z—a)

Nachdem Grad(g(z)) = Grad(f(z)) = n — 1 konnen wir die Induktionsvoraussetzung auf
g(z) anwenden, und erhalten die gewiinschte Aussage fiir f(z). O

5.4. Der Satz von Morera und das Spiegelungsprinzip. Es seien u,v,w € C drei
verschiedene Punkte. Wir schreiben

Alu,v,w) = {u+s(v—u)+t(w—u)|ste[0,1] mit s+t <1},

227ur Erinnerung, dass Nullpolynom hat per Definition den Grad —1.
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Dies ist das von u, v, w aufgequnnte Dreieck. Zudem bezeichnen wir die Kurve v(u, v, w, u)
als Randkurve OA(u, v, w). In Ubungsblatt 3 beweisen wir, mithilfe vom Cauchyschen In-

w w

Dreieck A(u,v,w) Randkurve 0A (u, v, w)
v v

ABBILDUNG 25.

tegralsatz [4.3] fiir Bilder von Rechtecken, folgenden Satz.

Satz 5.11. Es sei U C C offen und f: U — C holomorph. Dann gilt fiir alle Dreiecke
A C U, dass

ff(z)dz = 0.
oA

Viel interessanter ist nun die Aussage, dass Satz folgende Umkehrung besitzt.

Satz 5.12. (Satz von Morera) Es sei U C C offen und f: U — C stetig. Wenn fiir alle
Dreiecke A C U gilt, dass

[ 1)z =0,

dann ist f holomorph.

BEWEIS. Es sei zg € U. Wir wollen zeigen, dass f im Punkt 2y holomorph ist. Nachdem
U offen ist gibt es ein r > 0, so dass D,(zy) C U. Es folgt nun aus der Voraussetzung und
aus Satz 3.8 dass f auf D,(z) eine Stammfunktion F' besitzt.

Mit anderen Worten, es gibt auf D,.(zy) eine holomorphe Funktion F’ mit F’ = f. Nach
dem Satz[5.2]von Goursat ist dann aber F beliebig oft komplex differenzierbar. Insbesondere
ist F/ = f auf D,(z), insbesondere im Punkt 2, komplex differenzierbar. O

Satz 5.13. Es sei U eine offene Teilmenge von C, es sei zg € U und es sei f: U — C eine
Funktion, welche auf U \ {zo} holomorph ist, und welche in zy stetig ist. Dann ist [ sogar
auf ganz U holomorph.

Bemerkung. Die Aussage von Satz [5.13] widerspricht der Intuition von Analysis I. Bei-
spielsweise ist die Funktion

R — R
stetig und zudem in allen Punkten von R \ {0} differenzierbar, aber f ist natiirlich nicht
auf ganz R differenzierbar.

BEWEIS. Wir miissen nur noch zeigen, dass f im Punkt zg komplex holomorph ist. Wir
withlen ein r > 0, so dass die abgeschlossene Scheibe D,.(z) noch ganz in U enthalten ist.
Nach dem Satz von Morera geniigt es folgende Behauptung zu beweisen:
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Behauptung. Fiir jedes Dreieck A C D,.(z) gilt
f f(z)dz = 0.
oA

Wir wollen diese Behauptung mithilfe von folgenden zwei Aussagen beweisen:

(a) Fiir jedes Dreieck A in D,(z), welches den Punkt 2y nicht enthélt, verschwindet
nach Satz das zugehorige Wegintegral.

(b) Nachdem D, (z) kompakt ist, und nachdem f nach Voraussetzung stetig ist, gibt
es ein M € R, so dass |f(z)| < M fiir alle z € D,(z). Insbesondere folgt aus
der Standardabschitzung von Wegintegralen aus Lemma [3.2] dass fiir jeden Integ-
rationsweg v in D,(z) gilt, dass

f f(2)dz

< M - Léange(7).

Wir wenden uns jetzt dem eigentlichen Beweis der obigen Behauptung zu. Es sei also
A = A(u,v,w) C D,(zp) ein beliebiges Dreieck. Wir unterscheiden vier Fille:

1. Fall. Der Punkt z; liegt nicht in A. Dann folgt aus (a), dass das Wegintegral verschwin-
det.

2. Fall. Der Punkt zj ist ein Eckpunkt von A. O.B.d.A. sei u = 2. Fiir s > 0 klein genu@
bezeichnen wir mit v, den Punkt auf der Strecke von zy = u nach v, welcher den
Abstand s zu u besitzt. Ganz analog definieren wir ws. Dann gilt fiir alle solche s,

dass
[ twde = [ f@d+ [ j@d+ [ fe)d
AA(z0,v,w) \A(vs,’u,w) . \A(vs W, W) . \A(us U, Ws ) B
=0, ;arch (a) =0, I?arch (a) der B;trrag ist
< 4s- M nach (b)

siche Abbildung

Wir sehen also, dass der Betrag von unserem Wegintegral kleiner als jede positive
Zahl ist, also muss das Wegintegral schon null sein.

3. Fall. Der Punkt z; liegt im Inneren von A. In diesem Fall konnen wir, wie in Ab-
bildung [27| auf der linken Seite skizziert, das Dreieck A(u,v,w) in drei kleinere
Dreiecke zerlegen, bei denen jeweils zg ein Eckpunkt ist. Wir haben gerade gezeigt,
dass die Wegintegrale iiber diese kleineren Dreiecke verschwinden, also verschwin-
det auch das Wegintegral iiber das urspriingliche Dreieck.

4. Fall. Der Punkt z, liegt auf einer Kante von A. In diesem Fall zerlegen wir, wie in
Abbildung 27| auf der rechten Seite skizziert, das Dreieck in zwei kleinere Dreiecke,
bei denen jeweils 2y ein Eckpunkt ist und wir verfahren wie im 3. Fall.

O

ZBeispielsweise gilt die Aussage fiir s € (0, min{|v — u|, |w — u|}).
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v DT(Z())
es ist
v,
wowo S0 [ edr [ ieds [
s (u,v,w) A(us,v,ws) A(vs,v,w) A(vs,w,ws)
U= <o da sich alle inneren Wegintegrale wegheben
ABBILDUNG 26.
v v
<0 20
U U
w w
Zerlegung von A(u,v,w), Zerlegung von A(u,v,w),
wenn 2o im Inneren liegt wenn zg auf einer Kante liegt

ABBILDUNG 27.

Definition. Es sei f: X — C eine Funktion auf einer Teilmenge X C C. Wir sagen f ldsst
sich zu einer holomorphen Funktion fortsetzen, wenn es eine offene Teilmenge U C C mit
X C U und eine holomorphe Funktion f: U — C gibt, so dass die Einschrankung von f
auf X gerade der Funktion f entspricht.

Beispielsweise lassen sich sich die reelle Sinusfunktion sin: R — R und alle Polynom-
funktionen auf R zu einer holomorphen Funktion auf ganz C fortsetzen. Zudem ldsst sich
die Funktion f(z) = 155 zu einer holomorphen Funktion auf C\ {+i} fortsetzen.

Das néchste Lemma besagt nun, dass sich nicht jede unendlich oft differenzierbare Funk-
tionen f: (a,b) — R auf einem offenen Interval zu einer holomorphen Funktion fortsetzen
lasst.

Lemma 5.14. Es gibt eine unendlich oft differenzierbare Funktionen f: (a,b) — R auf
einem offenen Intervall, welche sich nicht zu einer holomorphen Funktion fortsetzen ldsst.
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BEWEIS. Wir betrachten wiederum die Funktion
frR — R

1
N e =2, wenn zx > 0,
0, wenn x < 0,

welche uns schon auf Seite 46| behilflich war. Zur Erinnerung, diese Funktion ist unendlich
oft differenzierbar, alle Ableitungen am Punkt z = 0 verschwinden und zudem gilt noch
f(z) > 0 fir x > 0. Wir werden nun zeigen, dass sich f nicht zu einer holomorphen
Funktion fortsetzen lisst. Nehmen wir an, es gibe eine solche Fortsetzung f: U — C auf
einer offenen Teilmenge U. Dann gibt es insbesondere ein 7 > 0 mit D,.(0) C U. Nach dem
Potenzreihenentwicklungssatz gibt es dann eine Folge (¢;,)nen von komplexen Zahlen,
so dass fiir alle z € D,.(0) gilt

fz) = chz”.
n=0

Wir zerlegen nun ¢,, = a,,+ib,,, wobei a,, b, € R. Dann gilt insbesondere fiir alle z € (—r, ),
dass

flx) = flx) = ianx" + zibnx"
n=0 n=0

reell rein imaginér

Nachdem f(z) auf (—r,r) nur reelle Werte annimmt sind also alle b, = 0. Zudem folgt aus
fM™(0) = 0, dass alle a,, = 0. Wir haben also gezeigt, dass ¢, = 0 fiir alle n. Insbesondere
verschwindet die Potenzreihe auf ganz (—r,r), sie kann also auf dem Intervall (0,7) nicht
mit der urspriinglichen Funktion f iibereinstimmen. Wir haben also einen Widerspruch
erhalten. U

Wir erinnern noch an folgende Definition aus der Analysis II. Es sei X ein metrischer
Raum und A C X eine Teilmenge. Wir sagen, eine Menge U C A ist offen in A, wenn
es eine offene Teilmenge V' C X gibt, so dass U = V N A. Wir betrachten beispielsweise
den Fall A =1[0,2] € X = C. Dann ist das Intervall U = [0, 1) eine offene Teilmenge von
A =10,2], denn U = AN Dy(0).

Der folgende Satz gibt nun ein Kriterium dafiir, dass man gewisse Funktionen auf einer
Teilmenge holomorph fortsetzen kann.

Satz 5.15. (Schwarzsches Spiegelungsprinzip) Es sei U eine offene Teilmenge der
oberen Halbebene {z € C| Im(z) > O} Zudem sei f: U — C eine stetige Funktion mit
folgenden Eigenschaften:

(1) f ist holomorph auf U' :={z € U| Im(z) > 0},

(2) f nimmt nur reelle Werte auf U NR an.

24Dies bedeutet, dass es eine offene Menge V' C C gibt, so dass U = V N {z € C| Im(z) > 0}.
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Dann ist die Funktior]
f:UuU — C
f(z), wenn ze U,
zZ = — —
f(Zz), wenn zeU,

holomorph. Insbesondere lisst sich also f zu einer holomorphen Funktion fortsetzen.

v hier ist f(2) = f(2)

hier ist f(z) = f(2)
U

ABBILDUNG 28. Illustration der Aussage vom Schwarzschen Spiegelungsprinzip.

59

Wir werden das Schwarzsche Spiegelungsprinzip im weiteren Verlauf der Vorlesung nicht

mehr verwenden, wir skizzieren deswegen nur den Beweis.

BEWEISSKIZZE. In Ubungsaufgabe 4 von Ubungsblatt 1 hatten wir schon gesehen, dass

die Funktion z ++ f(2) = f(%) auf der offenen Menge U’ holomorph ist.

Wir wollen nun mithilfe vom Satz von Morera zeigen, dass f sogar auf ganz U uU
holomorph ist. Es sei also A(u,v,w) C UUU ein Dreieck. Wenn A(u,v,w) ganz in U’ oder

w j? (59
ABBILDUNG 29. Illustration zum Beweis vom Schwarzschen Spiegelungsprinzip.

U’ liegt, dann folgt aus Satz [5.11 dass das Wegintegral verschwindet.

Es sei nun A = A(u,v,w) C UUU ein Dreieck, welches sowohl U als auch U schneidet.
Wir bezeichnen mit a und 8 die Wege, welche man, wie in Abbildung [29 skizziert, durch

25Hierbei bezeichnet -
U = {z|z €U},

die komplexe Konjugation von U, d.h. die Spiegelung von U an der reellen Achse. In diesem Fall handelt

es sich bei U also nicht um Abschlufl von U.
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‘schneiden von A entlang der reellen Achse’ erhilt. Zudem wihlen wir eine ‘stetige’ Familie
von Integrationswegen as,s € [0,1] und S, s € [0,1], so dass ap = o und Sy = 3, und so
dass fiir s > 0 die Wege a, in U’ und die Wege [, in U’ liegen. Dann gilt

[1@de = [1@ds+ [ f)dz = tm [ f(2)ds + lim [ f()dz = 0.
A T JeY B as Bs

T T
die Wegintegrale entlang folgt aus der nach dem Cauchyschen
der reellen Achse Stetigkeit von f Integralsatz verschwinden
heben sich weg und der Stetigkeit von beide Wegintegrale

as und S, im Parameter s

5.5. Der lokale Darstellungssatz.

Definition. Es sei U C C offen und es sei f: U — C eine holomorphe Funktion. Wenn es
ein k € N gibt, so dass

flz0) = fW(z0) = -+ = f* V() = 0 aber f®)(z) #£ 0,

dann nennen wir 2y eine Nullstelle k-ter Ordnung von f. Eine Nullstelle erster Ordnung
nennen wir auch eine einfache Nullstelle.

Beispielsweise ist 29 = 0 eine Nullstelle k-ter Ordnung von f(z) = z*. Etwas allgemeiner,
es sei g(z) eine holomorphe Funktion mit g(zy) # 0. Dann besitzt f(2) = (2 — 20)* - g(2)
eine Nullstelle k-ter Ordnung in zy. Der folgende Satz besagt nun, dass zumindest auf einer
offenen Scheibe alle Nullstellen k-ter Ordnung von der obigen Form sind.

Satz 5.16. (Lokaler Darstellungssatz) FEs sei U C C offen, es sei f: U — C eine
holomorphe Funktion und es sei zy € C eine Nullstelle k-ter Ordnung von f. Dann gibt es
eine offene Umgebung V wvon zg und eine holomorphe Funktion g: V — C, so dass

(1) f(2) = (z — 20)* - g(2) fiir alle z €V,
(2) g(z0) # 0.

BEWEIS. Es sei U C C offen, es sei f: U — C eine holomorphe Funktion und es sei
zg € C eine Nullstelle von k-ter Ordnung von f. Nach dem Potenzreihenentwicklungssatz|s.1
gibt es ein 7 > 0 und eine Folge (¢, )nen, von komplexen Zahlen, so dass

flz) = ch(z —2p)"  fiiralle z € V:= D,(z).
n=0

Es folgt nun aus der Voraussetzung und aus Satz [2.6] dass ¢g = -+ = ¢4—1 = 0 und ¢; # 0.
Dann gilt

F2) = (2 z0)Fg(), wobei g(z) = 3 euin(z — 20)".
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Offensichtlich ist g(zg) = ¢ # 0. Es verbleibt zu zeigen, dass die Potenzreihe g(z) eben-
falls auf D, (zy) konvergiert. Dies folgt aus der Beobachtung, dass nach Lemma die
Potenzreihen g(z) und f(z) den gleichen Konvergenzradius besitzen. O
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6. ZUSAMMENHANGENDE TEILMENGEN VON C

6.1. Zusammenhingende und wegzusammenhingende Teilmengen von C. In die-
sem Kapitel werden wir zwei verwandte Begriffe von ‘zusammenhéngenden’ Teilmengen von
metrischen Rdumen einfithren. Die erste Definition ist dabei anschaulicher, aber die zwei-
te ist in Anwendungen oft hilfreicher. Wir verwenden in diesem Kapitel die Sprache der
metrischen Réume, welche wir in Analysis II eingefithrt hatten. Im weiteren Verlauf der
Vorlesung betrachten wir dann aber nur die metrischen Rdume R und C, und Teilmengen
davon.
Wir beginnen mit der ersten Definition.

Definition. Ein metrischer Raum X heift wegzusammenhdingend, wenn es zu je zwei Punk-
ten P, € X einen Weg v: [0,1] — U mit v(0) = P und (1) = @ gibt.

Beispiel. Es ist leicht zu sehen, dass alle Scheiben in C wegzusammenhéngend sind. An-
dererseits hatten wir in Ubungsblatt 8 von Analysis II gesehen, dass die Menge

X := Dy(0) U Di(1+1),

welche aus zwei disjunkten abgeschlossenen Scheiben besteht, nicht wegzusammenhéngend
ist.

A = Dy(0)
)
wegzusammenhéngende Menge nicht wegzusammenhéngende Menge

ABBILDUNG 30.

Definition. Ein metrischer Raum X heifit zusammenhdngend, wenn folgende Aussage gilt:
wenn immer X = U UV die Vereinigung von zwei disjunkten offenen Mengen U und V ist,
dann ist entweder U = X oder V = X.

Beispiel. Die obige Menge

X = Dl(O) U Dl(l + Z),
—— —_——
:;A :ZB
ist nicht zusammenhéngend, denn A und B sind disjunkte nichtleere offene Teilmengen von
X, mit X = AUB.
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Lemma 6.1. Das Intervall [0,1] ist zusammenhingend.

BEWEIS. Es seien U,V offene disjunkte Teilmengen von [0,1] mit U UV = [0,1]
O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass 0 € U. Wir wollen nun zeigen, dass U = [0, 1]

Wir betrachten dazu

A= {tel0,1][0,4cU}MH
Die Menge A ist nicht leer da sie t = 0 enthélt. Die Menge A ist zudem offensichtlich
beschriankt. Es macht also Sinn, dass Supremum 7' := sup A zu betrachten. Wir miissen
zeigen, dass T'=1und T € U.

Nehmen wir zuerst an, dass 7' ¢ U. Dann ist T € V, und es folgt aus der Offenheit
von V', dass es ein € > 0 gibt, so dass auch (T' — ¢, T 4+ €¢) N [0,1] in V liegt. Dann gilt
insbesondere, dass (' —¢,T +¢) N A = ), dh. supA < T — e. Wir haben damit einen
Widerspruch erhalten.

U Vv U
0 T 1 0 T 1
wenn 1" € V', dann liegt auch nachdem also T € U liegt auch
(T—¢,T+¢)N[0,1] inV 0,T+¢)N[0,1] in U

ABBILDUNG 31. Illustration zum Beweis von Lemma [6.1]

Wir wissen also jetzt, dass T' € U. Aus der Offenheit von U folgt, dass es ein € > 0
gibt, so dass (T — €, T +¢)N[0,1] C U. Also ist [0,7 + €] N[0, 1] C U. Im Hinblick auf die
Definition von T ist dies nur méglich, wenn T = 1. 0

Lemma 6.2. Jeder wegzusammenhdngende metrische Raum ist auch zusammenhdngend.

BEWEIS. Es sei also X ein wegzusammenhingender metrischer Raum. Nehmen wir an,
dass X nicht zusammenhéngend ist. Dann existiert eine Zerlegung X = UUV in zwei offene
disjunkte nichtleere Teilmengen U und V. Es sei nun x € U und y € V. Nachdem X nach
Voraussetzung wegzusammenhéngend ist existiert ein Weg v: [0, 1] — X mit v(0) = z und
(1) = y. Dann ist vH(U) U~71(V) eine disjunkte Zerlegung von dem Intervall [0, 1] in
zwei offene, nichtleere Teilmengen. Dies ist aber nach Lemma [6.1] nicht moglich.

O

Korollar 6.3. Jedes Intervall (offen, halboffen, abgeschlossen, beschrinkt oder unbeschrinkt),
jede Scheibe (offen oder abgeschlossen), jedes Rechteck und ganz C sind zusammenhdngend.

26)Mit anderen Worten, es ist

A = alle t € [0,1], so dass das Intervall [0,¢] noch in U enthalten ist.
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X ist wegzusammenhéngend

0 1 U 174

ABBILDUNG 32. Skizze zum Beweis von Lemma [6.2]

BEWwWEIS. Alle diese Mengen sind offensichtlich wegzusammenhéngend. Das Korollar
folgt nun aus Lemma (6.2 OJ

Bemerkung. Es stellt sich die Frage, ob auch die Umkehrung von Lemma gilt. Im
Allgemeinen ist dies jedoch nicht der Fall, d.h. es gibt Mengen, welche zusammenhéngend
sind, aber nicht wegzusammenhéingend sind. Wir betrachten dazu folgendes Beispiel:
X = {(O,y) ’y €[-1, 1]} U {(x,sin(%)) ‘ T € (O,ﬂ']} c R

In anderen Worten, X besteht aus dem Graphen der Funktion = — sin(2) fiir z € (0, 7], zu-
sammen mit einem Intervall auf der y-Achse. Die Menge X wird in Abbildung [33] skizziert.
In Ubungsblatt 4 werden wir sehen, dass X zusammenhéngend, aber nicht wegzusam-
menhéngend ist.

A ist das Intervall von (0, —1) bis (0,1) auf der y-Achse
B ist der Graph der Funktion sin(1) mit z € (0, 7]

X = AU B ist zusammenhéngend aber nicht wegzusammenhéngend

ABBILDUNG 33.

Lemma 6.4. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen zwei metrischen Rdumen.
Dann gilt

(1) X wegzusammenhdngend —  f(X) wegzusammenhdingend
(2) X zusammenhingend = f(X) zusammenhingend
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BeEwEIs. Wir beweisen zuerst (1). Wir nehmen also an, dass X wegzusammenhéngend
ist. Wir wollen nun zeigen, dass f(X) ebenfalls wegzusammenhéngend ist. Es seien also
v,y € f(X). Dann gibt es z,2" € X mit f(z) = y und f(z') = y/. Nachdem X wegzu-
sammenhéngend ist gibt es einen Weg ~: [0,1] — X, welcher z und 2’ verbindet. Dann
verbindet der Weg f o~v: [0,1] — Y die Punkte f(z) =y und f(2') =¥/

Wir beweisen nun (2). Es sei also f(X) = UUV eine Zerlegung in zwei offene disjunkte
Teilmengen. Wir wollen zeigen, dass f(X) = U oder f(X) = V. Aus der Stetigkeit von
f folgt, dass f~1(U) und f~'(V) offene Teilmengen von X sind. Zudem sind f~!(U) und
f~HV) offensichtlich disjunkt. Nach Voraussetzung gilt also, dass entweder X = f~1(U)
oder X = f~Y(V). Dann gilt aber auch, dass entweder f(X) = f(f~'(U)) = U oder

fX)=f(f7H (V) =V. D

6.2. Diskrete Teilmengen. In diesem kurzen Kapitel fithren wir die diskreten Teilmen-
gen von einem metrischen Raum ein. Diesen werden wir in dieser, und auch in weiteren
Vorlesungen immer wieder begegnen.

Definition. Wir sagen eine Teilmenge D eines metrischen Raums ist diskret, wenn es zu
jedem Punkt x € D ein € > 0 gibt, so dass H B(z)ND = {x}.

Beispiel.
(1) Jede endliche Teilmenge A = {a4,...,a;} von einem metrischen Raum ist diskret,

denn fiir jedes a; mit i € {1,...,k} hat

e = min{d(a a;)|j # i}

die gewiinschte Eigenschaft.
(2) Die Teilmenge Z C C ist diskret, denn fiir jeden Punkt kénnen wir ¢ = 1 wéhlen.
(3) Man kann leicht zeigen dass A = {%|n € N} eine diskrete Teilmenge von R ist,
aber dass B = {0} U{|n € N} keine diskrete Teilmenge von R ist.

Folgende Eigenschaft von diskreten Mengen wird im weiteren Verlauf der Vorlesung
eine wichtige Rolle spielen.

Lemma 6.5. Es sei X ein metrischer Raum, es sei K C X kompakt und es sei D C X
eine abgeschlossene, diskrete Teilmenge. Dann ist D N K endlz’chF_g]

BEWEIS. Nachdem D diskret ist gibt es zu jedem Punkt z € DN K ein €, > 0, so dass
B..(2) N D = {z}. Zudem ist nach Voraussetzung X \ D offen. Also ist

U B.(z) U (X\ D)

zeD

2"Nachdem wir jetzt einen beliebigen metrischen Raum verwenden wir jetzt wieder die Notation B (x)
anstatt D.(z).
28Gilt die Aussage von diesem Lemma auch, wenn D nicht abgeschlossen ist?
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eine offene Uberdeckung von K. Nachdem K kompakt ist, ist K schon durch endlich viele
dieser Mengen iiberdeckt. Aber nachdem jede dieser Mengen hochstens einen Punkt von D
enthélt, kann K nur hochstens endlich viele Punkte aus D enthalten. 0

Wir beschliefen das Kapitel mit folgendem elementaren Lemma, welches in Ubungs-
blatt 4 bewiesen wird.

Lemma 6.6. Fs sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen zwei metrischen Rdumen.
Wenn X zusammenhdngend ist und wenn f(X) diskret ist, dann ist f eine konstante Ab-
bildung.

Beispiel. Es folgt beispielsweise aus Lemma [6.6] dass jede stetige Funktion auf einem
Intervall, deren Werte in Z liegen, konstant ist. Psychologen, Biologen, Geologen usw.
fithren gerne Entwicklungsstufen fiir Kinder, Menschen, Pflanzen, die Natur als ganzes
usw. ein, hierbei handelt sich um Abbildungen

Zeitintervall — {0, 1,..., héchste Entwicklungsstufe}.

Das Lemma besagt also, dass entweder solche Abbildungen konstant sind (also uninter-
essant) oder unstetig (und damit sehr bedenklich).

6.3. Der Identitidtssatz und das Maximumprinzip. Im Folgenden nennen wir eine
zusammenhéngende, nichtleere, offene Teilmenge von C ein Gebiet. Beispielsweise sind C
und alle offenen Scheiben Gebiete. Man kann auch leicht zeigen, dass die ‘geschlitzte Ebene’

H = {z+iy|z >0 oder y # 0},
d.h. der Definitionsbereich der komplexen Logarithmusfunktion, ebenfalls ein Gebiet ist.

Satz 6.7. (Identitétssatz) Es sei G C C ein Gebiet und es seien f,g: G — C zwei
holomorphe Funktionen. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) es ist f(z) = g(z) fir alle z € G,
(2) f und g stimmen auf einer Teilmenge M von G iberein, welche einen Haufungspunkt
i G besitzt,
(3) es gibt ein zo € G, so dass

Fm™(z) = ¢"™(20) fiir alle m € Ny.

Beispielsweise erhalten wir aus dem Identitétssatz und den Beispielen von Haufungs-
punkten auf Seite [10] folgende Aussage: es seien f und g zwei holomorphe Funktionen auf
C, welche auf einer der folgenden Teilmengen iibereinstimmen:

(1) einem Intervall [a,b] C R mit a < b,
(2) einer Scheibe,
(3) einem Kreis["]

29Wir hatten schon auf Seite gesehen, dass die Cauchysche Integralformel impliziert, dass eine
holomorphe Funktion auf einer Scheibe durch die Funktionswerte am Rand eindeutig festgelegt ist. Der
Identitdtssatz ist nun eine deutliche Verallgemeinerung dieser Aussage.
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(4) {3 In €N},
dann stimmen die Funktionen f und g schon auf ganz C iiberein. Fiir differenzierbare

reelle Funktionen ist solch eine Aussage natiirlich falsch, beispielsweise stimmen die auf R
definierten differenzierbaren Funktionen

— 0 d _ e 22, wenn x > 0,
f(@) R 9(x) { 0, wenn r < 0

auf dem Intervall [—1,0] iiberein, aber nicht auf ganz R. [}

BEWEIS.

(1) = (2) Diese Implikation ist trivial, nachdem jeder Punkt in G auch ein Haufungspunkt
von G ist.

(2) = (3) Wir setzen h = f — g. Es gibt also nach Voraussetzung eine Teilmenge M C C auf
der h verschwindet und einen Haufungspunkt zy von M, welcher in G liegt. Wir
wollen zeigen, dass h(™(z) = 0 fiir alle m € N.

Nehmen wir an, dies sei nicht der Fall. Es sei dann m € Ny die kleinste

natiirliche Zahl mit h(™(z) # 0. Nach dem lokalen Darstellungssatz gibt
es eine offene Umgebung V' von zy, so dass

hz) = (2= 2)" - k(2)

auf V', wobei k: V' — C eine holomorphe Funktion mit k(zg) # 0 ist.
Nachdem 2z, ein Haufungspunkt von M ist, gibt es eine Folge von Punkten
an # zo in M, welche gegen zq konvergiert.ﬂ Aus h(a,) = 0 und a, # 2 folgt nun
aus der Gleichung h(a,) = (a, — 20)™ - k(ay), dass auch k(a,) = 0. Nachdem k
stetig ist gilt dann auch, dass
o) = k( Jiman) = fim ko) = 0

im Widerspruch zur obigen Aussage iiber k(zp).

(3) = (1) Wir setzen wiederum h = f — g. Nach Voraussetzung gibt es ein 2, so dass
R (2) = 0 fiir alle m € Ny. Wir miissen zeigen, dass h(z) = 0 fiir alle z € G.
Wir betrachten dazu

U = {z€G|h™(z) =0 fiir alle m € Ny}
und das Komplement
V = {z € G|es gibt ein m € Ny, so dass h(™(z) # 0}.

30Djes gibt auch einen weiteren Beweis fiir die Aussage von Lemma dass sich die obige Funktion
f nicht zu einer holomorphen Funktion fortsetzen ldsst. Denn wenn man f zu einer holomorphen Funktion
f : U — C fortsetzen konnte, dann miisste nach dem Identitéatssatz diese Fortsetzung mit der holomorphen
Funktion ¢g(z) = 0 auf U, insbesondere auf R, iibereinstimmen. Aber dies ist natiirlich nicht der Fall.

31m der Tat, denn fiir jedes n gibt es einen Punkt a,, # 29 € M mit |a,, — 20| < %, also ist nh—%oa” = 2p.
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Wir wollen zeigen, dass U = GG. Wir wissen schon, dass zg € U, d.h. U ist nichtleer.
Nachdem G zusammenhéngend ist, geniigt es nun zu zeigen, dass sowohl U als auch
V' offen sind.

Wir zeigen zuerst, dass V offen ist. Es sei also z € V. Dann gibt es ein m € Nj
mit h(™(z) # 0. Nachdem h(™ stetig ist, gibt es nach Lemma aber auch ein
€ > 0, so dass h(™ auf D,(z) nicht verschwindet. Also ist D (z) C V.

Wir miissen nun noch beweisen, dass U ebenfalls offen ist. Es sei also z € U.
Nach dem Potenzreihentwicklunggsatz gibt es dann ein € > 0, so dass fiir alle
w € D(z) gilt, dass

ini w—2z)" = 0.
n=0 ~——~—"
=0

Also liegt auch D (z) in U.
U

Lemma 6.8. FEs sei f: G — C eine holomorphe Funktion auf einem Gebiet G. Wenn die
Funktion |f(2)| konstant ist, dann ist auch schon die Funktion f konstant.

BEWEIS. Es sei also f: G — C eine holomorphe Funktion auf einem Gebiet GG, so dass
die Funktion |f(z)| konstant ist. Wir beweisen erst einmal folgende Behauptung.

Behauptung. Fiir alle z € G mit f(z) # 0 gilt f'(2) =0

Es sei also z € G mit f(z) # 0. Wir miissen zeigen, dass f'(z) = 0. Wir schreiben
im Folgenden v = Re(f) und v = Im(f), d.h. es ist f = u + iv. Aus der Diskussion
von Kapitel folgt, dass es geniigt zu beweisen, dass die partiellen Ableitungen von
u(z) = u(x + iy) und von v(z) = v(x + iy) beziiglich den Variablen x und y verschwinden.

Wir wenden hierzu einen kleinen Trick an. Nach unserer Voraussetzung ist die Funktion
|fI? = (u+iv)(u — iv) = u? + v? konstant. Es folgt, dass

= Q2 g?) = s ®
0 = 8x(u +0%) = 2u8x+2vax
und ganz analog
L Ot = ou® 0y g0 g0
0 = ay(u +0v%) = 2uay+2v8y = —2ug +2vg

/]\

Cauchy-Riemann
Differentialgleichungen

Zusammengefasst erhalten wir also am Punkt z, dass

ou

u v o
(v —u) <g—”>

—_—— Y

die Determinant ist

u? 02 = |f(2)]2 # 0
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Nachdem die Determinante der Matrix auf der linken Seite nicht null ist, folgt, dass die
beiden partiellen Ableitungen verschwinden. Wir haben damit also die Behauptung bewie-
sen.

Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis der Aussage zu. Wenn f die Nullfunktion
ist, dann gibt es nichts zu beweisen. Wir nehmen nun an, dass f nicht die Nullfunktion ist.
Es gibt also ein zy € G mit a := f(zp) # 0. Wir betrachten dazu

U = {z€G|[f(z) =a}.
Wir wollen zeigen, dass U = . Wir betrachten auch das Komplement
V = {ze€G|f(2) #a}.

Es folgt aus Lemma [1.06] dass V offen ist. Nachdem G zusammenhéingend, und nachdem
U # () geniigt es nun zu zeigen, dass auch U offen ist.

Es sei also z € U. Nachdem f stetig ist gibt es nach Lemma [1.6] ein » > 0, so dass
f(w) # 0 fiir alle w € D,.(z). Dann folgt aber aus der Behauptung, dass auch die Ableitung
von f auf D,(z) verschwindet. Es folgt aus Lemma [2.11] dass f auf der Scheibe D, (z)
konstant, also gleich f(z) = a ist. Wir haben also gezeigt, dass D,(z) C U. U

Satz 6.9. (Maximumprinzip) Es se: G C C ein Gebiet und f: G — C eine holomorphe
Funktion. Wenn der Betrag |f| in G ein lokales Mazximum besitzt, dann ist f konstant.

Bemerkung. Auch dieser Satz stimmt mit unserer Erfahrung mit reellen Funktionen nicht
iiberein. Betrachten wir beispielsweise die Funktion f(z) = 4 —z? auf dem offenen Intervall
(—1,1), dann nimmt |f(z)| = 4 — 2? ein lokales Maximum in z = 0 an, aber f ist natiirlich
nicht konstant.

Im Beweis vom Maximumprinzip werden wir folgendes Lemma verwenden.

Lemma 6.10. (Mittelwerteigenschaft) Fs sei U C C eine offene Teilmenge und es sei
f: U — C eine holomorphe Funktion. Zudem sei zo € U und r > 0 mit D,(z9) C U. Dann
qilt

f(z) = %ff(zo—i—re”) dt.
0

Das Lemma besagt also, dass wir jeden Funktionswert f(zp) durch ‘mitteln’ der Funk-
tionswerte iiber einen Kreis um den Punkt zy bestimmen konnen.

32Warum ist die Funktion f(z) = 4 — 22 auf der offenen Scheibe D;(0) kein Gegenbeispiel zum
Maximumprinzip?
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BEWEIS. Es sei also U C C eine offene Teilmenge und es sei f: U — C eine holomorphe
Funktion. Zudem sei zp € U und r > 0 mit D,(z9) C U. Dann gilt

2T 2
b f f(z) _ 1 fleotre™) o o, 1 it
f(z0) = 5 Zizodz = 5= ) T e dt = %ff(z(ﬁ—re ) dt.
|z—z0|=r 0
T
Cauchysche Parametrisierung
Integralformel Y(t) = zo + re

Wir wenden uns nun dem Beweis vom Maximumprinzip zu.

BEWEIS vOM MAXIMUMPRINZIP. Nehmen wir an, dass |f| in 2y € G ein lokales Maxi-
mum annimmt. Dann gibt es also ein s > 0, so dass

lf(z)] < |f(z0)| fur alle z mit |z — 2| < s.
Wir wollen zuerst folgende, etwas schwéchere Behauptung beweisen.
Behauptung. Die Funktion f ist auf der Scheibe D,(zy) konstant.

Es sei 0 < r < s. Dann gilt

o 27
1 i 1 it
f(z0)] = ‘%{f(zo+ret) < %{ 1F(z0+7e")] dt < |f(z0)].
T T < 1f(z0)l, da 2o T
lokales Maximum
Mittelwerteigenschaft Lemma 3.1 Gleichheit gilt nur, wenn

|f (20 +reit)| = |f(2)] fiir alle {7

Nachdem links und rechts der gleiche Term steht miissen alle Ungleichungen schon Glei-
chungen sein. Dies ist nur moglich, wenn |f(2)| = |f(20)| auf dem Kreis |z — 29| = r.
Nachdem 7 frei in (0, s) gewdhlt war, folgt, dass |f| auf der Scheibe Dg(zo) konstant ist.
Die Behauptung folgt dann aus Lemma [6.8]

Die holomorphe Funktion f stimmt also mit der konstanten Funktion z +— f(zy) auf

der Scheibe Dj(zp) iiberein. Es folgt nun aus dem Identitétssatz 6.7, dass die Funktion f
auf ganz G mit der konstanten Funktion iibereinstimmt. ([l

33Hierbei verwenden wir folgende Aussage aus der Analysis I: es sei h: [a,b] — R eine stetige Funktion
und C € R, so dass h(t) < C fiir alle ¢ € [a,b]. Dann gilt

b
f h(t)dt < C(b— a) und Gleichheit gilt genau dann, wenn h(t) = C fiir alle ¢ € [a, b].
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Korollar 6.11. Es sei f: X — C eine nicht-konstante holomorphe Funktion auf einem
Gebiet X und es sei G C X ein beschrinktes Gebiet, so dass G C X. Dann nimmt die
Finschrinkung von |f| auf G sein Mazimum auf dem Rand 0G an.

BEWEIS. Die Menge G C C ist beschrinkt und abgeschlossen, also kompakt nach dem
Satz von Heine-Borel. Die stetige Funktion |f| nimmt also auf G ein Maximum an. Nach
der Voraussetzung und nach dem Identitéitssatz ist f auf G nicht konstant. Es folgt nun
aus dem Maximumprinzip, dass |f| sein Maximum nicht in G annimmt, es kann es also nur

auf dem Rand G annehmen. O

In Ubungsblatt 4 werden wir, ohne gréBere Probleme, aus dem Maximumprinzip auch
noch das sogenannte Minimumprinzip herleiten.

Satz 6.12. (Minimumprinzip) Es sei G C C ein Gebiet und f: G — C eine holomorphe
Funktion. Wenn der Betrag |f| in G ein lokales Minimum besitzt, dann ist entweder f
konstant oder f besitzt eine Nullstelle.

Ganz analog zu Korollar kann man aus dem Minimumprinzip auch leicht folgendes
Korollar herleiten.

Korollar 6.13. FEs sei f: X — C eine nicht-konstante holomorphe Funktion auf einem
Gebiet X und es sei G C X ein beschrinktes Gebiet, so dass G C X. Wenn die Ein-
schrinkung von | f| auf G sein globales Minimum im Inneren, also in G annimmt, dann
besitzt f eine Nullstelle in G.

Bemerkung. Aus Korollar [6.13| erhalten wir auch einen weiteren Beweis vom Fundamen-
talsatz der Algebra. Es sei also f(z) = ag + a1 + -+ + a,z" ein Polynom von Grad
n > 1. Nach Lemma folgt, dass lim, . p(z) = co. Dies bedeutet insbesondere, dass es
ein r > 0 gibt, so dass |f(z)] > 2|ag|+1 fiir alle z mit |z| = r. Wir wenden nun Korollar [6.13]
an auf die nicht-konstante Funktion f: X = C — C und auf G = D,(0). Nachdem fiir alle

z € 0D,(0) gilt, dass |f(2)| > | f(0)| kann | f|: D,(0) — R sein globales Minimum nicht auf
dem Rand annehmen, es muss es also im Inneren der Scheibe annehmen. Dann folgt aber
aus Korollar dass das Polynom f im Inneren der Scheibe eine Nullstelle besitzt.

Wir beschlieflen das Kapitel mit folgendem Satz.

Satz 6.14. (Satz von der Gebietstreue) Es sei G C C ein Gebiet und f: G — C eine
nicht konstante holomorphe Funktion, dann ist auch f(G) ein Gebiet.

Bemerkung. Auch in diesem Fall ist die analoge Aussage fiir differenzierbare Funktionen
falsch. Beispielsweise ist die Funktion
f:(-1,1) - R
r o 2’

differenzierbar und (—1,1) ist eine offene, zusammenhingende Teilmenge von R, aber
f((=1,1)) = [0, 1) ist nicht offen.

3411 den meisten Anwendungen ist X = C und @ ist eine offene Scheibe.
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BEWEIS. Es sei also G C C ein Gebiet, d.h. eine nichtleere, zusammenhéngende, offene
Teilmenge von C. Zudem sei f: G — C eine nicht konstante holomorphe Abbildung. Es
folgt aus Lemma [6.4] dass f(G) ebenfalls zusammenhéngend ist.

Es verbleibt zu zeigen, dass f(G) offen ist. Es sei nun wy € f(G). Wir miissen zeigen,
dass es ein € > 0 gibt, so dass D.(wp) C G. Wir wéhlen ein zy € G mit f(zy) = wo.

Wir beweisen zuerst folgende Behauptung.

Behauptung. Es gibt ein r > 0, so dass f auf dem Kreis {z ||z — 29| = r} den Wert wy
nicht annimmt.

Wir beweisen die Behauptung mit einem Widerspruchsbeweis. Wenn die Aussage nicht
gilt, dann gibt es zu jedem n € N ein z, # zg mit |z, — 2| < % und f(z,) = wo = f(z0).
Aus dem Identitatssatz folgt dann aber, dass f(z) mit der konstanten Funktion wy
iibereinstimmt. Aber nach Voraussetzung ist f nicht konstant. Wir haben damit also die
Behauptung bewiesen.

Dr(z0) 1(@)
F({z 1z =2l =r})
g f(z0) = wo
D (wy)

G 20

Kreis mit Radius 2e um wy
w

ABBILDUNG 34. Illustration zum Beweis vom Satz von der Gebietstreue.

Wir setzen
1.
€ = imm{]f(z)—wo\“z—zo\:r}.

Aus der Behauptung folgt, dass € > 0. Es geniigt nun folgende Behauptung zu beweisen.
Behauptung. Die offene Scheibe D.(wy) liegt in f(G).

Es sei also w € D.(wp). Wir wollen zeigen, dass es ein z € D,(zp) mit f(z) = w
gibt. In anderen Worten, wir wollen zeigen, dass h(z) = f(z) — w eine Nullstelle in D, (z)
besitzt. Wir wollen die Existenz der Nullstelle mithilfe von Korollar [6.13, angewandt auf
die nicht-konstante Funktion| h(z) auf G = D, (z), beweisen.

35Wir wenden den Identitéitssatz an auf M = {zg, 21, 22, ... }, hierbei ist zy ein Hiufungspunkt von
M.

36Nachdem f auf dem Gebiet G nicht konstant ist, kann f nach dem Identitétssatz auch auf keiner
Scheibe in G konstant sein.
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Wir betrachten dazu erst einmal die Werte von |h| auf dem Rand der Scheibe D,(z).

Es sei also z € C mit |z — 29| = r. Dann gilt

h(z)] =

Andererseits gilt
|h(z0)| =

f(2) — wl

|/ (20) — wl

>
>

i(f(Z) — wp) + (wo — w)

f(z) —wo| = [w —wo| = e
—_———

>2e <e

lwy —w| < e

Wir sehen also, dass |h(2)| sein globales Minimum nicht auf dem Rand der Scheibe anneh-
men kann. Es nimmt dieses Minimum also in D,(zp) an. Also besitzt die Funktion h(z)

nach Korollar in D, (z) eine Nullstelle.

O
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7. ISOLIERTE SINGULARITATEN
7.1. Die drei Typen von isolierten Singularititen.

Definition. Es sei U C C offen und es sei f: U — C eine holomorphe Funktion. Wir sagen
zo € C ist eine isolierte Singularitit oder auch eine Definitionslicke von f, wenn zy & U,
aber wenn es ein € > 0 gibt, so dass D.(zo) \ {20} C U.

Mit anderen Worten, zj ist eine isolierte Singularitit von einer Funktion f, wenn f, bis
auf den Punkt zg, in einer kleinen Scheibe um zg definiert ist.

Beispiel. Im Folgenden geben wir drei Beispiele von Funktionen, welche jeweils auf der
offenen Menge U = C\ {0} definiert sind, und eine isolierte Singularitét bei zy = 0 besitzen:

(1) fiz) = e
(2) fz2) = o, wobei m > 1,
(3) fa(z) = Sin(é).

Im Folgenden unterscheiden wir drei verschiedene Typen von Singularitéiten.

Definition. Es sei z; eine isolierte Singularitéit einer holomorphen Funktion f: U — C.
(1) Wir sagen z ist eine hebbare Singularitit, wenn es ein w € C gibt, so dass

UuU {Zo} — C
{ f(z), wenn z € U,
zZ

w, wenn z = 2

eine holomorphe Funktion ist. In anderen Worten, z, ist hebbar, wenn es eine
holomorphe Funktion g auf U U{z} gibt, welche auf U mit f iibereinstimmt. Wir
nennen dann g eine holomorphe Fortsetzung von f auf U U {z}.

(2) Wir sagen z ist ein Polstelle von f, wenn z, nicht hebbar ist, aber wenn es ein
m > 1 gibt, so dass (z — 29)™ - f(z) eine hebbare Singularitét in 2z, besitzt. Das
kleinste derartige m nennen wir die Ordnung der Polstelle zy. Eine Polstelle erster
Ordnung nennen wir auch eine einfache Polstelle.

(3) Wenn z, weder hebbar noch eine Polstelle ist, dann nennen wir z, eine wesentliche
Singularitdat von f.

Bevor wir uns den obigen Beispielen zuwenden halten wir zuerst folgende zwei elemen-
tare Aussage als Lemmas fest.

Lemma 7.1. Wenn zy eine hebbare Singularitit einer holomorphen Funktion f: U — C
ist, dann existiert der Grenzwert lim f(z) € C.
Z—r20
BEWEIS. Es sei g: U U {2} — C eine holomorphe Fortsetzung von f. Dann gilt
lim f(z) = limg(z) = g(z0)
Z—r20

Z—r20
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Der Beweis vom folgenden Lemma ist eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 5.

Lemma 7.2. Es sei zg eine isolierte Singularitit einer holomorphen Funktion f: U — C
und k > 1. Dann gilt

es gibt ein r > 0 und eine holomorphe
Funktion g: D,(z9) — C mit g(29) # 0, so dass

(2 = 20)" - f(2) = g(2) auf Dy(20) \ {z0}

Wir wenden uns nun wieder den obigen Beispielen zu.

zp st eine Polstelle
k-ter Ordnung

Beispiel.
(1) Der Punkt zy = 0 ist eine hebbare Singularitiat von fi(z) = %, denn fir z # 0
gilt
1. 1 w— n 22t - n 2"
hiz) = Zsin(z) = - ;(_1) 2n+ )l Z(_l) @n+ )l
—g(2)

Nach Lemma 2.5 besitzt die Potenzreihe g(z) den gleichen Potenzradius wie sin(z),
d.h. die Potenzreihe g(z) konvergiert auf ganz C. Insbesondere ist g holomorph auf
ganz C. Wir sehen also, dass der Punkt zy eine hebbare Singularitédt der Funktion
filz) = 226 g,

(2) Es sei nun m > 1. Wir betrachten die Funktion fy(z) = sz Es folgt sofort aus
Lemma [7.2] dass zo = 0 eine Polstelle m-ter Ordnung von f(z) ist.

(3) Wir wollen nun noch, wenig iiberraschend, zeigen, dass der Punkt zy = 0 eine
wesentliche isolierte Singularitéit von f3(z) = sin(1) ist. Nehmen wir, an dass dies
nicht der Fall ist. Dann gibt es ein m > 0, so dass f3(2) - 2™ eine holomorphe
Fortsetzung ¢(z) auf ganz C besitzt. Wir betrachten die Folge z, = ﬁ, n € N.
Dann gilt fiir alle n € Ny, dass

9(z) = 2 sin(z) = 0.
——
=sin(27n)=0

Es folgt aus dem Identitétssatz , angewandt auf M = {z, | n € N} mit Hiufungspunkt

0, dass g(z) auf ganz C mit der Nullfunktion iibereinstimmt. Aber dies ist offen-
sichtlich nicht der Fall.

Das néchste Lemma gibt einen Zusammenhang zwischen Nullstellen und Polstellen.

Lemma 7.3. Es sei U C C offen, es sei f: U — C eine holomorphe Funktion, es sei
2o € U und es sei k > 1. Dann gilt

2o st eine Nullstelle zp st eine Polstelle
k-ter Ordnung von f(z) k-ter Ordnung von ﬁ
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BEWEIS. Die Aussage des Lemmas folgt sofort aus dem lokalen Darstellungssatz |5.16
und aus Lemma [7.2] Der Vollstandigkeit halber fiihren wir das Argument auch noch
sorgfiltig aus.

Wir beweisen zuerst die ‘="-Richtung. Es sei also zy eine Nullstelle k-ter Ordnung von
f. Nach dem lokalen Darstellungssatz [5.16] gibt es eine offene Umgebung V' von z, und eine
holomorphe Funktion h: V' — C mit h(z) # 0, so dass

f(z) = (z—2)% h(z) fiirallezeV,

Es folgt, dass

(z — zo)k’f(lz) = h(lz) fur alle z € V' \ {20}

Es folgt aus Lemma , dass 2 eine Polstelle k-ter Ordnung von ﬁ ist.

Wir beweisen nun die ‘<=-Richtung. Es sei also 2, eine Polstelle k-ter Ordnung von ﬁ

Dann gibt es nach Lemma auf einer Umgebung V' von 2, eine holomorphe Funktion A
mit h(zp) # 0, so dass

(z — 20)* - ﬁ = h(z), fir alle z € V.

Aber daraus folgt
B _ 1 .
f(z) = (2—20) )’ fiir alle z € V.

Es folgt nun, dass zg eine Nullstelle k-ter Ordnung von f(z) ist. O

Im Folgenden charakterisieren wir jetzt die drei Typen von isolierten Singularitéiten
durch das Werteverhalten der Funktion f in einer Umgebung von z.

Satz 7.4. (Riemannscher Hebbarkeitssatz) Es sei zy eine isolierte Singularitit einer
holomorphen Funktion f: U — C. Dann gilt

2o st eine hebbare es gibt ein r > 0, so dass f
Singularitit auf D, (z9) \ {20} beschrankt ist.

BEWEIS. Die ‘="-Richtung ist offensichtlich.ﬂ Wir wenden uns jetzt der ‘<=’-Richtung
zu.

Die Funktion f ist also in einer Umgebung von zy beschrinkt. Dies bedeutet al-

lerdings noch nicht, dass der Grenzwert lim f(z) notwendigerweise existiert. Wir
Z—20

multiplizieren deswegen f(z) mit z — zp um sicher zu stellen, dass der Grenzwert

mit z — 2o auch wirklich existiert.

3"n der Tat, denn wenn f hebbar ist, dann gibt es ein r > 0, so dass D,.(20) C U und eine holomorphe

(insbesondere stetige) Funktion g, welche auf D,.(z) \ {20} mit f iibereinstimmt. Nachdem stetige Funk-
tionen auf kompakten Teilmengen beschrénkt sind, ist ¢ auf auf D,.(zp) beschriankt. Also ist auch f auf

D,.(20) \ {20} beschrinkt.
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Wir betrachten dazu die Funktion
F:UU{2} — C
z = F(z2) = {f(z)'(z_zo), fiir z # 2,

0, fiir z = z.

Aus der Beschrianktheit von f folgt, dass F' in U U {2y} zumindest stetig ist. Nachdem F
zudem offensichtlich homomorph auf U ist folgt nun aus Satz [5.13] dass F' sogar auf ganz
U U {z} holomorph ist.

Wir betrachten nun

g:UU{z} — C
F(z)—F(z0)

Lo 4 SR =7, wemn z # z,
F'(2), wenn z = 2.

Die Funktion ¢ ist aulerhalb von z; holomorph, und sie ist in z, stetig. Also ist nach
Satz die Funktion g sogar auf ganz UU{z,} holomorph. Insbesondere ist g die gesuchte
holomorphe Fortsetzung von f auf U U {z}. O

Satz 7.5. FEs sei zy eine isolierte Singularitit einer holomorphen Funktion f: U — C.
Dann gilt
2p ist eine Polstelle <= lim f(z) = oo.
zZ—20
BEWEIS. Wir nehmen zuerst an, dass z; eine k-fache Polstelle ist. Dann kénnen wir
nach Lemma [7.2| schreiben f(z) - (2 — 29)* = g(2), wobei ¢ eine holomorphe Funktion auf
U U{z} ist mit g(zo) # 0. Dann gilt

lim f(z) = lim 1)kg(z) = oo.

zZ—20 Z—20 (Z — 20

Wir nehmen nun umgekehrt an, dass lim f(z) = co. Dann ist lim ﬁ = 0. Nach dem
Z—r20 Z—rZ20

Riemannschen Hebbarkeitssatz 7.4 und dem lokalen Darstellungssatz [5.16| gibt es ein r > 0,
ein k£ > 1 und eine holomorphe Funktion g auf D, (zp) mit g(z) # 0, so dass

L k. z au 20 20f-

Dank Lemma konnen wir, nach eventuellem Ubergang zu einem kleineren r, annehmen,
dass g(z) # 0 auf D,(zp). Aber dies bedeutet gerade, dass

(2= 2)- f(z) = 9(12) auf D, (20) \ {zo}.
~~
holomorph

Wir haben also nach Lemma[7.2] gezeigt, dass zg eine Polstelle k-ter Ordnung von f ist. O
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Definition. Wir sagen eine Teilmenge Y von einem metrischen Raum ist dicht, wenn es
zu jedem x € X und € > 0 ein y € Y mit d(z,y) < € gibt. In Quantoren ausgedriickt gilt

Yist dichtin X <= V V dd(z,9)<e

zeX >0 yeYy

Beispielsweise ist Q dicht in R und {z + iy |z,y € Q} ist dicht in C. Andererseits ist
{z € C||z| > 1} nicht dicht in C.

Bemerkung. Es folgt leicht aus den Definitionen, dass eine Teilmenge Y C X genau dann
dicht ist, wenn Y = X.

Der letzte Satz von diesem Kapitel gibt nun noch ein Kriterium dafiir, dass eine we-
sentliche Singularitéit vorliegt.

Satz 7.6. (Satz von Casorati-Weierstrafl) Es sei zy eine isolierte Singularitit einer
holomorphen Funktion f: U — C. Dann gilt

2o ist eine wesentliche PN fir jedes v >0 mit D,(z) \ {20} C U ist
Singularitdt f(Dr(20) \ {#0}) dicht in C.

Bemerkung. Es gilt sogar eine deutlich stiarkere Aussage. Genauer gesagt, der Satz von
Picard besagt, dass wenn 2z, eine wesentliche isolierte Singularitéit einer holomorphen Funk-
tion f: U — C ist, dann gibt es zu jedem r > 0 hochstens einen Punkt, welcher nicht in
f(Dr(20) \ {20}) enthalten ist. Mehr Informationen dazu kann man auf

https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Picard

finden.
BEWwEIs. Wir beweisen die dquivalente Aussage
2p ist keine wesentliche e gibt ein r > 0 mit D, (20) \ {20} C U, so dass
Singularitét f(D.r(20) \ {#0}) nicht dicht in C ist.

Der Beweis der ‘=’"-Richtung folgt leicht aus den Definition. Die genaue Ausfithrung
des Arguments ist eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 5.
Wir wenden uns nun der ‘<="-Richtung zu. Wir nehmen also an, dass

J 4 4 \ 1f(z) —w| > e

r>0 weC €>0 2#20€D,(20)

Wir wollen zeigen, dass z keine wesentliche Singularitét ist, d.h. wir wollen zeigen, dass 2
entweder hebbar ist oder eine Polstelle ist.

Wir betrachten nun
1
g(z) = o —w auf D, (20) \ {20}
Die Funktion g(z) ist holomorph und es folgt aus unserer Annahme, dass der Betrag von
g(z) auf D, (z)\ {20} durch % beschrénkt ist. Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz

gibt es also eine holomorphe Fortsetzung h(z) von g(z) auf D, (z). Dann gilt

flz) = w+ﬁ:w+%z> auf D, (20) \ {20}
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Wir machen nun eine Fallunterscheidung;:
1. Fall h(zp) # 0. In diesem Fall besitzt f(z) = w + ﬁ eine holomorphe Fortsetzung auf
D,(zp). Insbesondere ist z; keine wesentliche Singularitét.
2. Fall h(zp) = 0. In diesem Fall besitzt f(z) = w+ ﬁ in 2, eine Polstellelﬂ insbesondere
ist zg keine wesentliche Singularitt.
O

38 : : - 1
In der Tat, dies folgt aus 1 =1 =) = d aus Satz 7.5
n der Tat, dies folgt aus Zggof(z) im (w+h(z)) oo und aus az

Z—r20
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8. DER LAURENT-REIHENENTWICKLUNGSSATZ

8.1. Laurent-Reihen. Es sei z; = 0 eine isolierte Singularitdt einer holomorphe Funktion
f: U — C. Wenn die Singularitét hebbar ist, dann konnen wir f als Potenzreihe schreiben,
d.h. es gibt ¢, € C, n € Ny, so dass

f(z) = chz” = cF+az+ct e+ ...
n=0

Wenn z, = 0 hingegen eine Polstelle k-ter Ordnung ist, dann koénnen wir 2* - f(z) als
Potenzreihe beschreiben, d.h. es gibt ¢, € C, n € Ny, so dass

1 & _ _
flz) = —kE a2 = cor Pz 4 e 12 F et
z
n=0

Betrachten wir zuletzt noch die Funktion f(z) = exp(l). In Ubungsblatt 5 werden wir
sehen, dass zg = 0 eine wesentlichen Singularitét ist. Hierbei gilt
_Ooi}n_ 11 o 1 3
f(z) = z_;)n!<z> = 1+z27 +32 R
Wir sehen also, dass wir die Funktionen im Allgemeinen nicht mehr durch Potenzreihen be-
schreiben kénnen, aber wir kénnen diese durch Reihen beschreiben, in denen auch negative
Exponenten von z auftauchen.

Definition. Eine Laurent-Reihe um den Punkt z, € C ist eine Funktion der FormP

00 —1 00
— n o __ n n
f(z) = E ez — 20)" = g cn(z — 20)" + cn(z — 20)".
n=-—00 n=-—oo n=0
NS _ N J/
' TV
Hauptteil der Nebenteil der
Laurent-Reihe Laurent-Reihe

Die Laurentreihe heifit konvergent (bzw. absolut konvergent, gleichméfig konvergent etc.),
wenn dies sowohl fiir Hauptteil als auch den Nebenteil zutrifft. Wenn der Nebenteil ver-
schwindet, dann nennen wir f(z) eine reine Laurent-Reihe.

Wir beweisen zuerst einige Eigenschaften von reinen Laurent-Reihen, bevor wir uns den
allgemeinen Laurent-Reihen zuwenden. Es sei

-1

flz) = > ez —2)"

n=—oo
39Piir eine Folge c_1,¢_2,c_3,... von komplexen Zahlen bezeichnen wir mit
-1 -1
E ¢, = lim E Ck
k—o0
n=—oo n=—=k

wie iiblich die Folge und den Grenzwert (wenn er existiert) der Partialsummen.
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eine reine Laurent-Reihe. Wir bezeichnen™

S

o 1
— <Konvergenzradius von » c_n(z— zo)">
n=1

als den Konwvergenzradius der reinen Laurent-Reihe.

Satz 8.1. Es sei

-1

Z cn(z — 29)"

n=—oo

eine reine Laurent-Reihe mit Konvergenzradius r. Dann gelten folgende Aussagen:

f(2)

(1) Die Laurent-Reihe konvergiert fiir alle z mit |z — zo| > r und sie divergiert fir alle
z mit |z — z| <.

(2) Fiir alle s > r konvergiert die reine Laurent-Reihe auf{z € C||z| > s} gleichmdfig.
(3) Die Laurent-Reihe ist auf {z € C||z — zo| > r} holomorph, wobei

f'(z) _Z nep(z — 20)" !

n=—oo

‘gliedweises ableiten’.

(4) Wenn c_y = 0, dann besitzt die Laurent-Rethe auf {z € C||z — z| > r} die
Stammfunktion

Z Cn (2 — 2zo)" ™

n=—oo

‘gliedweises integrieren’.

BeEwEIs. Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir den Spezialfall zy = 0.
Es sei also

f(2) i 2

n=—oo

eine reine Laurent-Reihe um 2y = 0 mit Konvergenzradius r. Wir betrachten auch
o
k(z) = Zc,nz”.
n=1

Per Definition von r hat k(z) nun den Konvergenzradius r~! = %. Dann ist zudem offen-
sichtlich f(z) = k(z™!) = k(2). Es folgt, dass

1 1 1 .
2| >r = o <7 ? k(;) = f(z) konvergiert .

Satz 2.4

4OHierbei verwenden wir die Konvention, dass = = 0 und 5 = 0.
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Die anderen Aussagen von (1) und (2) folgen ganz &hnlich aus den Aussagen iiber Potenz-
reihen. Zudem folgt aus f(z) = k(2), dass

7 = #1() = 0(2)(-2) = Sl (-2) = o

Kettenregel nach Satz 2.6
1

Substitution £ = —n

Die vierte Aussage folgt aus der dritten, den gliedweises Ableiten der Laurent-Reihe F(2)
ergibt, unter der Voraussetzung, dass c¢_; = 0, die urspriingliche Laurent-Reihe. 0

Fir 0 <r < R < oo bezeichnen wir mit
Ky r(2) = {z€C|r<|z— 2| <R}
den offenen Kreisring um zp mit innerem Radius r und duflerem Radius R.

Satz 8.2. Es sei

f(Z) = Z Cn(z - ZO)n
eine Laurent-Rethe. Wir setzen
R = Konvergenzradius vom Nebenteil
r = Konvergenzradius vom Hauptteil.

Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Fir alle z € C gilt

lz2| < r = f(2) divergiert
r < |z2| < R = f(z) konvergiert

R < |7 = f(z) divergiert.
(2) Fir aller < s < S < R konvergiert die Laurent-Reihe f auf dem abgeschlossenen
Kreisrmglﬂ
Kos(z) = {z€C|s<|z2— 2] < S}
gleichmdfsig.

Bemerkung. Der Satz besagt also, dass der Kreisring K, g(zp) der maximale offene Kreis-
ring ist, auf dem f(z) konvergiert. Wie im Fall von Potenzreihen kann man keine allgemeine
Aussagen iiber die Konvergenz von f(z) auf den Kreisen |z — 29| = 7 und |z — 29| = R
machen.

4per abgeschlossene Kreisring ist in der Tat der Abschluf}, des offenen Kreisrings K, r(2o), im Sinne

von Kapitel
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o0
R R ist der Konvergenzradius vom Nebenteil g cn(z — 20)"
n=0
—1
" r ist der Konvergenzradius vom Hauptteil E cn(z — 20)"

es gibt keine allgemeine Aussage
20 fiir die Konvergenz auf den Kreisen
|z — 2ol =rund |z — 2| = R

Die Potenzreihe konvergiert auf dem offenen Kreisring K. g(20)

Die Potenzreihe divergiert fiir [z — zo| < r und |z — zo| > R

ABBILDUNG 35. Illustration von Satz[R.2

Beispiel. Wir setzen ¢, = (%)” fiir n > 0 und ¢, = 3" fiir n < —1. Wir betrachten die
Laurent-Reihe

flz) = Z 2t = Z 32"+ Z(%)nz"
n=0

n=—oo n=—oo

——— ————
Hauptteil der Reihe Nebenteil der Reihe

Dann ist
o0
R = Konvergenzradius von Y (3)"z" = 2
n=0
o0 -1
. _ 1
r = | Konvergenzradius von 3 ”z”) = -,
(Konverg >3 :

"=y

Wir erhalten also aus Satz , dass die Laurent-Reihe auf dem offenen Kreisring K1 2(0)
konvergiert. Mit anderen Zahlenwerten fiir ¢, kann man auch Laurent-Reihen erhalten mit
R < r, in diesem Fall konvergiert dann die Laurent-Reihe nirgendwo.

BEWEIS VON SATZ [R.2l Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir den
Spezialfall zy = 0. Es sei also

6 = Y e

n=—oo
eine Laurent-Reihe. Wir setzen
R = Konvergenzradius vom Nebenteil
r = Konvergenzradius vom Hauptteil.
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Dann folgt, dass

-1 0o
flz) = Z Cp 2" + E cn 2"
n=—oo n=0
—— ——
nach Satz[8]] gilt: nach Satz gilt:
konvergiert fiir |z| > r konvergiert fur |z| < R

divergiert fiir |2 < r divergiert fiir |z| > R

Die Aussage iiber die Konvergenz der Laurent-Reihe folgt nun aus der Tatsache, dass per
Definition die Laurent-Reihe genau dann konvergiert, wenn sowohl der Hauptteil als auch
der Nebenteil konvergieren.

Die Aussage iiber die gleichméfiige Konvergenz folgt aus den Aussagen iiber die gleich-

mafige Konvergenz von Potenzreihen in Satz und Satz (2). U

Viele Ergebnisse, welche wir fiir Potenzreihen formuliert und bewiesen hatten, iiber-
tragen sich ohne grolere Probleme auf Laurent-Reihen. Beispielsweise haben wir folgenden
Satz.

Satz 8.3. E's sei
fz) = ) enlz—2)"

n=—oo

eine Laurent-Reihe, welche auf dem Kreisring K, r(z0) konvergiert. Dann gelten folgende
Aussagen:

(1) Die Funktion f(z) ist auf dem Kreisring holomorph mit

f'(z) = Z nen(z — 20)" 1
(2) Wenn c_1 =0, dann besitzt f(z) auf dem Kreisring die Stammfunktion

[e.9]

F(z) = ) =25(2— 2"t

n = —0o0o

n#—1
(3) Fir alle s € (r,R) und alle n € Z gilt

_ 1 f(2)
Cn = 2i | f| (Z _ Zo)n+1 dz.
z—2zp0|=s
BEWEIS. Die erste Aussage folgt indem wir Satz 2.6 auf den Nebenteil und Satz [8.1] auf
den Hauptteil anwenden. Ganz analog folgt die zweite Aussage indem wir Satz [2.6] auf den
Nebenteil und Satz [8.1] auf den Hauptteil anwenden. Die dritte Aussage wird genauso wie

Satz [3.10] bewiesen. O
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8.2. Der Laurent-Reihenentwicklungssatz. Der Potenzreihenentwicklungssatz be-
sagt, dass man jede holomorphe Funktion auf einer offenen Kreisscheibe als Potenzreihe
beschreiben kann.

Der folgende Satz besagt nun, dass man jede holomorphe Funktion, welche auf einem
offenen Kreisring definiert ist, als Laurent-Reihe schreiben kann.

Satz 8.4. (Laurent-Reihenentwicklungssatz) Fs zy € C, es seien 0 < r < R < o0
und es sei f eine holomorphe Funktion auf dem Kreisring K, r(20). Dann gibt es eindeutig
bestimmte c,, € C, n € Z, so dass auf dem Kreisring gilt, dass

Wie wir gleich sehen werden besitzt der Beweis vom Laurent-Reihenentwicklungssatz
natiirlich eine gewisse Ahnlichkeit zum Beweis vom Potenzreihenentwicklungssatz

BEwWEIS. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass zy = 0. Es sei nun f eine holomorphe Funktion
auf Kr r(0) und es sei z € K, g(0). Wir wihlen 7/, R und € > 0 mit » < ' < R < R und

D.(z) C K,v p(0). Diese Wahl wird in Abbildung 36| illustriert. Wir bezeichnen zudem mit

die Funktion f ist holomorph auf
dem offenen Kreisring K, (0)
R/

der Kreis =R

z

der Kreis |z| =1/

z

die Scheibe D.(z) liegt in dem Kreisring K, p/(0)

ABBILDUNG 36. Die Wahl von ', R" und € im Beweis vom Laurent-
Reihenentwicklungssatz.
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a und S die Wege, welche in Abbildung [37] skizziert sind. Dann gilt

R N LY P

0 |§—z|=e
Cauchysche Integralformel gleiches Argument wie in Korollar

_ 1 1) f f©)
271 £—
4 |z|=R/ ZI
die beiden horizontalen Beitrdge zum Integral iiber v heben sich weg,

der duflere Kreisbogen wird gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen
und der innere Kreisbogen wird im Uhrzeigersinn durchlaufen

Im Beweis vom Potenzreihenentwicklungssatz hatten wir schon gesehen, dass

diese Beitrage zum
Kurvenintegral iiber
£ heben sich weg

die Kurve

die Kurve o z die Kurve «

die Kreiskurve um z mit Radius ¢
analog zu Korollar % gilt analog zu Korollar g gﬂt

de ff g = ff

ABBILDUNG 37. Die Wege a und 8 im Beweis vom Laurent-Reihenentwicklungssatz.

|§—z[=e€

f(€ _ o 1 4 _ FON~ (2
|£|fR' - _|§|fRf : 1_§dz |s|fR/ ¢ nzg)z ;)la‘/;z' Gl
| [ =

geometrische Reihe, da [£[ <1 Konvergenzsatz [3.17]
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Ein ganz dhnliches Argument zeigt nun, dass

f f 1 = n > f —n—
190 - [ 100 - [ 195 e =% [ e

= = I T =0 n=0 jei=r

————

=iC—n—-1

geometrische Reihe, da [£] < 1

Wir haben also f(z) auf dem Kreisring K, r/(0) als Laurent-Reihe geschrieben. Die Koeffi-
zienten der Laurent-Reihe sind hierbei nach Satz (3) eindeutig bestimmt. Nachdem die
Funktion mit der Laurent-Reihe auf allen Kreisringen K,/ r/(0) mit r < ' < R' < R gilt,
muss diese Ubereinstimmung auch auf dem ganzen Kreisring K, z(0) gelten. O

Wir kénnen nun anhand der Laurent-Reihe den Typ einer isolierten Singularitit ablesen.
Genauer gesagt, es gilt folgender Satz:

Satz 8.5. Es sei zy eine isolierte Singularitit einer holomorphen Funktion f: U — C.
Dann gibt es ein v > 0 und eine eindeutig bestimmte Laurent-Reihe, so dass

f(z) = Z cn(z —20)"  fir alle z € Ko, (20) = Dy(20) \ {20}

Zudem gilt

die Laurent-Rethe ist eine Potenzreihe
d.h. es ist ¢, =0 fiir alle n < 0.

es ist c_p # 0 aber ¢, =0 firn < —k

es ist ¢, # 0 fiir unendlich viele n < 0.

!

(1) 2o ist hebbar

(2) 2o ist Polstelle k-ter Ordnung
(3) 2o ist wesentlich

[}

Beispiel. Fiir z # 0 ist

sin (l) _ i (—1) (L)2nt1 _ i (—1) 1 S—2n—1  _ i (_1)m;Z2m_1
P n=0 (2n + 1)! =0 (2n +1)! 4w (“2m +1)! .
Substitution m = —n

Es folgt also aus Satz (3), dass zg = 0 eine wesentliche Singularitét von f(z) = sin(%)
ist. Wir hatten diese Aussage natiirlich auch schon auf Seite mit anderen Methoden
bewiesen.

BEWEIS. Nachdem zy € C eine isolierte Singularitdt von f: U — C ist, gibt es per
Definition ein r > 0, so dass D,(z0) \ {20} C U. Die Existenz und die Eindeutigkeit der
Laurent-Reihe folgt nun aus dem Laurent-Reihenentwicklungssatz [8.4]
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Wir beweisen zunéchst die erste Aquivalenz. In der Tat gilt

es gibt eine holomorphe Funktion g, welche
auf D,(z9) \ {20} mit f iibereinstimmt
. © gibt eine Potenzreihe, welche auf
1 D, (20) \ {20} mit f tibereinstimmt

Potenzreihenentwicklungssatz
es gibt eine Potenzreihe, welche auf
D, (20) \ {20} mit f tibereinstimmt
<= die Laurent-Reihe ist eine Potenzreihe.

/I\
Eindeutigkeit der Laurent-Reihe

2o ist hebbar <=

Die zweite Aquivalenz folgt aus der ersten Aquivalenz und Lemma , welches besagt, dass
2o eine Polstelle k-ter Ordnung ist, genau dann, wenn f(2) - (z — 29)* = g(z), wobei g eine
holomorphe Funktion auf U U {2} ist mit g(zo) # 0.

Die letzte Aquivalenz folgt aus den ersten beiden, nachdem sowohl die linke als auch die
rechte Seite das Komplement der vorherigen beiden Aussagen links bzw. rechts sind. [

Definition. Es sei z; eine isolierte Singularitédt einer holomorphen Funktion f: U — C.
Nach Satz gibt es ein r > 0 und eine eindeutig bestimmte Laurent-Reihe, so dass
~1

f(z) = Z cn(z — 20)" + Z cn(z — 20)" fir alle z € D, (20) \ {20}

n=—oo
(.

Vv vV
genannt Hauppteil der Singularitéit genannt Nebenteil der Singularitit

Lemma 8.6. Es sei f und g zwei holomorphe Funktion auf U mit einer isolierten Singu-
laritdt bei zg. Wenn f und g im Punkt zy den gleichen Hauptteil besitzen, dann ist zy eine
hebbare Singularitit von f — g.

BEwEIS. Die Funktion f — g kann in einer Umgebung von zy durch die Differenz der
Nebenteile, also durch eine Potenzreihe beschrieben werden. Also ist z; nach Satz eine

hebbare Singularitdat von f — g. O
Beispiel. Die Funktionen
1
f(z) = >
und
1 1 — n 227" 1 z 23
g(z) = ;cos(z) = Z;}(—l) el = 27 5#—1 — ...

besitzen bei 2y = 0 eine isolierte Singularitdt mit Hauptteil %, also besitzt % — %cos(z) bei
29 = 0 eine hebbare Singularitit.
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9. WEGINTEGRALE UBER BELIEBIGE STETIGE WEGE

9.1. Das Lemma von Lebesgue. Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir mehr-
mals folgende Aussage verwenden, welche einen harmlosen Namen trégt, es aber in sich
hat.

Lemma 9.1. (Lemma von Lebesgue) Es sei K ein kompakter metrischer Raum und
es sei {U;}ier eine offene Uberdeckung von K. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass es fiir jede
Teilmenge A mit Durchmesser(A) < 6 eini € I gibt, so dass A C Uj.

BeEwEIS. Nachdem K kompakt ist kénnen wir K schon durch endlich viele der U;’s
iberdecken. Wir konnen also 0.B.d.A. annehmen, dass [ = {1,...,n}.

Wenn K = U, fiir ein i € {1,...,n}, dann hat jedes § > 0 die gewiinschte Eigenschaft.
Wir nehmen nun an, dass fiir alle ¢ gilt, dass U; € K. Wir beweisen zuerst folgende
Behauptung:

Behauptung. Die Funktion™]
f K — R
1 n

r = f(x):= EZd(m,K\Ui)

i=1

ist stetig und nimmt nur positive Werte an.

Es folgt leicht aus den Definitionen und der Dreiecksungleichung, dass f stetig ist. Es
sei nun x € K. Wir wollen zeigen, dass f(z) > 0. Nachdem K = U; U---U U, gibt es
ein ¢ mit « € U;. Da U; offen ist gibt es ein r > 0, so dass B,(x) C U;. Dann gilt aber
d(z, K\U;) > r. Insbesondere ist dann f(x) > =. Wir haben also die Behauptung bewiesen.

Nachdem f stetig ist und nachdem K kompakt ist nimmt f sein globales Minimum &
auf K an. Aus der Behauptung folgt, dass dieses Minimum ¢ grofler als 0 ist. Wir wollen
nun zeigen, dass dieses 0 die gewiinschte Eigenschaft besitzt. Genauer gesagt wollen wir
folgende Behauptung beweisen.

Behauptung. Es sei A eine Teilmenge von K mit Durchmesser(A) < §. Dann gibt es ein
ie{l,...,n} mit A C U,.

Es sei z € A beliebig. Wir wihlen m € {1,...,n}, so dass d(z, K \ U,,) maximal ist.
Dann gilt

5 < @) = LS de K\U) < da.K\U,).

=1

0 <d(z,K\Un)
nach Wahl von §

42Fiir € K und eine nichtleere Teilmenge C' C K schreiben wir hierbei

d(z,C) = inf{d(z,y) |y € C}.
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Also gilt Bs(x) C U,,. Nachdem der Durchmesser von A kleiner als ¢ ist gilt auch A C Bj(x),
insgesamt gilt also A C U,,. Wir haben damit die Behauptung bewiesen. 0

9.2. Wegintegrale iiber beliebige stetige Wege. Wir erinnern zuerst an folgende zwei
Definitionen:

(1) ein Weg ist eine stetige Abbildung v: [a,b] — C,

(2) ein Integrationsweg ist ein Weg v: [a,b] — C, welcher abschnittsweise stetig diffe-

renzierbar ist.
Auf Seite 23] hatten wir das Wegintegral einer holomorphen Funktion iiber einen Integra-
tionsweg eingefithrt. Wir wollen jetzt den Begriff von Wegintegralen auf beliebige Wege
fortsetzen.
Wir benotigen dazu folgende Definition.

Definition. Es sei U C C eine offene Menge und es sei 7: [a,b] — C ein Weg. Wir sagen,
eine Zerlegung a =ty < t; < --- <t = b ist fein, wenn es offene Scheiben Dy, ..., Dy_1 in
U gibt, so dass fir alle i = 0,...,k — 1 gilt v([t;, ti+1]) C D;.

Das folgende Lemma besagt nun, dass es immer feine Zerlegungen gibt.

Lemma 9.2. Es sei U C C eine offene Menge. Jeder Weg «y: [a,b] — U besitzt eine feine
Zerlegung.

D(’J Dl Dl.’fl

ABBILDUNG 38. Illustration von Lemma [0.2]

BEWEIS. Nachdem U offen ist gibt es zu jedem t € [a,b] eine offene Scheibe D; in
U, so dass ¥(t) € D,. Inbesondere ist dann y~'(D,), t € [a,b] eine offene Uberdeckung
des kompakten Intervalls [a,b]. Es folgt also aus dem Lemma von Lebesgue, dass es
ein k € N gibt, so dass jedes Teilintervall in [a,b] mit Linge < schon ganz in einem
v~ H(Dy) liegt. Also ist t; = a + bfTa ~imit i =0,...,k eine feine Zerlegung. O
Es sei nun U C C eine offene Menge, es sei f: U — C eine holomorphe Funktion und es

sei v: [a,b] — C ein Weg. Nach Satz gibt es eine Zerlegung a =ty < t; < --- <t =b
und offene Scheiben Dy, ..., Dy_1in U, sodass firallei = 0, ..., k—1 gilt y([t;, t;+1]) C D;.
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Nach Satz[5.3] gibt es fiir i = 1,. .., k jeweils eine Stammfunktion Fj fiir die Einschrinkung
von f auf D;. Wir definieren nun

k-1

ff(z) dz = Z(E’(’Y(tiﬂ)) - Fz(’Y(E)))

=0

Lemma 9.3. Die Definition von f f(2) dz hingt nicht von den verschiedenen Wahlen ab.
Y

BEWEIS. Es sei eine feine Zerlegung Z der Form a =ty < t; < --- <t = b gegeben.
Dann gibt es offene Scheiben Dy, ..., D1 in U, so dass fiir alle ¢ = 0,...,k — 1 gilt
v([t:, t; + 1]) € D; und nach Satz 5.3/ gibt es fiir i = 1,. .., k jeweils eine Stammfunktion F;
fiir die Einschrankung von f auf D;. Wir schreiben

12) = 3 (F(y(tin) — F(r(t)).
i=0

Stammfunktionen auf Scheiben unterscheiden sich nach Lemma [3.5 nur um eine additive
Konstante. Nachdem solch eine Konstante in der Summe zweimal, mit entgegengesetztem
Vorzeichen auftritt, hingt 1(Z) nicht von der Wahl der Stammfunktionen F; und auch nicht
von der Wahl der Grofle der Scheiben D; ab.

Wir miissen nun noch zeigen, dass wenn Z und Z’ zwei feine Zerlegungen von |a, b sind,
dann gilt I(Z) = I(Z").

Wir betrachten zuerst den Spezialfall, dass wir eine feine Zerlegung Z von der Form
a =ty <ty <--+ <ty => durch Hinzufiigen von einem Punkt ¢’ zwischen ¢; und ¢;,,
zu einer Zerlegung Z' verfeinern. In diesem Fall gilt [(Z') = I(Z), denn die Summanden
von I(Z') sind die gleichen wie von I(Z), auer das noch der Summand F;(y(#')) einmal
mit positiven und einmal mit negativen Vorzeichen auftaucht. Aber diese beiden Extra-
Summanden heben sich weg.

Es seien nun Z und Z’ zwei feine Zerlegungen. Wir betrachten die Zerlegung Z" = ZUZ'.
Diese Zerlegung entsteht aus Z durch eine mehrfache Verfeinerung, also ist I(Z”) = I(Z).
Genauso gilt I(Z") = I(Z). Es folgt, wie gewiinscht, dass I(Z) = I(Z") = I(Z'). O

Fiir eine beliebige holomorphe Funktion f: U — C auf einer offenen Menge U C C und
einen beliebigen Weg ~v: [a,b] — U haben wir nun also einen wohldefinierten Begriff vom
Wegintegral f7 f(2)dz. Es folgt leicht aus Lemma und Lemma , dass fiir Integrati-
onswege, d.h. fiilr Wege, welche abschnittsweise stetig differenzierbar sind, diese Definition
vom Wegintegral mit der urspriinglichen Definition auf Seite [23| iibereinstimmt.

Bemerkung. Das Wegintegral hatten wir urspriinglich auf Seite fiir abschnittsweise
stetig differenzierbare Weg (d.h. fiir Integrationswege) und fiir beliebige stetige Funktionen
f eingefithrt. Wenn wir die Definition erweitern wollen auf beliebige Wege, dann miissen
wir eine stiarkere Bedingung an f stellen, ndmlich f muss holomorph sein.

Folgendes Lemma werden wir mehrmals verwenden.
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Lemma 9.4. FEs sei f: U — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen Menge U und
es sei y: [a,b] — U ein geschlossener Weg, so dass vy in einer offenen Scheibe D in U
enthalten ist. Dann ist [ f(z)dz = 0.

BEWEIS. In diesem Fall ist a =ty < t; = b schon eine feine Zerlegung. Wir wéahlen eine
Stammfunktion F' fiir die Einschréinkung von f auf die offene Scheibe D. Dann gilt

[ f(z)dz = F(y(t)) — F(y(to)) = F(y(b)) - F(v(a)) = 0.
v 0 T

per Definition da v geschlossen

O

Viele Aussagen von Wegintegralen iiber Integrationswege iibertragen sich zu Weginte-
gralen {iber Wegen. Beispielsweise gilt folgende Verallgemeinerung von Lemma [9.5]

Lemma 9.5. Es sei U C C, es sei f: U — C holomorpﬂ und es sei y: la,b] — U ein
Weg. Zudem sei : [c,d] — [a,b] eine stetige, bijektive Funktion. Dann gilt

f f(z)dz = ff(z) dz wenn ¢ orientierungserhaltend ist
vop v

und
f f(z)dz = —ff(z) dz wenn ¢ orientierungsumkehrend ist.
vop v

BEWEIS. Wir betrachten zuerst den Fall, dass ¢ orientierungserhaltend ist. Es sei nun
a=1ty <t <ty <---<ty=> eine feine Zerlegung von [a,b] fir den Weg 7. Dann ist
c =@ HNtg) < o Ht1) < o (t2) < -+ < @ H(tr) = d eine feine Zerlegung von |c, d] fiir
v o . Per Definition gilt dann, dass

k—1

[ f)dz = S (Fi((vo ) (i) — Fi((vo )¢ i (1))

Yoy i=0
k—1

= Y (B((t) — B(v() = [ f(2)dz.

=0
Der Fall, dass ¢ orientierungsumkehrend ist wird ganz dhnlich bewiesen und verbleibt eine
freiwillige Ubungsaufgabe. O

Zudem gilt folgende Verallgemeinerung von Lemma [3.4]

Lemma 9.6. Es sei U C C offen und es sei f: U — C eine holomorphe Funktion. Zudem
seien a: [a,a + p| = C und B: [b,b+ q] = C zwei Wege mit a(a+ p) = 5(b). Dann gilt

fﬁ f(2)dz = [f(z)dz + g £(2) d-.

A3Im Gegensatz zu Lemma miissen wir nun voraussetzen, dass f holomorph ist, ansonsten ist das
Wegintegral iiber v gar nicht definiert.
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BEWwWEIS. Die Aussage folgt leicht aus den Definitionen. In der Tat, eine feine Zerlegung
von [a, a+ p| fiir & und eine feine Zerlegung von [b, b+ q] fiir B ergeben eine feine Zerlegung
von [a,a + p + ¢| fiir - 5. Die gewiinschte Gleichheit folgt dann sofort aus der Definition
vom Wegintegral. O

9.3. Der Cauchysche Integralsatz fiir stetige Bilder von Rechtecken. Es gilt auch
folgende Verallgemeinerung von Satz

Satz 9.7. (Cauchysche Integralsatz fiir stetige Bilder von Rechtecken) FEs sei
U C C eine offene Teilmenge, es sei f: U — C holomorph und es sei p: QQ — U eine
stetige Abbildung von einem Rechteck () nach U. Dann gilt

f f(z)dz = 0.

Po0Q

Wenn ¢ stetig differenzierbar ist, dann hatten wir die Aussage schon in Satz formu-
liert und bewiesen. Der Beweis von Satz iibertragt sich aber nicht zum Fall, dass ¢ nur
stetig ist.

BEWEIS.

Wenn f(Q)) ganz in einer Kreisscheibe innerhalb von U liegt, dann folgt aus Lem-
ma [0.4] dass das Wegintegral verschwindet. Den allgemeinen Fall fithren wir nun
auf den Spezialfall zuriick, in dem wir wiederum das Rechteck () geschickt unter-
teilen.

Nachdem U offen ist gibt es fiir jedes z € f(Q) eine offene Scheibe D, C U, welche z
enthilt. Es folgt aus Lemma von Lebesgue, angewandt auf K = () und die offene
Uberdeckung o~ (D,), z € f(Q), dass es ein § > 0 gibt, so dass jede Teilmenge A von Q

mit Durchmesser < § ganz in einem ¢~ !(D,) liegt. Wir withlen nun n € N, so dass fiir alle
Rechtecke

Qij = [CH‘ i(b;a),a+

(iJrl)(bfa)] y [i j+1

n n’> n

] miti=0,...n—1undj=0,... n—1

der Durchmesser kleiner als ¢ ist. Mit anderen Worten, fiir jedes @Q;; ist ¢(Q;;) ganz in
einer Scheibe in U enthalten. Dann gilt

[ 10dz = X% [ f@d = o
©00Q T i=0 j=0 o0Qi;
———

. = 0 nach Lemma [9.4]
alle inneren denn ¢(Q;;) liegt

Wegintegrale in einer Scheibe in U
heben sich weg
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Q U jedes p(Q;;) liegt
1 in einer Scheibe in U

Q 13 (233

C231

ABBILDUNG 39. Skizze zum Beweis von Satz

10. UMLAUFSZAHLEN

Wir hatten im bisherigen Verlauf der Vorlesung mehrmals gezeigt, dass unter gewissen
Voraussetzungen, Wegintegrale verschwinden, oder etwas allgemeiner, verschiedene Wegin-
tegrale das gleiche Ergebnis ergeben. Beispielsweise hatten wir in Korollar 4.5 gezeigt, dass
wenn f: U — C holomorph ist, so dass der abgeschlossene Kreisring K, g(zp) in U enthalten
ist, dann gilt

f f(z)dz = f f(z)d=.
|z—2z0|=r |z—20|=R
Die Aussage hatten wir auch in Abbildung [20] illustriert.

Im néchsten Kapitel werden wir den ‘Residuensatz’ formulieren und beweisen, welcher
eine starke Verallgemeinerung der bisherigen Aussagen ist. Um diesen Satz zu formulieren
brauchen wir allerdings den Begriff der Umlaufszahl.

10.1. Homotope Wege. Die folgende Definition wird uns auch in den héheren Vorlesun-
gen immer wieder iiber den Weg laufen.

Definition. Es sei U C C und es seien v, 71 : [a,b] — C zwei Wege mit gleichem Anfangs-
punkt z, := y(a) = y1(a) und gleichem Endpunkt z, := ~4(b) = ~1(b). Wir sagen vy und
v1 sind homotop in U, geschrieben vy ~ 7, wenn es eine Homotopie zwischen vy und v,
gibt, d.h. eine stetige Abbildung

®: [a,b] x [0,1] — U
(t,s) = (1),

so dass gilt
(1) fiir alle ¢ € [a, b] ist
Po(t) = 0(t) und @1(t) = (1),
(2) fur alle s € [0,1] ist
Oy(a) = z, und Py(b) = 2.
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Etwas vereinfacht gesagt gilt, zwei Wege sind homotop, wenn man bei festgehaltenem
Anfangs- und Endpunkt, den einen Weg stetig in den anderen iiberfithren kann.

S Za gal
1 U P1
@ .

<b

a b 7o o

® ist eine Homotopie zwischen 7 und 7, es gibt keine Homotopie
in U zwischen p; und p,

ABBILDUNG 40.

Wir fithren noch zwei weitere Definitionen ein.

Definition. Es sei U C C eine Teilmenge.

(1) Ein geschlossener Weg v: [a,b] — O™ in U heifit nullhomotop, wenn dieser in C
homotop zum konstanten Weg t — ~y(a) = v(b) ist.

(2) Wir sagen U ist einfach zusammenhingend, wenn jeder geschlossene Weg in U
nullhomotop ist.

Anschaulich ausgedriickt gilt, ein geschlossener Weg ist nullhomotop, wenn man diesen
zu einem Punkt zusammenziehen kann.

Lemma 10.1. Jede konveze Teilmenge von C ist einfach zusammenhdngend.

Es folgt also beispielsweise, dass C, aber auch jede Scheibe und jedes Rechteck einfach
zusammenhéangend sind.

BEWEIS. Es sei U C C eine konvexe Teilmenge. Zur Erinnerung, konvex bedeutet, dass
fur alle z,w € U die Verbindungsstrecke (1 — s)z + sw, s € [0,1] ebenfalls in U liegt. Es
sei nun v: [a,b] — U ein geschlossener Weg. Wir bezeichnen mit z den Anfangs- und den
Endpunkt von . Dann ist

o [a,b] x[0,1] — C
(t,s) — ~v()-(1—s)+z-s

eine Homotopie zwischen v und dem konstanten Weg 0(¢) = z. Nachdem U konvex ist, liegt
die Bildmenge von ® in U. Mit anderen Worten, ® ist in der Tat eine Homotopie in U. [

47ur Erinnerung, der Weg ~: [a,b] — C heiBt geschlossen, wenn der Anfangspunkt ~(a) mit dem
Endpunkt ~(b) iibereinstimmt.
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Satz 10.2. (Homotopie-Invarianz des Wegintegrals) FEs sei U C C offen, es sei
f: U — C eine holomorphe Funktion und es seien g, pi1: [a,b] — U zwei Wege mit glei-
chem Anfangs- und Endpunkt. Wenn po und py homotop sind, dann gilt

ff(z)dz = ff(z)dz.
BEWEIS. Es sei
O:Q:=a,b] x[0,1] — U
(t,s) — D)

eine Homotopie zwischen py und py. Wir bezeichnen mit «, 8,y und 0 die orientierten

Randkurven von dem Rechteck (), welche in Abbildung skizziert sind. Nachdem hier

A M1
U

B

ABBILDUNG 41.

eine Abbildung von einem Rechteck nach U vorliegt, erinnern wir uns an den Cauchyschen
Integralsatz (9.7 fiir stetige Bilder von Rechtecken aus dem vorherigen Kapitel. Dieser besagt
in diesem Fall, dass
f f(z)dz = 0.
$00Q
Nachdem wir den Rand in die 4 Teilkurven «, 5,7 und ¢ zerlegt haben, erhalten wir, dass

0 = ff(z)dz + ff(z)dz + ff(z)dz + ff(z)dz

o GoB oy oo
—— ——— ——— ——
= 0, denn der _ = 0, denn der
:ff(z)dz Weg 6o = »p{f(z)dz Weg 606
Ho

ist konstant ist konstant

denn p1 und ¢ oy
haben entgegengesetzte
Orientierung

Zusammengefasst erhalten wir also die gewiinschte Aussage, dass
ff(z) dz = ff(z) dz.
1o p1

O

Wir erhalten insbesondere folgendes Korollar, welches eine Verallgemeinerung von Ko-
rollar [4.4] ist.
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Korollar 10.3. FEs sei U C C eine offene Teilmenge, es sei f: U — C holomorph und es
sei v ein Weg, welcher in U nullhomotop ist. Dann gilt

ff(z)dz = 0.

Insbesondere verschwinden alle Wegintegrale auf einfach zusammenhdngenden Teilmengen
von C.

Beispiel. Fir r > 0 betrachten wir die Kreiskurve o in U = C \ {0}, welche sich gegen
den Uhrzeigersinn mit Radius 7 um den Ursprung dreht. Wir hatten auf Seite 23| gesehen,

dass
1 1 .
[Zdz—llfzdz—Qm#O,

wir sehen also, dass die Schleife o in U nicht null-homotop ist. Wir kénnen diese also in U
nicht zu einem Punkt zusammenziehen. Dies deckt sicht natiirlich mit unserer Intuition.

U=C\{0}
die Schleife « ist nicht nullhomotop in U,
1 .
denn { ;dz = 2mi # 0

ABBILDUNG 42.

Wir sagen eine Menge X C C ist sternformig, wenn es ein x € X gibt, so dass fiir alle
z € X die Verbindungsstrecke (1 — s)z + sz, s € [0,1] von x nach z ebenfalls ganz in X
liegt. Beispielsweise sind konvexe Teilmengen von C sternférmig. Weitere Beispiele sind in
Abbildung [43| skizziert.

U = C\ positive z-Achse

ABBILDUNG 43. Sternformige Teilmengen von C.

Wir beschlieBen das Kapitel mit folgendem Satz, welcher eine Verallgemeinerung von
Korollar [[0.3] ist.
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Lemma 10.4. Es sei U C C eine offene Teilmenge und f: U — C eine holomorphe Funk-
tion. Wenn U sternformig ist, dann verschwindet das Wegintegral iiber jeden geschlossenen
Weg in U.

BEWEIS. Es sei U C C eine sternférmige offene Teilmenge. Dies bedeutet, dass es
einen Punkt = € U gibt, so dass fiir jedes z € U die Verbindungsstrecke (1 — s)x + sz,
s € [0,1] ebenfalls in U liegt. Es sei nun 7: [a,b] — U ein geschlossener Integrationsweg.
Wir bezeichnen mit z den Anfangs- und den Endpunkt von ~.

Wir betrachten zuerst den Spezialfall, dass x = z. In diesem Fall zeigt der Beweis von
Korollar[10.3], dass v nullhomotop ist, also verschwindet das Wegintegral nach Korollar[10.3]

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Wir wihlen einen Integrationsweg ( von x
nach z, beispielsweise konnte § der direkte Weg von x nach z sein. Dann ist 5 -7 - (—f)

3 U sternférmig

~

-6 Z

ABBILDUNG 44. Skizze zum Beweis von Lemma [10.4]

ein geschlossener Integrationsweg, wobei nun x der Anfangs- und Endpunkt ist. Aus dem
vorherigen Fall folgt nun, dass

f f(z)dz = 0.
By (=B)
Andererseits gilt
[ fe)dz = [f)de + [f(2)dz + [ f(x)dz = [f(z)d
By (=B) B gl B v
T ————
Lemma 3.4 :-ff(z)dz nach Lemma
B
Wir haben damit also die Behauptung bewiesen. U

10.2. Die Definition der Umlaufszahl.

Definition. Esseiy: [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg und z ein Punkt, welcher
nicht auf dem Weg liegt. Dann heif3t

1 1

Tl(’)/,Z) = % ! f—zdf

die Umlaufszahl von ~y beziiglich z.
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Beispiel. Wenn v eine geschlossener Weg ist, dann folgt aus Lemma [3.3] dass

TL(—’% Z) = —TL(’}/, Z)

In anderen Worten, wenn wir die Orientierung wechseln, wechselt das Vorzeichen der Um-
laufszahl. Mithilfe der Berechnung auf Seite 23] und Korollar [4.6| erhalten wir viele Beispiele
von Umlaufszahlen, welche in Abbildung [49] skizziert sind.

Umlaufszahl +1

Umlaufszahl —1

Umlaufszahl —1

ABBILDUNG 45.

Der Name ‘Umlaufszahl’ legt nahe, dass es sich dabei um eine ganze Zahl handelt.
Dies ist ausgehend von der Definition nicht unbedingt offensichtlich, und wird im folgenden
Lemma bewiesen.

Satz 10.5. Umlaufszahlen von Integrationswegen sind ganzzahlig.

BEWEIS. Es sei also v: [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg und es sei z ein
Punkt, welcher nicht auf dem Weg liegt. In dem wir v und z jeweils um —z verschieben
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass z = 0.

Wir wollen also zeigen, dass

dg

=

n(y,0) = %f

ganzzahlig ist.

Wir miissen also das Wegintegral von f(z) = * iiber den Weg v bestimmen. Wir

z
mochten gerne verwenden, dass der Logarithmus eine Stammfunktion von f(z) = %
ist. Das einzige Problem ist nun, dass der Logarithmus nicht auf ganz C \ {0}
definiert ist.
Wir miissen uns also einschréanken auf Wertebereiche von v, auf denen jeweils ein
Logarithmuszweig definiert ist. Wir schaffen dies, indem wir das Intervall [a, b] in

kleinere Intervalle zerlegen.
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Wir erinnern an die beiden Logarithmuszweige ﬁ

In_:=ln_,:U_:=C\S_, — {o+iylzreRundye (-7}
z = In_.(2)
und —
Iny :=In;: U, :==C\ S, = {z+iylze€Rundye (0,27}
z +— Ing(2).
Dann ist U_UU, = C\ {0}. Zudem gilt fiir alle z € U_NU,, dass entweder In_(z) = Iny(2)
oder In_(z) = Iny (z) — 2mi.

Definitionsbereich von In_ =In_, Definitionsbereich von In, = Ing
die Funktionswerte von In_ =1In_; die Funktionswerte von In, = Ing
)

liegen in {z +iy|z € R,y € (—m,m)} liegen in {z +iy|z € R,y € (0,27)}

ABBILDUNG 46. Die Definitionsbereiche der beiden Logarithmusfunktionen
In_. =In_, und In, = In,.

Behauptung. Es gibt eine Zerlegung a = 5o < s; < -+ < s, = b, so dass fiir alle
j=0,...,n—1gilt, dass v([s;, sj4+1]) C U- oder ¥([s;, sj+1]) C Us.

Wir wenden das Lemma von Lebesgue auf die kompakte Menge K = [a, b] und die
offene Uberdeckung durch y~'(U_) und 4~'(U,) an. Es gibt dann ein n > 1, so dass jedes
Teilintervall von [a,b] der Lénge < ¢ in y~}(U_) oder v~} (U, ) liegt. Wenn wir [a, b] in n
Intervalle gleicher Lénge zerlegen erhalten wir nun die gewiinschte Zerlegung. Wir haben
damit also die Behauptung bewiesen.

457ur Erinnerung, fiir ¢ € R bezeichnen wir mit
S, = {rcos<p+irsin<p =re'? | > O}
den abgeschlossenen Strahl in ¢-Richtung.
46Ty der Tat, wenn z € U_ N U, dann ist Im(z) # 0 und es gilt
In_(2) = Ing (2) wenn Im(z) > 0,
V] Ing(2) — 2w wenn Im(z) < 0.
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Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis zu. Fiir j = 0,...,n — 1 wéhlen wir nun
jeweils €; € {—,+}, so dass (s, sj41]) C U,. Dann gilt

|
-

mitde =y [
v ’yl[Sj,SjJrl] /]\
nach Lemma (3.7 E denn In; (&) ist eine

Stammfunktion von E auf 7([3], sjr1]) C U,

= sz hlej 1 J lnej (7(3j>)/ + ﬁ(}nena(V(Sn)) — In, (7(30))1)‘
T =0 oder = +2m =0 oder = :i:27r;rda Y(sn) = v(s0)

Z Ing, (7(sj41)) — Ing; (7(s5))

n/‘ml)—l

<.
I
o

Umsortieren der Terme

Wir sehen also, dass das Integral, wie gehofft, ganzzahlig ist. 0

Einschub: Aquivalenzrelationen. Bevor wir mit der Funktionentheorie fortfahren fithren
wir den Begriff der Aquivalenzrelation ein.

Es sei X eine Menge. Eine Aquivalenzrelation auf X ist eine Teilmenge M C X x X,
so dass fiir alle z,y, z € X gilt

(x,z) e M
(x,y) e M = (y,z)€ M  (Symmetrie)
(x,y) € M und (y,2) e M — (z,z) € M  (Transitivitét).
Wir schreiben im Folgenden
x~y = (z,y) €M,
und wir sagen x und y sind dquivalent. Mithilfe dieser Notation konnen wir die obigen

definierenden Eigenschaften wie folgt umformulieren: ~ ist eine Aquivalenzrelation auf
einer Menge A, wenn fiir alle x,y,z € A gilt

T~T
T~y = Yy~ (Symmetrie)
r~yundy~z = T~z (Transitivitét).

Beispiel.
(1) Fiir x,y € Z definieren wir

r~y = (x—y) € 3L

Man kann nun leicht nachpriifen, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf Z ist.
(2) Es sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Dann ist

T~y = z'ycH

eine Aquivalenzrelation auf G.
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(3) Es sei X die Menge aller Dreiecke in R?. Fiir zwei Dreiecke A; und A, schreiben
wir

Ay~ Ay <= A;und A, besitzen die gleichen Innenwinkel.

Dies ist dann eine Aquivalenzrelation auf X.
(4) Es sei X die Menge aller Funktionen auf R. Wir schreiben

f~g < esgibteine>0,sodass f(z) = g(z) fir alle x € (—¢,€).
Man kann nun leicht zeigen, dass dies in der Tat eine Aquivalenzrelation auf X
ist.
Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Eine Aquivalenzklasse ist eine
nichtleere Teilmenge Y C X, so dass giltlﬂ
(1) fir alle y,y' € Y gilt: y ~ ¢/,
(2) wenn z ~ y fiir ein y € Y, dann gilt auch z € Y.

Im ersten Beispiel gibt es genau drei Aquivalenzklassen, diese sind gegeben durch die drei
Mengen

32 = {...,—6,-3,0,3,6,...},
3Z+1 = {...,—5-2,1,4,7,...},
3Z+2 = {...,—4,-1,2,5,8,...}.

Im zweiten Beispiel sind die Aquivalenzklassen gerade die Rechtsnebenklassen G JH.
In Ubungsblatt 6 werden wir folgendes Lemma beweisen:

Lemma 10.6. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Dann ist X die dis-
junkte Vereinigung aller Aquivalenzklassen, d.h.

(1) jedes x € X liegt in einer Aquivalenzklasse,
(2) wenn A und B Aquivalenzklassen sind, dann gilt entweder A = B oder AN B = ().

Wir betrachten zuletzt noch ein Beispiel, welches wieder ndher an unserem Interessens-
gebiet liegt. Es sei X eine Teilmenge von C. Fiir z,y € X definieren wir

es gibt einen Weg in X von x nach y,
T~y = d.h. es gibt einen Weg v: [a,b] - X
mit y(a) = x und y(b) = y.

In Ubungsblatt 6 werden wir sehen, dass dies in der Tat eine Aquivalenzrelation ist. Wir
bezeichnen die Aquivalenzklassen von X als die Komponenten von X. Wenn X aus nur
einer Aquivalenzklasse besteht, dann ist X per Definition wegzusammenhéngend.

4TIn Worten heifit dies, alle Elemente einer Aquivalenzklasse S sind zu einander #iquivalent und jedes
Element, welches dquivalent zu einem Element in S ist, liegt auch schon in der Aquivalenzklasse.
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A B C
A, B und C sind die

Komponenten von X = AUBUC

ABBILDUNG 47.

10.3. Die Berechnung der Umlaufszahl. In diesem Kapitel wollen wir fiir einen gegebe-
nen Integrationsweg v die Umlaufszahlen fiir alle Punkte im Komplement von v bestimmen.
Wir werden dazu im Folgenden verschiedene Methoden kennenlernen um Umlaufszahlen
zu berechnen. Wir werden diese fiir Berechnungen verwenden, aber nicht in Beweisen. Wir
werden daher die Beweise streckenweise nur skizzieren.

Es sei v: [a,b] — C ein geschlossener Weg. Wir sagen ein Punkt z liegt auflerhalb von
7, wenn es einen Strahl S = {z +tv |t € R>o} mit v # 0 gibt, welcher 7 nicht schneidet,
d.h. esist SN |y =0

Kurve ~

Strahl, welcher v nicht schneidet

Punkte, welche aulerhalb von v liegen

ABBILDUNG 48.

Lemma 10.7. Es sei v: [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg und z ein Punkt
aufSerhalb von ~v. Dann ist

n(y,z) = 0.

BewEIs. Nach Voraussetzung gibt es einen Strahl {z +tv |t € R>o} mit v # 0, so dass
sich das Bild vom Integrationsweg v in der Menge

U = C\{Z+tU|t€RZQ}

487ur Erinnerung, fiir einen Weg 7: [a,b] — C bezeichen wir mit |y| = || die Menge der Punkte auf
dem Weg.
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befindet. Die Menge U ist offensichtlich Sternfb'rmigﬁ. Es folgt, dass

1 1
n(y,z) = i mdf = 0.
gl

nach Lemma [10.4] da |y| C U und da der
Integrand auf dem sternférmigen U holomorph ist

O

Lemma 10.8. Es sei v: [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg und es seien w,z
zwei Punkte, welche in der gleichen Komponente von C\ || liegen. Dann gilt

n(y,w) = n(y,2).
Kurve ~

w

die Umlaufszahl ist konstant auf den fiinf Komponenten von C \ ||

ABBILDUNG 49. Illustration von Lemma [10.8

BEWEIS. Es sei also v: [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg. In Ubungsblatt 6
wird folgende Behauptung bewiesen.

Behauptung. Die Funktion]
f:C\hl = Z
z = n(y,z2) = %f
g

ist stetig.

Es seien nun w, z zwei Punkte, welche in der gleichen Komponente von C \ |v| liegen.
Dies bedeutet, dass es einen Weg p: [a,b] — C mit p(a) = w und p(b) = z gibt, welcher v
nicht schneidet. Die Funktion

F:la,b] — Z
t = n(y,p(t) = fp(t))

491 der Definition von sternférmig kénnte man beispielsweise @ = z — v withlen
50Nach Satz nimmt diese Funktion in der Tat Werte in Z an.



10. UMLAUFSZAHLEN 105

ist die Verkniipfung der stetigen Abbildungen p und f, also wiederum stetig. Nachdem
la, b] zusammenhéngend ist, und nachdem die Funktion nur Werte in Z annimmt, muss die
Funktion F' nach Lemma [6.6] konstant sein. Insbesondere gilt

n(y,w) = n(y,pla)) = F(a) = F(b) = n(y,p(b) = n(v,2).
0

Es seien nun v und w zwei Vektoren in R? = C, welche linear unabhingig sind. Wir
sagen v und w sind positiv orientiert, wenn es ein ¢ € (0, ) gibt, so dass
w - iﬂo . v
]l lloll
Andernfalls sagen wir, dass v und w negativ orientiert sind. Etwas salopp gesprochen sind
v und w positiv orientiert, wenn man die w-Richtung aus der v-Richtung durch Drehen

gegen den Uhrzeigersinn erhélt.

v

1 "3
v W w () v

v und w sind positiv orientiert v und w sind negativ orientiert

ABBILDUNG 50.

Das folgende Lemma gibt nun an, wie sich die Umlaufszahl &ndert, wenn wir von einer
Komponent von C \ || zur néichsten wechseln. Das Lemma ist bewufit etwas vage gehal-
ten. Wir werden es nur in Berechnungen, aber nicht in Beweisen verwenden. Eine saubere
Formulierung ist beispielsweise in Satz 3.2.11 von Fritsche: Funktionentheorie gegeben.

Lemma 10.9. Es sei v: [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg und es sei zudem
D = D,(z) C C eine offene Scheibe, welche vy in genau einem Durchmesser

{p+sv|se(—rr)}

schneidet, wobei v € C ein Vektor ist, welcher in die Orientierung von v zeigt. Es seien w
und z je ein Punkt aus den beiden Hdlften von D \ |y|. Dann gilt

n(y,z) = {

Die Aussage von Lemma [10.9|ist in Abbildung|51|skizziert. Die Aussage ist zudem noch
etwas salopper und etwas allgemeiner in Abbildung (52| illustriert.

Mithilfe von Lemmas [10.7] [10.8 und [10.9| kénnen wir in der Praxis Umlaufszahlen pro-
blemlos bestimmen. Beispiele von Umlaufszahlen fiir zwei verschiedene Wege sind in Ab-
bildung [53| skizziert.

n(y,w)+1, wenn v und z — w positiv orientiert sind,
n(y,w) —1, wenn v und z — w negativ orientiert sind.
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Teilstiick von Richtungsvektor v Richtungsvektor v
z
n+1 =z
n—1
n w
D w n
n(7,2) = ny,w) + 1, d.h. n(7,2) = n(y,w) -1, d.h.
die Umlaufszahl erhcht sich beim die Umlaufszahl erniedrigt sich beim
Ubergang von w zu z um eins Ubergang von w zu z um eins

ABBILDUNG 51. Illustration von Lemma [10.9]

Teilstiick von ~

n+1 n—1
n n
die Umlaufszahl erhcht sich um +1, die Umlaufszahl erniedrigt sich um 1,
wenn der Weg von einer Komponente wenn der Weg von einer Komponente
zur anderen Vorfahrt (‘rechts vor links’) zur anderen nicht Vorfahrt
hat vor dem Weg v hat vor dem Weg v

ABBILDUNG 52.

Kurve 1 0

) ~1
0 0

—2 0
—1 0 -1 o9 —1
0 —1
0
0

ABBILDUNG 53. Beispiele fiir Umlaufszahlen.

BEWEISSKIZZE FUR LEMMA [10.9] Um die Notation etwas zu vereinfachen, nehmen
wir im Folgenden an, dass D = D,.(0), dass 7 horizontal von links nach rechts geht, dass
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w unterhalb der x-Achse liegt, und dass z oberhalb der z-Achse liegt. Wir wollen zeigen,
dass n(y, z) = n(y,w) + 1.

Im Folgenden seien ', 5, §, 8/ und « die Wege, welche in Abbildung |54 skizziert sind.
Den Weg +/ erhalten wir dabei dadurch, dass wir aus v den Weg « ‘herausschneiden’. Dann

8 ~
w w
B g
)
ABBILDUNG 54. Illustration zum Beweis von Lemma [10.9l
ist
2ri-n(v,2z) = 2mi-n(B-6-0 -4, 2) = 2mi-n(B-5-0 -+, w)
T T
denn v und B8 -4 - 8’ -+’ sind homotop in C\ {z} nach Lemma [I0.8]
1 1
= f .4 = f g
gapry &Y ) A $-w
= [ o 4+ [ g
B-6-8"(—a) -w a-y’ —w
~ -~ —_———
= 27i, denn wie in Korollar =2mi-n(vy,w)

ist dies gerade das Integral
iiber den Kreis um w

= 27 - (1 4+ n(y,w))
Zusammengefasst haben wir damit also wie erhofft bewiesen, dass

n(y,z) = n(y,w)+1.
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11. DER RESIDUENSATZ

Das Ziel von diesem Kapitel ist den sogenannten Residuensatz zu formulieren und zu
beweisen. Dieser erlaubt es uns viele Wegintegrale nur mithilfe von Umlaufszahlen und ‘Re-
siduen’ zu bestimmen. Wir kennen schon die Umlaufszahlen. Wir fithren daher als néchstes
die Residuen ein, und wir wollen dann verschiedene Methoden kennenlernen, um diese zu
berechnen.

11.1. Das Residuum. Wir fiithren also nun erst einmal das Residuum einer Funktion an
einer isolierten Singularitéat ein.

Definition. Es sei 2 eine isolierte Singularitét einer holomorphen Funktion f: U — C.

Wir wihlen ein 7 > 0, so dass D,(z) \ {20} C U. Wir bezeichnen dann

res,, (f) = % f f(z)dz

|z—zo|=r
als das Resitduum von f im Punkt ZOE
Es sei f: U — C eine holomorphe Funktion mit einer isolierten Singularitdt zy wie

oben. Nach dem Laurent-Reihenentwicklungssatz 8.4 gilt auf D,.(2o) \ {20}, dass

o0

fz2) = > calz—20)",

n=—oo

wobei ¢, € C. Also ist

res,, (f) = % f i cn(z — 29)"dz —Cn f(z—zo)”dz = c

|z—z0|=r n=—00 /’\ n=-—o0 |z—20|=r
NS

[
Nk
¥~

J/

-
=0, wenn n # -1,
Konvergenzsatz [3.11] = 2mi, wenn n = -1

= der Koeffizient von (z — 29)~! der Laurent-Reihe.
Wir sehen insbesondere, dass res,,(f) = 0, wenn z, eine hebbare Singularitét ist.

Beispiel. Es ist

1 =

24 n! n! ETh
z no™ 3!

ez 1 o Zn _ . o0 Zn
res < ) = resg <? > ) = der z~"-Koeffizient von
n=0

Wir wollen nun im Folgenden die Residuen einer Funktion an einer Polstelle mit moglichst
geringem Aufwand bestimmen.

51Es folgt aus Korollar dass diese Definition nicht von der Wahl von r abhéngt.
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Lemma 11.1. Es sei [ eine holomorphe Funktion, welche in zy eine Polstelle der Ordnung
< k besitzt. Dann qilt

1 d!
reszo(f) =

G gt (E )" 1)

sl z=29

—

holomorph auf eine

offene Scheibe um zg
fortgesetzt

cos(z)

Beispiel. Die Funktion f(z) = —= besitzt eine Polstelle zweiter Ordnung bei zo = 0. Es
folgt aus Lemma [11.1] dass

reso(f) = Ci(ff(z))‘ = CZlcos(z)‘zzo = —sin(z)

= —sin(0) = 0.
o sin(0)

z=0

BEWEIS. Es sei also f eine holomorphe Funktion, welche am Punkt z; eine Polstelle
der Ordnung < k besitzt. Dann gibt es nach Satz eine Folge c¢,,n € Z von komplexen
Zahlen und ein r > 0, so dass

flz) = i cn(z — 20)™.
auf D,(zy) \ {20} Also ist
o) £ = Y ealrm )™ = 3 iz — )"

NV
holomorphe Funktion in zg

Eine holomorphe Funktion und es folgt aus Korollar , dass
1 dk—l 00

resZO(f) = C1 = mmmzzocrn—k(z—zo)m

k—1
= a0 1),

-~

holomorph auf
D, (z0) fortgesetzt O

Folgendes Lemma ist oft auch sehr hilfreich um Residuen zu bestimmen.

Lemma 11.2. Es seien g, h zwet holomorphe Funktionen in einer Umgebung von zy. Es
sei g(z0) # 0 und es sei zy eine Nullstelle erster Ordnung von h(z). Dann ist

ress, (7) = if(é(;)) '

52K orollar besagt, dass fiir
c- "o . : L ()
g(z) = E din (2 — 20)™ mit Konvergenzradius R > 0 gilt, dass —¢'"™(20) = dim.
m!
m=0

In unserem Fall ist d,,, = ¢,,,— und wir wollen di_1 = ¢_1 bestimmen.
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BEWEIS. Die Funktion h besitzt nach Voraussetzung bei zy eine Nullstelle erster Ord-
nung. Nach dem lokalen Darstellungssatz [5.16] gilt in einer Umgebung von z,, dass

h(z) = (2= 20) - k(2),
wobei k(z) eine holomorphe Funktion ist mit k(zq) # 0. Die Funktion

oz _ 1 g
h(z) z—2zy k(2)

holomorph in zg
mit Funktionswert
bei zg nicht null

besitzt einen Pol erster Ordnung in zy, und es folgt aus Lemma [11.1], dass

9\ _ 9(2) _ g(20) _ g(20)
e () = G-oigl, = i B ens

k(=) nachdem
R (z) = (z— z0) - K'(2) + k(20) 0

Beispiel. Die Funktion

f(2)

hat vier einfache Polstellen in

1+ 24

o = exp (i +2mik), mit k=0,1,2,3.

Wir setzen g(z) = 2% und h(z) = 1+ 2*. Fiir die Polstelle z;, erhalten wir aus Lemma [11.2]

dass
o g(Zk) _ Z]% - 1 o 1 LT 9 .k
reszk(f) - h’(zk) - 4;;2, = E = 1 exp ( — ZZ — 721).

11.2. Der Residuensatz. Der folgende Satz ist eine der Hohepunkte der Funktionen-
theorie. Er besagt, dass man viele Kurvenintegrale ganz einfach durch das Bestimmen von
Residuen und Umlaufszahlen bestimmen kann, ohne dass man sich jemals Gedanken um
Stammfunktionen machen muss.

Satz 11.3. (Residuensatz) Es sei G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet, es sei
D C G eine abgeschlossene diskrete Teilmengﬂ und es sei vy ein geschlossener Integrations-
weg in G, welcher D nicht trifft. Dann gilt fir jede holomorphe Funktion f: G\ D — C,

dass
1

2mi

J 1@z = Yonw) - resu(f).

weD

53n den meisten Anwendungen ist G = C und D ist eine endliche Teilmenge von C.
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' fiir jede holomorphe
b Funktion f: G\ {wy,...,ws} — C gilt:

wy w3 iff(z)dz = in(%wk).reswk(f)
v k=1

W
= reSy,(f) + resy, (f) + 2resy, (f).

2m
w1

ABBILDUNG 55. [llustration vom Residuensatz.

Bemerkung. Die Summe im Residuensatz ist endlich. Genauer gesagt, es gibt nur endlich
viele Punkte in w € D, mit n(y,w) # 0. Dies sicht man wie folgt. Das Bild |y| der Kurve

ist kompakt, insbesondere ist |y| enthalten in einer abgeschlossenen Scheibe D, (0). Da
D abgeschlossen und diskret ist und da D,(0) kompakt ist, folgt aus Lemma dass

D N D,(0) nur endlich viele Punkte enthélt. Es folgt leicht aus den Definitionen, dass

alle Punkte aulerhalb von D, (0) auch auflerhalb von v liegen. Insbesondere kénnen nach
Lemma nur die Punkte in D N D,.(0) eine nicht verschwindende Umlaufszahl besitzen.

Bemerkung. Die Aussage vom Residuensatz gilt nicht, wenn G nicht einfach zusam-

menhéngend ist. Betrachten wir beispielsweise G = {z € C|1 < |z] < 3}, f(z) = 1,

D = () und v die Kreisbahn von Radius 2 um den Ursprung. In diesem Fall betriagt die
linke Seite vom Residuensatz 1, aber die rechte Seite verschwindet, denn D = ().

BEWEIS VOM RESIDUENSATZ WENN D ENDLICH IST. Es sei G C C ein einfach zu-
sammenhéngendes Gebiet, es sei D = {wy,...,w;} C G eine endliche Teilmenge und es sei
v ein geschlossener Integrationsweg in GG, welcher D nicht trifft.

Wir wollen nun zeigen, dass fiir jede holomorphe Funktion f: G\ D — C gilt, dass

(%) [ 1ydz = Son(r.w;) -resy, (f).

=1

1
211

In den néchsten drei Behauptungen wollen wir erst einmal die Aussage fiir verschiedene
Typen von Funktionen beweisen.

Behauptung 1. Wenn sich f: G\ D — C zu einer holomorphen Funktion f: G — C
fortsetzen 1a8t, dann gilt die Aussage (x) fur f.

Nach Voraussetzung ist G einfach zusammenhéngend und damit ist v nullhomotop in
G. Da sich f zu einer holomorphen Funktion of G fortsetzen 148t, folgt aus Korollar [10.3]
dass die linke Seite von (*) Null ist. Die rechte Seite von (*) ist ebenfalls Null, nachdem
das Residuum an einem Punkt verschwindet, wenn sich die Funktion holomorph auf den
Punkt fortsetzen 148t. Wir haben damit also die Behauptung bewiesen.
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Behauptung 2. Es sei j € {1,...,k}. Die Aussage () gilt fiir jede Laurent-Reihe der
Form

F2) = ) ealz—wy)",
welche auf C \ {w;} konvergiert.
In diesem Fall ist
1 1 = n =1 n
27TZ{‘f(z)dz = 27rZ,{_ch(z—wj) dz = Zm{cn(z—wj) dz
n=—oo T n=—oo

nach Satz (3) kénnen wir den
Konvergenzsatz fiir Wegintegrale anwenden
1 1

= c1— dz = resy, (f) - n(y, w;).

2w Y 2 — wj
v

T —n(y.;) T
denn fiir n # —1 besitzt (z — w;)" siehe Seite [106]
eine Stammfunktion

k
= Zn('y,wl) - €Sy, (f)-
1=
an allen anderen Punkten sind
die Residuen = 0, da die Funktion f
dort holomorph ist

Wir haben damit auch diese Behauptung bewiesen.

Behauptung 3. Wenn die Aussage (x) fiir zwei Funktionen f und ¢ gilt, dann gilt die
Aussage (%) auch fiir f + g.

Diese Behauptung folgt sofort aus der Beobachtung, dass beide Seiten der Aussage
additiv sind.

Wir wenden uns nun dem Beweis vom allgemeinen Fall zu. Es sei also f: G\ D — C
eine beliebige holomorphe Funktion. Fiir j = 1,...,k sei h;(z) der Hauptteil der Laurent-
Reihenentwicklung von f um w;. Nachdem jedes w; eine isolierte Singularitdt von f ist,
existiert jeweils ein € > 0, so dass h;(z) fiir alle z € D.(w;) \ {w;} konvergiert. Nachdem
h;(z) eine reine Laurent-Reihe ist, konvergiert nach Satz 8.1 die Laurent-Reihe h;(z) sogar
auf ganz C\ {w;}.
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Bei den Singularitdten wy, ..., wy verschwindet jeweils der Hauptteil der Funktion @ es
folgt also aus Satz 8.5 dass wir diese Funktion holomorph auf ganz G fortsetzen kénnen.
Wir drehen den Spiefi um und schreiben

f(z) = f(z) — Zhj(z) + > hi(2)

R J=1 =l e —
h Aussage (*) gilt
nach Behauptung 2

Aussage (*) gilt nach
Behauptung 1

also gilt nach Behauptung 3 die gewiinschte Aussage auch fiir die Funktion f. 0

BEWEIS VOM RESIDUENSATZ WENN D UNENDLICH IST. Es sei nun also G C C ein
einfach zusammenhéngendes Gebiet, es sei D C G eine abgeschlossene, diskrete Teilmenge
und es sei v: [a,b] — G ein geschlossener Integrationsweg, welcher D nicht trifft.

Die Menge D ist nun also eventuell unendlich. Aber es folgt aus Lemma [6.5] dass
fiir jedes r > 0 die Menge D N D,.(0) endlich ist. Wir wollen uns daher auf einen
endlichen Bereich D,.(0) einschrianken. Wir miissen dabei r so wéhlen, dass v in
D, (0) enthalten ist, und dass v in G N D,(0) zudem auch nullhomotop ist.

Nachdem G einfach zusammenhéngend ist, gibt es eine Homotopie von ®: [a,b] x[0,1] — G
von 7 zu einem konstanten Weg. Aus der Kompaktheit von ®([a,b] x [0, 1]) folgt, dass es
ein r > 0 gibt, so dass

®([a,b] x [0,1]) < D,(0).

Nachdem D abgeschlossen und diskret ist und da D,.(0) kompakt ist, folgt aus Lemma ,
dass D' := D N D,(0) nur endlich viele Punkte 21, ..., 2z, enthilt.

Wir fithren nun genau das gleiche Argument wie im vorherigen Beweis durch, nur dass
wir anstatt mit G und D nun mit G’ = GND,(0) und D' = DN D,(0) arbeiten. Die Menge
G’ ist offen, aber nicht notwendigerweise einfach zusammenhingend. Aber die Kurve - ist
nullhomotop in G’, und das ist das einzige, was wir im vorherigen Argument verwendet
hatten. Der Rest vom vorherigen Beweis kann ohne Abé&nderung iibernommen werden. [J

Definition. Es sei X C C eine Teilmenge. Wir sagen X besitzt eine positive Randkurve,
wenn es einen geschlossenen Integrationsweg +: [a,b] — C mit |y| = 0X gibt, so dass

1, fiir alle z im Inneren von X,

n(v,2) = { 0 fiiralle z ¢ X.

5411 der Tat, denn fiir [ € {1,...,k} gilt an dem Punkt w;, dass

k k
Hauptteil(f(z) - Z hj(z)) = Hauptteil(f(z)) — Hauptteil(h;(z)) — Z Hauptteil(h;(z)) = 0.
— = —_—
J=1 = 0, nach Wahl von h; J=Ly#l =0, da hj(2) holomorph

inwy fur j #1
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Wir bezeichnen dann diesen Integrationsweg ebenfalls mit 0.X ﬁ

Scheibe Rechteck Halbkreis
positive Randkurve positive Randkurve positive Randkurve
der Scheibe des Rechtecks vom Halbkreis

ABBILDUNG 56. Beispiele von positiven Randkurven.

Die meisten “alltdglichen” Anwendungen vom Residuensatz kann man schon mit der
folgenden, etwas einfacheren Residuenformel bewerktétigen.

Satz 11.4. (Residuenformel) Es sei G C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet und
es sei X C G eine Teilmenge mit X C G, welche eine positive Randkurve besitzt. Es sei
D C G eine abgeschlossene, diskrete Teilmenge mit D NOX =0, und es sei f: G\ D — C
eine holomorphe Funktion. Dann gilt

ff(z)dz = 2mi Z res, (f).
0X weDNX

BEWEIS. Die Residuenformel folgt sofort aus dem Residuensatz angewandt auf G
und auf v = 90X, denn fiir alle w im Inneren von X gilt nach Voraussetzung n(vy,w) = 1

und fiir alle w, welche nicht in X liegen, gilt nach Voraussetzung n(y,w) = 0. 0
Beispiel. Wir wollen
eZ eZ
|2|=1 dD1(0)

bestimmen. Der Integrand besitzt genau eine Singularitéit bei z = 0. Wir wenden also die
Residuenformel auf G = C, X = D;(0), f(z) = % und D = {0} an. Wir erhalten, dass

e* . e* .1 m
f Zjdz = 2mi - resy <?> = 27m-i = 3
dD1(0) T T
Residuenformel ~ Berechnung auf Seite [106]

55Fiir ein Rechteck Q ist dies gerade die Konvention, welche wir auf Seite 33 eingefiihrt hatten.
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12. ANWENDUNGEN VOM RESIDUENSATZ

In diesem Kapitel wollen wir noch zwei Anwendungen vom Residuensatz kennenler-
nen. Zum einen werden wir eine Methode finden um uneigentliche Integrale von rationalen
Funktionen zu bestimmen. Zum anderen werden wir den Satz von Rouché formulieren und
beweisen.

12.1. Uneigentliche Integrale von rationalen Funktionen. Zur Erinnerung, eine ra-
tionale Funktion ist eine Funktion, welche geschrieben werden kann als Bruch von zwei
Polynomen) In diesem Kapitel wollen wir uneigentliche Integrale von rationalen Funktio-
nen bestimmen. In anderen Worten, wir wollen Integrale der Form

p(z) d

——=dx
_jo; q(x)

studieren, wobei p(x) und ¢(x) Polynome sind, und wobei ¢(z) keine reellen Nullstellen
besitzt. Beispielsweise mochten wir gerne das Integral

o0

2
T
——dx
f 14 a*

—0oQ
bestimmen ]

Satz 12.1. Es seien p(x) und q(x) zwei Polynome, wobei q(z) keine reellen Nullstellen
besitzt. Dann gilt

f Zgg dx konvergiert <= Grad(q(z)) > Grad(p(z)) + 2.

In dem Beweis von Satz werden wir folgendes Lemma verwenden.

Lemma 12.2. Es seip(z) ein Polynom von Grad n. Dann gibt es ¢,C > 0 und ein R > 0,
so dass

clz|" < p(z)] < C-|z|"  fir alle z € C mit |z| > R.

5Das Polynom kann hierbei auch komplexe Koeffizienten besitzen.
5TZur Erinnerung, fiir eine reelle Funktion f: R — R hatten wir das uneigentliche Integral {iber
(—00, 00) definiert als

00 0

o0 0 r
J flz)dze = f f(;v)dm—i—{f(m)dx = lim ff(x)d:v—&—rli}r&{f(m)dx.

T——00
— 00
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BEWEIS. Es sei also
p(2) = 2"+ ap 12" + a1z + ay,
ein Polynom von Grad n, d.h. mit a,, # 0. Wir schreiben dieses wie folgt um

p(z) = anz”-<1+Ml+...+a1#+a_0L>.

an 2 anp, Ay 2™
NS

-~

=:r(2)

Nachdem lim r(z) = 0 gibt es ein R > 0, so dass

Z— 00
Ir(z)] < le fir alle z mit |z| > R.
Dann gilt aber
Ip(2) — a,z™| < %L!CLMZ" fir alle z mit |z| > R.
Aus der Dreiecksungleichung folgt nun, dass
3 n 5 R .
anl - [2[" < p(2)] < Flan|-|2[" fiir alle 2 mit [2] > R.
—~—

=:ic =:C

Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz [12.1] zu.

BEWEIS VON SATZ [12.1]. Es seien p(z) und ¢(z) zwei Polynome, wobei ¢(x) keine re-
ellen Nullstellen besitzt. Wir bezeichnen mit k& den Grad von p(x) und wir bezeichnen mit
[ den Grad von ¢(z). Aus Lemma , angewandt auf p(z) und ¢(x) folgt, dass es ¢, C' > 0
und ein R > 0 gibt, so dass

< C-lzfF fiir alle # € C mit 2| > R.

= Jq(x)

Wir wissen natiirlich, dass fiir R > 0 und s € Z die beiden uneigentlichen Integrale

C'|IL”k_l < ‘p(m)

—R 0o
f z°dx und f x° dx
—00 R

konvergieren, genau dann, wenn s < —2. Der Satz folgt nun aus dem Majoranten-Kriterium
fiir uneigentliche Integrale, welches wir in Analysis I formuliert hatten. ([l

%8Zur Erinnerung, dieses lautet wie folgt: Es seien f,g: [a,b) — R zwei stetige Funktionen gegeben,
wobei b € RU {oo}. Nehmen wir an, es gibt ein C € (a,b), so dass g(x) > |f(x)]| fur alle z € [C,b). Dann
gilt

b b
f g(x)dx konvergiert —— f f(z)dx konvergiert.
Eine analoge Aussage gilt auch fiir Funktionen, welche auf (a, b] definiert sind.

P9Warum folgen eigentlich beide Aussagen “=" und “<” von Satz aus den gerade angegebenen

Argumenten?
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Satz 12.3. Es seien p(x) und q(x) zwei Polynome, wobei q(x) keine reellen Nullstellen
besitzt. Wir nehmen an, dass Grad(q(x)) > Grad(p(z)) 4+ 2. Dann gilt

Tr@ p(2)
f e dr = 2m Z resy, (q(z)>.
- w Nullstelle
von ¢(z) mit
Im(g(w)) >0
BEWEIS. Es ist
Te@ o @, o (e,
:Lq(x)dx = TILIEO‘_/;(de T— rligloiq(z)dz = (%)

a, verbindet die Punkte —r und r auf der x-Achse

Wir wollen jetzt «,. zu einem geschlossenen Weg verldngern, damit wir die Residuenformel
verwenden konnen. Fiir » > 0 bezeichnen wir dazu mit 3, den Halbkreis in der oberen
Halbebene um den Ursprung, welcher den Punkt r mit dem Punkt —r verbindet. Die Wege
a, und 3, sind in Abbildung [57] skizziert. Dann gilt

die Nullstellen wy, ..., w, von ¢(z) in der oberen Halbebene

Br

Q.

ABBILDUNG 57.

_ p(z) ~ lim P2
() = rlggo a;[ﬁr q(2) dz rlggo:!:q(z) dz
S~—_— —

fiir r grof3 genug ist dies nach der
Residuenformel bestimmt durch die Residuen von £ Ez 3
bei allen Nullstellen von ¢(z) mit Im(z) > 0

= Qm"Z resy; <2E2> — TlLIgofi;Egdz
T 7j=1 Br

hierbei sind wy, ..., w, die Nullstellen von ¢(z) in der oberen Halbebene.

Wir miissen nun noch zeigen, dass der zweite Grenzwert verschwindet, d.h. wir wollen
folgende Behauptung beweisen.
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Behauptung. Es ist
: p(z) o _
rliglofq(z) dz = 0.

Nach Lemma [12.2] gibt es ein R > 0 und ein C' > 0, so dass fiir alle z mit |z| > R gilt,
dass
M‘ < O |[Grdn—Gradla) < |52,
q(2)
Fiir alle » > R gilt dann

‘f p(zidz‘ < Léange(8,) - Maximum von |—z)} auf dem Halbkreis 3, < 7r - TC = %
) “;;/
nach Lemma 3.2 <P

Wir sehen also, dass im Grenzwert r — oo das Integral verschwindet. Wir haben damit die

Behauptung bewiesen.
O

Beispiel. Wir kehren nun zu dem Integral

> 2
x
jo; 1+ a2t de
zuriick. Auf Seite hatten wir schon gesehen, dass die Nullstellen vom Nenner gegeben
sind durch
2k —exp( 1+ lm) = cos(%%—%k:)%—@sm( Wk) mit £ =0,1,2,3.

Fiir £ = 0,1 liegt z; in der oberen Halbebene, fiir £ = 2, 3 liegt 2z in der unteren Halbebene.
Auf Seite hatten wir schon berechnet, dass

res, (f) = Zéhler bei z I A Lo (= Ti— Ti)
“h - Ableitung vom Nenner bei z; N 4,22 4z, 4 P 4 2 '
Es folgt also aus Satz dass
f v’ dr = 27?22 ex Eki) = 17rz'- ex (—Ei)+ex (—3—7Tz) = LW
1+ a4 16xp (= 2 ) P\ = q?) TP i) = 5T
k=0,1 ~~ ~~

12.2. Meromorphe Funktionen und der Satz von Rouché.

Definition.
(1) Eine meromorphe Funktion ist eine holomorphe Funktion f: C\ D — C, wobei
D C C eine abgeschlossene, diskrete Teilmenge ist, so dass jeder Punkt in D
entweder eine hebbare Singularitédt oder eine Polstelle ist.
(2) Es sei f eine meromorphe Funktion. Wir bezeichnen mit f die meromorphe Funk-
tion, welche wir durch Hebung aller hebbaren Singularitdten von f erhalten.
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Beispiele.

(1) Jede ganze Funktion ist meromorph.

(2) Jede rationale Funktion ist meromorph, denn der Nenner besitzt nur endlich viele,
insbesondere diskrete, Nullstellen. Zudem ist jede Singularitét einer rationalen
Funktion eine Polstelle.

(3) Summen und Produkte von meromorphen Funktionen sind meromorph. Genauer
gesagt, wenn f: C\ D — C und g: C\ £ — C meromorphe Funktionen sind,
dann sind auch f+¢: C\ (DUE) - Cund f-g: C\ (DU FE) — C meromorphe
Funktionen.

(4) Die Ableitung einer meromorphen Funktion ist wiederum meromorph. [/

(5) Andererseits ist die Funktion sin(1) nicht meromorph, denn wie wir auf Seite
und auf Seite gesehen hatten, ist die Singularitit zy = 0 weder hebbar noch
eine Polstelle.

Lemma 12.4. Es sei f eine meromorphe Funktion, welche nicht die Nullfunktion ist. Dann
ist die Nullstellenmenge eine diskrete und abgeschlossene Teilmenge von C.

BeEWwEIs. Es sei f: C\ D — C eine meromorphe Funktion. Wir bezeichnen mit N die
Nullstellenmenge von f. Wir beweisen folgende Aussagen:

(1) wenn N nicht diskret ist, dann ist f die Nullfunktion,
(2) wenn N nicht abgeschlossen ist, dann ist f die Nullfunktion.

Wir wenden uns nun dem Beweis der beiden Aussagen zu.

(1) Wenn N nicht diskret ist, dann besitzt N einen Haufungspunkt in N. Es folgt aus
dem Identitétssatz , dass f: C\ D — C schon die Nullfunktion ist. E

(2) Wenn N nicht abgeschlossen ist, dann gibt es ein z ¢ N, welches Grenzwert einer
Folge von Punkten z, € N ist. Aus der Stetigkeit von f folgt, dass dies nur der
Fall sein kann, wenn z nicht im Definitionsbereich liegt, d.h. z € D. Nachdem f
meromorph ist, ist z entweder hebbar oder eine Polstelle. Nachdem z der Grenzwert
von Nullstellen ist, kann z keine Polstelle sein, also muss z hebbar sein und es gilt
f(z) = 0. Dann folgt aber wiederum aus dem Identitétssatz E 7l dass f schon die
Nullfunktion ist, und damit auch f die Nullfunktion ist. 0

Wir erhalten dann aus Lemma [7.3] und Lemma folgendes Korollar.

Korollar 12.5. Es sei f eine meromorphe Funktion, welche nicht die Nullfunktion ist.
Dann ist die Funktion f(z ebenfalls meromorph.

Bemerkung. Wir sagen zwei meromorphe Funktionen f und g sind dquivalent, wenn f und
g nach Hebbung aller hebbaren Singularitéiten {ibereinstimmen, mit anderen Worten, wenn

60Wenn = eine Polstelle von f ist, dann folgt aus Satz und Satz dass z eine Polstelle von f ist.

61Hierbei muss man noch zeigen, dass C \ D ein Gebiet ist. Nachdem D abgeschlossen ist, ist C\ D
offen. Fiir jedes r > 0 ist D N D,(0) nach Lemma endlich, also folgt leicht, dass (C\ D) N D,(0)
wegzusammenhingend ist, also auch C\ D.
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f= g Wir bezeichnen nun mit M die Menge der Aquivalenzklassen von meromorphen
Funktionen. Wir kénnen nun wie iiblich das Produkt und die Summe auf M bilden 4 Mit
diesen Operationen bildet M einen Ring. Es folgt dann aus Korollar [12.5] dass M sogar
ein Korper ist. Dieser Korper wird, wenig iiberraschend, als der Kdrper der meromorphen
Funktionen bezeichnet.

Definition. Es sei f eine meromorphe Funktion, welche nicht die Nullfunktion ist.
(1) Wir bezeichnen mit N(f) die Menge der Nullstellen von f und wir bezeichnen mit
P(f) die Menge der Polstellen von f.

(2) Fiir a € N(f) bezeichnen wir mit o(f,a) € N die Ordnung der Nullstelle von f.
Ganz analog definieren wir o(f,a) € N fiir a € P(f) als die Ordnung der Polstelle.
Manchmal nennen wir o(f, zy) die Vielfachheit der Nullstelle bzw. der Polstelle.

(3) Fiir X C C bezeichnen wir

N(f,X) = Z o(f,a) bzw. P(f,X) := Z o(f,a)

aeN(f)NX a€P(f)NX
als die Anzahl der Nullstellen (bzw. Polstellen) von f in X, mit Vielfachheit gezihlt.

Beispiel. Es ist
4 _ z—1 _ _
N(,C) = 4wd P(otmp) = 1+2 = 3
Allgemeiner folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra, in der Formulierung von Korol-
lar 5.9] dass fiir ein Polynom p(z) von Grad n gilt N(p(z),C) = n. In anderen Worten,
die Anzahl der Nullstellen von einem Polynom von Grad n in C, mit Vielfachheit gezahlt,
betrigt gerade n.

Satz 12.6. (Satz vom Null- und Polstellen zihlenden Integral) Es sei f eine mero-
morphe Funktion und es sei X C C eine Teilmenge, welche eine positive Randkurve besitzt.
Wenn keine Nullstelle oder Polstelle von f auf 0X liegt, dann gilt

1 f O _
Der Satz besagt also, dass das Wegintegral von fTI iiber den Rand 0X die Differenz

zwischen der Zahl der Nullstellen und der Polstellen (jeweils mit Vielfachheit gezihlt) von
f in X bestimmt.

62Man kann sich nun leicht davon iiberzeugen, dass dies in der Tat eine Aquivalenzrelation ist.
63Von der Definition her sind beispielsweise
: : Z
f C\{Oi : (f und gC\Z : (f

z z
zwei verschiedene meromorphe Funktionen, denn die Definitionsbereiche sind verschieden. Wenn wir aber
alle hebbaren Singularititen von g beheben, erhalten wir gerade f. Die beiden meromorphen Funktionen
sind also dquivalent.
64Hierbei verwenden wir, dass fiir f ~ f und g ~ ¢’ auch gilt (f + f') ~ (g+¢') und (f- f') ~ (g-¢').
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BEwEIS. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass f = f , d.h. wir kénnen annehmen, dass
f keine hebbaren Singularitéiten besitztﬁ

Es ist
f '(2)
2m B = Z res,(f) + Z res, (f).
T weN(f)NX weP(f)NX
Residuenformel [11.4]

wir verwenden hierbei, dass die Singularitéitenmenge
von fTI gegeben ist durch N(f) U P(f).

Es geniigt nun folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Fiir a € N(f) gilt

res, (f7/> = o(f,a)
und fiir a € P(f) gilt

res, (f7/> = —o(f,a).

Wir betrachten zuerst den Fall, dass a € N(f). Wir setzen k = o(f,a). Dann besagt
der lokale Darstellungssatz [5.16| dass wir in der Ndahe von a schreiben konnen

f(z) = (z=a)" - g(2),
wobei g eine holomorphe Funktion ist mit g(a) # 0. Daraus folgt, dass

/ k(s — _ /
o (£2) = s, (£2E0 000+ =050
f(z) . (2 —a)* - g(2)
res, ( 9(2) + (=~ a)g (Z)> =k = o(f,a).
G-age) )3
dies ist eine Polstelle 1. Ordnung,
nach Lemma [[T.J] erhalten wir das Residuum
durch Multiplizieren mit (z — a) und Einsetzen von z = a

Es sei nun a € P(f). Wir setzen k = o(f, a). Dann besagt Lemma [7.2] dass wir in der Néhe
von a schreiben kénnen

f(2) = (z=a)™" g(2),

wobei g eine holomorphe Funktion ist mit g(a) # 0. Genau die gleiche Rechnung wie oben
zeigt, dass das Residuum nun —k = —o(f, a) betrigt. O

Satz 12.7. (Satz von Rouché) Es seien f und g meromorphe Funktionen. Zudem sei X
eine Teilmenge, welche eine positive Randkurve besitzt. Wenn f und g in X keine Polstelle

65Tn der Tat, denn die beiden Seiten der gewiinschten Gleichung stimmen fiir f und f iiberein.
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besitzen, und wenn
lg(2)| < |f(2)] fir alle z € 0X,
dann gilt
N(f,X) = N(f+g.X),
d.h. f und f+ g besitzen die gleiche Anzahl von Nullstellen in X, mit Vielfachheit gezdihlt.

Wir werden nun mithilfe vom Satz von Rouché einen neuen Beweis fiir den Fundamen-
talsatz der Algebra geben.

Satz[5.8, (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom f(z) von Grad n > 1 besitzt
eine komplexe Nullstelle.

BEWEIS. Es sei
p(2) = ap2" + an_12" - Farz + ag
ein Polynom von Grad n, d.h. es ist a, # 0. Wir wollen zeigen, dass p(z) eine Nullstelle
besitzt.
Der Satz von Rouché besagt insbesondere, dass wenn wir zeigen wollen, dass
N(p, X) > 0, dann miissen wir schreiben p = f + g und ein X = B,.(0) wihlen, so
dass wir die Nullstellen von f auf X bestimmen koénnen, und so dass |g| < |f]
auf dem Rand 0X = 0B,(0). In unserem Fall wéhlen wir f(z) = a,2" und
g(z) = a,_12"' + -+ + a1z + ag, denn wir kennen die Nullstellen von f, und
fir X = D,(0) groB genug, ist |g| < |f] auf 0X = 9B,.(0).
Wir setzen also f(z) = a,2™ und g(z) = a,_12""' + -+ 4+ a1z + ap. Aus dem Beweis von
Lemma folgt, dass es ein r > 0 gibt, so dass |g(z)| < |f(2)| = |a,z"| fur alle z mit
|z| > r. Dann gilt

N(p, B,(0)) = N(anz" +an 12" + -+ a1z +ag, B,(0)) = N(a,2", B,(0)) = n > 0.
~f = T =f(2)

Satz von Rouché

O

Bemerkung. Die Aussage vom Satz von Rouché gilt nicht, wenn wir anstatt Nullstellen
mit Vielfachheiten nur die Nullstellen zdhlen wiirden. Wir betrachten beispielsweise die
Funktionen f(z) = 2% und g(z) = 1 auf Dy(0). Dann gilt |g(z)| < |f(2)] fiir alle z mit
|z| = 2. Die Anzahl der Nullstellen von f(z) in Dy(0) betrigt 1, wihrend f(2)+g(z) = 2°+1
drei Nullstellen in Dy(0) besitzt.

BEWEIS VOM SATZ VON ROUCHE. Es geniigt zu zeigen, dass die Abbildung

@[0,1] — Ny
A = N(f+ g, X)



12. ANWENDUNGEN VOM RESIDUENSATZ 123

konstant ist.
Fir A € [0, 1] ist

B() = N7 +20.X) = N +3g.X) = PU+AeX) = [U290g,
0X

=0, denn f und g besitzen
auf X keine Polstelle T

wir kénnen Satz anwenden,
denn aus |g| < |f] auf X und A € [0,1],
folgt, dass auch f + Ag keine Nullstellen
auf 0X besitzt.

Die rechte Seite héngt stetig von A ab. m Die Funktion @ ist also stetig und nimmt nur
ganzzahlige Werte an. Es folgt also aus Lemma [6.0], dass die Abbildung ®, wie gewiinscht,
konstant ist. U

66Wir skizzieren im Folgenden den Beweis, dass ® stetig ist. Da die stetige Funktion
0X x[0,1] — C
(@A) = f(z)+Ag(z)
keine Nullstelle besitzt und da 0X x [0,1] kompakt ist, gibt es ein C' > 0, so dass |f(z) + A\g(z)| > C

fiir alle x € X und A € [0,1]. Zudem gibt es ein D > 0, so dass |f'g — ¢’ f| auf X durch D nach oben
beschrinkt ist. Fiir A, u € [0, 1] gilt, dass

(f+rg)"  (FHwg) (2 +pg) — (' +rg)F+Ag)  (Fg—gf)n—2N)
f+2g f+ug (f +29)(f + ng) (f + A9)(f + 1g)
Also folgt aus der Standardabschitzung fiir Wegintegrale, d.h. aus Lemma dass fiir alle p, A € [0,1]

gilt, dass

[®(A)

Wir sehen also, dass ® stetig ist.

(f+Ag)"  (f+ug) i D
ol = | [ | < vt B



124 1. FUNKTIONENTHEORIE

13. BIHOLOMORPHE ABBILDUNGEN UND DER RIEMANNSCHE ABBILDUNGSSATZ

Wir erinnern zuerst an eine Definition aus der Analysis II. Eine Abbildung f: U — V
zwischen zwei offenen Mengen von R" heif$t Diffeomorphismus, wenn f eine C'*°-Abbildung
ist{ﬂ wenn f bijektiv ist, und wenn die Umkehrabbildung f=': V — U ebenfalls eine C'*°-
Abbildung ist. Wenn es fiir zwei offene Mengen U und V' einen solchen Diffeomorphismus
gibt, dann nennen wir U und V' diffeomorph.

Beispiele.
(1) Die Mengen U = (—1,1) und V' = R sind diffeomorph, denn

f:U=(-1,1 —- V=R

t — tan(%t)

ist ein Diffeomorphismus.

(2) Es folgt relativ leicht aus den Definitionen, dass wenn U und V' diffeomorphe
Teilmengen von R? = C sind, dann ist U einfach zusammenhingend, genau dann,
wenn V' einfach zusammenhéngend ist. Insbesondere sind also beispielsweise die
Mengen U = R?\ {(0,0)} und V' = R? nicht diffeomorph.

(3) Die offene Scheibe U = D;(0,0) C R? und die ganze Ebene V = R? sind diffeo-
morph. Beispielsweise ist

f:U=D0,0) — V =R?
tan (o]
D p%? Wennp#(O,O),
(0,0), wenn p = (0,0).

ein Diffeomorphismus [/

Wir fithren nun die offensichtlichen Analoga fiir den komplex differenzierbaren Fall ein.
Genauer gesagt, wir haben folgende Definition.

Definition. Eine Abbildung f: U — V zwischen zwei offenen Mengen von C heifit biholo-
morph, wenn f eine holomorphe Abbildung ist, wenn f bijektiv ist, und wenn die Umkehr-
abbildung f~': V — U ebenfalls eine holomorphe Abbildung ist. Wenn es fiir zwei offene
Mengen U und V von C eine solche biholomorphe Abbildung gibt, dann nennen wir U und
V' biholomorph.

Beispiele.
(1) Es ist offensichtlich, dass fiir alle a # 0 and b € C die Abbildung f(z) = az + b auf
C biholomorph ist. Es folgt unter anderem, dass alle offenen Scheiben zueinander
biholomorph sind.
(2) Nachdem eine biholomorphe Abbildung insbesondere ein Diffeomorphismus ist,
folgt aus dem obigen Beispiel (2), dass C \ {0} und C nicht biholomorph sind.

67D.h. wenn f beliebig oft differenzierbar ist.
68Der Nachweis dieser Aussage ist etwas listig. Wir iiberlassen das gerne als freiwillige Ubungsaufgabe.
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(3) Die Mengen U = C und V = D;(0) sind nicht biholomorph. In der Tat, denn jede
holomorphe Funktion U = C — V = D;(0) ist beschrinkt, also nach dem Satz
von Liouville konstant. Insbesondere kann eine holomorphe Funktion C — D;(0)
nicht bijektiv, geschweige denn biholomorph sind.

(4) Wir bezeichnen mit

H = {zeC|Im(z) > 0}

die offene obere Halbebene. Es seien a, b, c,d € R mit ad — be # 0. Dann zeigt eine
elementare, aber etwas langere Rechnung, dass die Abbildung

H — H
az+b
z = cz+d

biholomorph ist. Diese Abbildungen auf H werden die Mobiustransformationen der
oberen Halbebene genannt. Sie spielen eine wichtige Rolle in der hyperbolischen
Geometrie.

Wir hatten gerade angemerkt, dass fiir a # 0 and b € C die Abbildung f(z) = az + b
auf C biholomorph ist. Das folgende Lemma zeigt nun, dass jede biholomorphe Abbildung
f: C — C von dieser Form ist.

Lemma 13.1. Es sei f: C — C eine biholomorphe Abbildung. Dann gibt es a # 0 und
beC, sodass f(z) =az+b fir alle z € C.

Die Grundidee des Beweises ist, dass man die isolierte Singularitit zy = 0 der Funktion
g(z)=f (%) betrachtet. Man unterscheidet dann die drei Falle, dass 2y = 0 hebbar ist, dass
zo = 0 eine Polstelle ist, und dass zg = 0 eine wesentliche Singularitét ist. Mithilfe vom
Satz von Casorati—Weierstrafl kann man hierbei den letzten Fall ausschlieen. Die Details
vom Beweis von Lemma werden in Ubungsblatt 8 ausgefiihrt.

Das néchste Lemma besagt insbesondere, dass die offene Scheibe D;(0) und die obere
Halbebene H biholomorph sind.

Lemma 13.2. Die Abbildung
o: H — D(0)

z—1
z ,
zZ+1
ist biholomorph. Zudem gilt fir alle y > 0, dass
. 1
d({z+iylzeR}) = {z€eC| }z—ﬁ| = m}\{l}

Das Lemma besagt also insbesondere, dass der Abschlufl vom Bild einer horizontalen
Gerade unter der Abbildung ® ein Kreis in D;(0) ist, welcher den Punkt 1 enthéilt.

%Diese Aussage kann man sich wie folgt merken, das Bild der Gerade {z +iylz € R} ist ein Kreis mit

Mittelpunkt auf der reellen Achse, welcher die beiden Punkte ®(iy) = Z: = ‘Z;_‘_} und “®(c0) = z;z =1
enthalt.
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zZ—1
z4+1

H={x+iy|y >0} D, (0)
ABBILDUNG 58. Illustration von Lemma [13.2]

BEwEIS. Wir zeigen zuerst folgende Behauptung:

Behauptung. Es sei y > 0. Dann liegt fiir alle x € R der Punkt ®(z + iy) auf dem Kreis

v s L
um 5 von Radius g

Der Beweis der Behauptung ist gegeben durch eine elementare, allerdings etwas lang-
wierige, Rechnung. Es sei also y > 0 und = € R. Dann ist

2 ‘2 (etily—D)(z—i(y+1)) ‘2
224 (y+1)2 y+l1

Yy Thy—i Yy
y+1 r+iy+i y+1
|22+ —1-2wi Yy
2+ (y+1)2 y+1
(22 4y —1—22i) (y+1)— (z>+(y+1)*)y
(22 +(y+1)%)(y+1)
(22492 —1) (y+1) — (2242 +14-2y)y—2i (y+1)
(2 +(y+1)?)(y+1)
—y+a?4y? —1—(1+2y)y—2xi(y+1) ‘2
(22 +(y+1)%)(y+1)
(22— (y+1)*)* + (2z(y+1))? (z24+(y+1)?)? 1

(@ +y+1)2)2(w+1)? (@24 +1)?)2 1) ()
Dies zeigt also, dass ®(x +1y) auf den Kreis um # von Radius ?ﬁ liegt. Wir haben damit
die Behauptung bewiesen.

Es folgt insbesondere aus der gerade bewiesenen Behauptung, dass ®(H) C D;(0). Wir
betrachten nun noch die Abbildung

O(x +iy) —

2

2

2

In Ubungsblatt 6 hatten wir gesehen, dass W(D;(0)) € H. Zudem hatten wir geschen,
dass ®(V(z)) = z fiir alle z € D1(0) und ¥ (P(z)) = z fiir alle z € H. Es folgt nun, dass
®: H — D;(0) biholomorph ist[] Zudem folgt auch leicht aus dem bisher bewiesenen, dass

In der Tat. Aus der ersten Behauptung folgt, dass ®(H) C D;(0). Die Abbildung ist surjektiv,
denn fiir z € D;1(0) gilt ®(¥(z)) = 2. Die Abbildung ist auch injektiv, denn aus ®(w) = ®(w’) folgt,
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d({z+iy|lzreR}) = {zeCHz—ﬁ!:ﬁ}\{l}
U

Das folgende Lemma gibt ein weiteres Beispiel fiir eine Teilmenge von C, welche biho-
lomorph zur offenen Scheibe D;(0) ist. Der Beweis des Lemmas ist eine Ubungsaufgabe in
Ubungsblatt 8.

Lemma 13.3. Die geschlitzte Ebene
C\S_, = {z+iy|z,y € R und x > 0 oder y # 0}
ist biholomorph zur offenen Scheibe D1(0).

Wir wollen nun noch der Frage nachgehen, welche offenen Teilmengen von C nun ei-
gentlich biholomorph zur offenen Scheibe D;(0) sind. Wir hatten schon gesehen, dass wenn
G biholomorph zur offenen Scheibe D;(0) ist, dann muss gelten G # C und G muss ein-
fach zusammenhéngend sein. Erstaunlicherweise sind dies auch schon die einzigen Ein-
schrankungen. Genauer gesagt, es gilt folgender Satz.

Satz 13.4. (Riemannscher Abbildungssatz) Jedes einfach zusammenhdingende Gebiet
G C C, welches von C verschieden ist, ist biholomorph zur offenen Scheibe D;(0).

Leider haben wir in dieser Vorlesung keine Zeit um den Riemannschen Abbildungssatz
zu beweisen. Der Beweis dazu wird beispielsweise in Kapitel 5 von Fritsche: Grundkurs
Funktionentheorie und in Kapitel 10 von Jénich: Funktionentheorie ausgefiihrt.

dass w = U(P(w)) = ¥(P(w')) = w’. Wir sehen also, dass ®: H — D;(0) bijektiv ist. Nachdem die
Umkehrabbildung ¥ ebenfalls holomorph ist, folgt, dass ® sogar biholomorph ist.
"In der Tat, denn wir hatten bewiesen, dass ®: H — D;(0) surjektiv ist, also much auch die Abbildung

®: ({z+iy|lzeR}) — {zeC“z—#‘:ﬁ}\{l}

surjektiv sein.






KAPITEL 2

Maf3- und Integrationstheorie

1. EINLEITUNG

1.1. Der Integralbegriff und Volumen. In der Analysis I hatten wir den Begriff der
Riemann-Integrierbarkeit und das Riemann-Integral fiir Funktionen f: [a,b] — R auf kom-
pakten Intervallen eingefiihrt. Diese Theorie hat mehrere Einschrankungen, beispielsweise
hatten wir gesehen, dass die Funktion
0,1] — R
1, wennz € Q,

v {0, wenn x € Q

nicht Riemann-integrierbar ist. In der Integrationstheorie wollen wir den Integralbegriff auf
mehr Funktionen erweitern, und wir wollen zudem auch den Integralbegriff fiir Funktionen
auf R™ einfiihren.

In der Mafitheorie wollen wir zudem Teilmengen A von R™ ein Volumen Vol(A) zuord-
nen. Die Mafitheorie und die Integrationstheorie héingen eng miteinander zusammen. Es sei
beispielsweise A C R" eine beschrinkte Teilmenge. Wir nennen

R* — R
1, wenn z € A,

T xal@) = { 0, wennzx ¢ A.

die charakteristische Funktion von A. Wenn wir das Integral und den Volumenbegriff
verniinftigt eingefiihrt haben, dann soll am Ende natiirlich

anA = Vol(A)

gelten.

129
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Wir fithren nun erst einmal folgende zwei Definitionen ein.
Definition. Fiir eine Menge €2 bezeichnen wir
P(2) := alle Teilmengen von 2
als die Potenzmenge von ().
Definition. Eine Volumenfunktion auf P(R™) ist eine Abbildung

v: P(R") = {alle Teilmengen von R"} — RsqU {oo}
A — wv(A),

welche folgende Eigenschaften erfiillt:
(A) Es gilt
v(Wiirfel [0,1]" CR") = 1 Normierung.
(B) Das Volumen ist monoton in dem Sinne, dass
ACB = wv(A) <wv(B) Monotonie.

(C) Fur A C R* und = € R” bezeichnen wir mit x4+ A := {x+a|a € A} die Translation
von A um x. Dann gilt

vix+A) = v(A) Translationsinvarianz.
(D) Fiir disjunkte Teilmengen A und B von R" gilt
v(AUB) = v(A) +v(B) Additivitét.

Etwas verallgemeinert soll gelten, wenn Ay, C R", k € N eine Folge von paarweise
disjunktenﬂ Teilmengen sind, dann gilt

v( U Ak> = iv(Ak) o-Additivitit.
k=1 k=1

Das folgende Lemma fasst einige Eigenschaften von Volumenfunktionen zusammen.

Lemma 1.1. Wenn v eine Volumenfunktion auf P(R) ist, dann gilt

(1) Fir jeden Punkt z € R ist v({z}) = 0.
(2) Fir jedes m € Z ist v([m,m + 1)) = 1.
(3) Fiir jede Wahl von m,n € Z mit m < n ist v(m,n]) =m —n.

BEWEIS.
(1) Es sei € R beliebiges. Fiir jedes k € N ist

() = To((E) = o(UE) < oo =1
t =0 o 1 1
(C) (D) (B) (A)

Nachdem dies fiir alle k£ gilt, muss also v({z}) = 0 gelten.

ID.h. es st A; N A; = 0 fiir alle i # .
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(2) Es sei also m € Z. Dann gilt

1= o(fmm+1]) = o(fm,m+ 1)+ v({m+1}) = v(m,m+1).
T T =0, nach (1)
(A) und (C) (D)

le letzte Aussage Iolgt nun leicht aus , un , Indem wir das Interva
3) Die 1 A fol leich 1), (2 d (D), ind ir das | 1l
[m, n] in halboffene Intervalle [i,i41),7 = m,...,n—1 und den Punkt {n} zerlegen.

l

Bevor wir Volumenfunktionen weiter diskutieren, wollen wir noch einmal kurz zu den
Aquivalenzrelationen zuriickkehren, welche wir schon auf Seite eingefiihrt hatten. Zur
Erinnerung, wir sagen ~ ist eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A, wenn fiir alle
x,y,z € A gilt

T~
T~y = Yy~ (Symmetrie)
r~yundy~z = x~2 (Transitivitat).

Beispiel.
(1) Fiir x,y € Z definieren wir
r~y = (r—y)e€bL
Man kann nun leicht nachpriifen, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf Z ist.
(2) Fiir z,y € R definieren wir
r~y = (r—y)eqQ,
dies ist eine Aquivalenzrelation auf R.
(3) Es sei X C R eine Teilmenge. Fiir x,y € X definieren wir
r~y = (z—y)€qQ,
dies ist eine Aquivalenzrelation auf X.
Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X . Zur Erinnerung, eine A quivalenzklasse
ist eine nichtleere Teilmenge Y C X, so dass gilt
(1) fir alle y,y' € Y gilt: y ~ ¢/,
(2) wenn z ~ y fiir ein y € Y, dann gilt z € Y.

In Lemma hatten wir gesehen, dass X die disjunkte Vereinigung aller Aquivalenzklassen,
d.h.

(i) jedes z € X liegt in einer Aquivalenzklasse,
(ii) wenn A und B Aquivalenzklassen sind, dann gilt entweder A = B oder AN B = 0.

Definition. Es sei ~ eine Aquivalenzrelat@pn auf X. Wir sagen A C X ist ein vollstindiges
Reprdasentantensystem, wenn A aus jeder Aquivalenzklasse Y genau ein Element enthélt.
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Mit anderen Worten, A C X ist ein vollstindiges Repriasentantensystem, wenn es zu
jedem y € Y genau ein a € A gibt, welches zu y dquivalent ist. Ein vollstdndiges Re-
priasentantensystem erhilt man dadurch, dass man aus jeder Aquivalenzklasse genau ein
Element wihlt [

Beispiel. Fiir z,y € Z betrachten wir wieder die Aquivalenzrelation, welche wie folgt
definiert ist:
r~y = (x—y) € DL
Dann sind
{0,1,2,3,4}, {5,11,-3,13,24}, {7,—4,20,—-2,19},...
vollstdndige Reprédsentantensysteme.

1.2. Nichtmessbare Mengen. Wir hatten gerade den Begriff einer Volumenfunktion auf
P(R™) eingefithrt. Zusammengefasst ordnet eine Volumenfunktion auf P(R") jeder Teil-
menge von R” ein Volumen zu, und das Volumen besitzt verniinftige Eigenschaften, bei-
spielsweise ist es translationsinvariant und additiv unter disjunkten Vereinigungen.

Dabei gibt es nun allerdings ein Problem, der folgende Satz besagt, dass es Volumen-
funktionen auf P(R™) nicht geben kann.

Satz 1.2. Es gibt keine Volumenfunktion auf P(R™).

BEwEIS. Wir werden den Satz nur fiir den Fall n = 1 beweisen. Den allgemeinen Fall
beweist man ganz dhnlich. Wir beweisen den Satz mit einem Widerspruchsbeweis. Nehmen
wir also an, es gibt eine Abbildung

v: {alle Teilmengen von R"} — Rso{oo}
A — v(A),

so dass folgende Figenschaften erfiillt sind.

(A) Das Intervall [0,1] C R hat Volumen 1.
(B) Wenn A C B, dann gilt v(A) < v(B).
(C) Fur A C R” und = € R"gilt

vz +A) = v(A).
(D) Fiir paarweise disjunkte abzéhlbar viele Teilmengen Ay C R™ gilt

o(Udr) = So(4y).
k k
Wir betrachten folgende Aquivalenzrelation auf [0, 1]:
T~y <  esexistiert ein ¢ € Q mit z =y +q.
Es sei nun A C [0, 1] ein vollsténdiges Reprisentantensystem von ~. Aus der obigen Dis-
kussion von Aquivalenzklassen folgt, dass die Menge A folgende Eigenschaft besitzt:

2Fiir die spitzfindigen Studenten/Studentinnen verweise ich auf:
http://de.wikipedia.org/wiki/Auswahlaxiom
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(*) Fiir jedes x € [0, 1] existiert genau ein a € A, so dass © = a + ¢ fiir eine rationale
Zahl q.

Wir machen hierbei die folgenden beiden Beobachtungen.

(i) Nachdem A C [0, 1] folgt, dass man jedes z € [0, 1] schreiben kann als z = a + ¢
mit a € A und ¢ eine rationale Zahl im Intervall [—1, 1].
(ii) Aus der Eindeutigkeit von a folgt, dass fiir alle a # b in A gilt, dass a — b & QH
(iii) Aus (ii) folgt, dass fiir alle rationalen Zahlen ¢; # ¢ gilt, dassﬂ

(@ +A) N (g2 +4) = 0
Wir beweisen nun folgende Behauptung.
Behauptung. Es ist v(A4) = 0.

Der Beweis der Behauptung ist ganz dhnlich zum Beweis von Lemma (1). Wir
wéhlen nun eine Abzdhlung ¢y, ¢s,... von den rationalen Zahlen im Intervall [—1,1] mit
¢; # q; fiir i # j. Fiir jedes k € N folgt nun, dass

k k k
Eoold) = Do(d) = Lo@+A) = o(U@+a) <o(-12) =3
‘ ‘ M A !
(D) und (iii) ’ (B)  mnach Lemma [L]
Es folgt also, dass v(A) < 1v([-1,2]) = 2 fiir alle k& € N. Dies ist nur mdglich, wenn

v(A) = 0. Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
Andererseits gilt

L= v(01) < o(Ula+4) = Sol@+4) = vA) = 0.

Q—

=

ieN ieN ieN
t p
wir kénnen (B) anwenden, (D) und (iii) (C)
denn aus (i) folgt
€N
Wir haben damit einen Widerspruch herbeigefiihrt. 0

Wir haben jetzt also ein Problem. Eine Volumenfunktion aus dem Schlaraffenland gibt
es leider nicht, wir kénnen nicht allen Teilmengen von R” ein ‘verniinftiges’ Volumen zu-
ordnen. Andererseits ist es klar, dass es fiir die meisten Mengen, mit denen wir norma-
lerweise arbeiten, doch einen Volumenbegriff gibt. Wir werden in den folgenden Kapiteln
das Lebesgue-Mafl einfiihren, welches den Volumenbegriff zwar nicht auf der Potenzmen-
ge P(R™), aber dennoch fiir moglichst viele Teilmengen von R™ einfiihrt, und so dass die
Axiome der Volumenfunktion erfiillt sind.

3In der Tat, denn seien a,b € A mit a — b € Q. Dann gilt fiir z = a, dass * = a + 0 aber auch
x =b+ (a—b). Aus der Eindeutigkeit in (x) folgt nun, dass a = b.

4In der Tat, denn nehmen wir an es gibt ein y € (¢ + A) N (g2 + A), dann gibt es a;,as € A, so dass
g1+ a1 =y = g2 + as. Es folgt, dass a; — as = g2 — ¢1 € Q, im Widerspruch zu (ii).
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Nachdem nicht alle Teilmengen messbar sein werden, miissen wir im Folgenden sehr
vorsichtig mit ‘Mengen von Teilmengen’ arbeiten. Dies zwingt uns unweigerlich, dazu ein
gehoriges Mal an Mengentheorie zu bewéltigen.
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2. MENGENRINGE, MENGENALGEBREN UND 0-ALGEBREN

2.1. Elementare Mengentheorie. Zur Erinnerung, fiir eine Menge 2 schreiben wir

P(2) := alle Teilmengen von {2 Potenzmenge von (.
Fir A € P(Q2) definieren wir
A = {xeQ|z g A} Komplement von A.
Fir A, B € P(Q2) definieren wir zudem
AUB = {x€Q|rz e Aoderz € B}  Vereinigung von A und B
ANB = {x€Q|rz e Aund x € B} Durchschnitt von A und B
A\ B := {x € A|x liegt nicht in B} mengentheoretische Differenz
sowie
AAB = (A\B)U(B\A) symmetrische Differenz.

Die Teilmenge AAB besteht also aus den Punkten in €2, welche in genau eine der beiden
Mengen A und B enthalten ist, sieche Abbildung[l} Wir kénnen den Begriff von Vereinigung

A B

symmetrische Differenz A A B

ABBILDUNG 1.

und Durchschnitt auch auf Familien von Teilmengen verallgemeinern. Genauer gesagt, es
sei {A;}ier eine Familie von Teilmengen von fﬂ dann definieren wir

UA = {z€Q|esgibteini e [ mitz € A;}
i€l

sowie
NA = {zeQlfiralleieIgiltazeA}.
iel

In den folgenden beiden Lemmas fassen wir einige elementare Aussagen iiber symme-
trische Differenzen zusammen.

Lemma 2.1. Es seien A, B und C' Teilmengen von 2. Dann gilt

5Auf gut Deutsch heit das Folgendes: I ist eine Menge (z.B. {1,...,k} oder N, aber I kann auch z.B.
iiberabzihlbar sein), und jedem Element ¢ € I ist eine Teilmenge A; von § zugeordnet. Siehe auch:

http://de.wikipedia.org/wiki/Familie_(Mathematik)
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(1) AAND = A

(2) ANA =0,

(3) AAB = BAA,

(4) (AAB)AC = AAN(BAC),

(5) (AAB)NC = (AnC)A(BNCO).

BEWEIS. Der Beweis ist in allen Féllen elementar. Man kann sich von allen Aussagen

entweder durch elementare Logik oder durch hinreichend allgemeine Bilder iiberzeugen. Die
Aussage (5) wird beispielsweise in Abbildung |2| skizziert. O

AAB ANC BNC

C C C

ABBILDUNG 2. Skizze zu Lemma[2.1] (5).

Bemerkung.

(1) Es folgt aus den Eigenschaften (1) bis (4), dass P(£2) mit “Addition” A eine
abelsche Gruppe mit neutralem Element () ist

(2) Es folgt aus den Eigenschaften (1) bis (5) und den offensichtlichen Aussagen, dass
ANB=BNA, (AnB)NC=AN(BNC)und ANQ=A,
dass P(Q2) mit “Addition” A und “Multiplikation” N sogar ein kommutativer Ring

ist. Das “additiv neutrale” Element ist hierbei die leere Menge, und das “multipli-
kativ neutrale” Element ist hierbei €.

Lemma 2.2. (De Morgansche Regeln) Es seien A und B Teilmengen von §). Dann gilt
(ANB) = A°UB° und (AUB)® = A°nB-.
FEtwas allgemeiner gilt fir eine beliebige Familie {A;}icr von Teilmengen von ), dass

(QIAi)c = YA wnd — (UA) = nac

i€l el iel

OEs sei Q eine endliche Menge. Da (P(Q), A) eine endliche abelsche Gruppe ist kénnen wir den Fun-
damentalsatz der endlich erzeugten abelschen Gruppen anwenden. Was besagt dieser in diesem Fall?
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2.2. Definition von Mengenringen und Mengenalgebren.

Definition. Es sei €2 eine Menge. Wir sagen A C P(f) ist eine Mengenalgebra auf Q, falls
folgende Aussagen gelten:

(1) fe A,
(2) Ae A = A€ A
3) A Be A = AuBcA
Beispiel.
(1) Wir betrachten die Menge €2 = N und
E(N) :=  {alle endlichen Teilmengen von N}
U {alle Komplemente von endlichen Teilmengen von N}.
Beispielsweise liegen
{2,7,123}
und
N\ {3,4,7} = {1,2,5,6,8,9,10,...}
in £(N). Man kann nun leicht iiberpriifen, dass A eine Mengenalgebra auf N ist.
(2) Fiir eine beliebige Menge Q2 sind A = {0, 2} und auch A = P(Q) Mengenalgebren
auf €.
Lemma 2.3. Es sei ) eine Menge und A eine Mengenalgebra auf ). Dann gilt:
(4) Qe A,
(5) ABe A = AnBeA

BEWEIS. Es folgt aus den Eigenschaften (1) und (2), das = ()¢ ebenfalls in A liegt.
Es seien nun A, B € A. Dann gilt

ANB

— |l

Es folgt aus den Eigenschaften (2) und (3), dass A° und B¢ in A liegen, dass dann auch
A°U B¢ in A liegt, und dann auch (A°U B)¢ in A liegt. O

Definition. Es sei 2 eine Menge. Wir sagen R C P(Q2) ist ein Mengenring auf €2, falls
folgende Aussagen gelten:

(1) 0 eRr,

(2) A BeR = A\BEeR,

(3) A BeR = AUBEeR.

Bemerkungen.
(1) Nicht jeder Mengenring ist auch eine Mengenalgebra. Beispielsweise ist {2 = N mit

R = {alle endlichen Teilmengen von N}

ein Mengenring, aber keine Mengenalgebra.
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(2) Eine Mengenalgebra ist auch ein Mengenring, denn fiir A, B € A ist
A\ B = “alle Elemente in A, welche auBerhalb von B liegen” = AN B

(3) Es folgt leicht aus den Definitionen, dass ein Mengenring R genau dann eine Men-
genalgebra ist, wenn (2 € R.

Lemma 2.4. FEs sei R ein Mengenring. Dann gilt

(4) ABeR = ANBeR.
(b)) ABeR = AABEeR.

Beweis. Die Eigenschaft (4) folgt sofort aus den Eigenschaften (2) und (3) eines Men-
genrings und der Beobachtung, dass fiir beliebige A und B gilt

ANB = “A, ohne die Elemente von A, welche aulerhalb von B liegen” = A\ (A\ B).
Die Eigenschaft (5) folgt sofort aus den Eigenschaften (2) und (4) eines Mengenrings und

A B A B A B

A\ B A\ (A\ B)
ABBILDUNG 3. Illustration zum Beweis von Lemma [2.4]

der Definition der symmetrischen Differenz. O

Bemerkung. In der Bemerkung nach Lemma hatten wir gesehen, dass die Potenz-
menge P(Q) mit Addition A und Multiplikation N ein kommutativer Ring ist. Es folgt
aus Lemma [2.4] dass ein Mengenring unter diesen beiden Operationen abgeschlossen ist,
also ist ein Mengenring mit diesen beiden Operationen auch ein Ring. Wir werden diese
Tatsache im weiteren Verlauf der Vorlesung nicht mehr verwenden, aber diese Beobachtung
erkldrt zumindest, wo der Name “Mengenring” herriihrt.

Im Folgenden meinen wir mit einem halboffenen Intervall immer ein Intervall der Form
[a,b), wobei a < b zwei reelle Zahlen sind. Wir bezeichnen mit Q(R) die Teilmengen von
R, welche Vereinigung von endlich vielen halboffenen Intervallen sind. In anderen Worten,
eine Teilmenge A von R liegt in Q(R), wenn diese von der Form

n

A = U [ai,bi),

i=1

fiir reelle Zahlen a; < b;, 1 =1,...,n istﬂ Fiir n = 0 ist dies gerade die leere Menge.ﬂ

"Die halboffenen Intervalle miissen dabei nicht disjunkt sein.
8Das dies fiir n = 0 die leere Menge ist folgt sofort aus der Definition der Vereinigungsmenge auf

Seite
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Das folgende Lemma gibt nun ein weiteres Beispiel von einem Mengenring.
Lemma 2.5. Q(R) ist ein Mengenring.

Der Mengenring Q(R) ist allerdings keine Mengenalgebra, nachdem R nicht in Q(R)
enthalten ist.

BEwEIs. Wir iiberpriifen die Axiome von einem Mengenring. Wir hatten gerade gese-
hen, dass die leere Menge in Q(R) enthalten ist. Es ist offensichtlich, dass die Vereinigung
von zwei Teilmengen in Q(R) wiederum in Q(R) liegt. Wir miissen also noch folgende
Behauptung beweisen.

Behauptung.
A, Be Q(R) = A\Bec9R).

Wir unterteilen den Beweis in drei Schritte.

(1) Wenn I und J zwei halboffene Intervalle sind, dann ist I\ J entweder ein halboffenes

Intervall, oder die Vereinigung von zwei halboffenen Intervallen, oder die leere
Menge. (Siehe dazu auch Abbildung [4]) Insbesondere ist also I \ J € Q(R).

I J J o I g I J

I\J I\J I\J I\NJ=0
ABBILDUNG 4. Illustration zum Beweis von Lemma 2.5]

(2) Wir betrachten nun den Fall, dass

A = U1,
k=1
wobei I, ..., I,, halboffene Intervalle sind. Zudem sei J ein halboffenes Intervall.
Dann ist
A\J = (Uzk) \J = U L\J
k=1 k=1 S~
\ € Q(R) nach (12
cO(R)

(3) Wir betrachten jetzt noch den allgemeinen Fall. Es sei also

B = U,
=1
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wobei Ji, ..., J, halboffene Intervalle sind. Dann ist
A\B = A\ ([jjl) = (A\J )\ Jo---\ .
=1 W—/
€ Q(R)nach (2)
—_———

€ Q(R) nach (2)

€ Q(R) nach (2) O

2.3. Produkte von Mengenringen. Fiir zwei Mengen X und Y bezeichnen wir mit

XxY = {(z,y)|lre Xundy € Y}
die Produktmenge von X und Y . Beispielsweise ist
13 x <21 = {(z.y) B[z € [1,3] und y € [-2,1]).

ein Rechteck in R2.

Satz 2.6. Es seien Q2 und ® Mengen und es seien A C P(2) und B C P(P) Mengenringe.
Wir bezeichnen mit AX B C P(2 x ®) alle Mengen der Form

U A; x B;, wobei A; € A und B; € B.
i=1

Dann ist AR B ein Mengenring auf 2 x ®.

Bevor wir uns dem Beweis von Satz zuwenden wollen wir erst ein Beispiel etwas
genauer betrachten. Wir bezeichnen eine Teilmenge von R” =R X --- X R der Form

[a1,b1) X -+ X [ap,b,) = {(21,...,2,) €ER" |2y € [a;,b;) firi=1,...,n}

als halboffenen Quader in R”ﬂ Es ist nun offensichtlich, dass das Produkt von n halboffenen
Intervallen in R ein halboffener Quader in R™ ist. Fiir n > 1 bezeichnen wir mit Q(R")
die Teilmengen von R", welche Vereinigung von endlich vielen halboffenen Quadern in R™
sind. Es folgt leicht aus den Definitionen, dass

QR") = QR)N---KO(R).
Es folgt nun aus Satz [2.6] dass Q(R") ein Mengenring ist.

Wir reichen nun noch den Beweis von Satz 2.6 nach.

BEWEIS VON SATZ [2.6] Es seien Q und ® Mengen und es seien zudem A C P(€2) und
B C P(®) Mengenringe. Es ist offensichtlich, dass () € A X B. Es folgt zudem aus den
Definitionen, dass A X B unter endlichen Vereinigungen abgeschlossen ist.

Es verbleibt also folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung.
X, X'e AKB = X\X € AKXB.

IWenn die Seitenldangen by —ay, ..., b, —a, libereinstimmen, dann bezeichnen wir die Menge manchmal

auch als halboffenen Wiirfel.
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I xJ

Elemente in Q(R?) sind Vereinigungen von
endlich vielen halboffenen Quadern

ABBILDUNG 5.

Wie im Beweis von Lemma [2.5] unterteilen wir den Beweis in drei Schritte.
(1) Wir betrachten zuerst den Spezialfall, dass

X = AxBund X' = A' x B’ mit A, A’ € Aund B, B’ € B.

Dann folgt aus elementarer Mengentheorie, wie in Abbildung [6] skizziert, dass A x
B\ A’ x B’ die Vereinigung der drei Mengen

(ANA) x (BNB), (ANA) x (B x B') und (A x A') x (BN B')

ist. Nachdem A und B Mengenringe sind, liegen in allen drei Fillen die Faktoren
in A und B. Es folgt nun aus der Definition von AX B, dass die Vereinigung dieser
drei Mengen, d.h. A x B\ A’ x B’, wiederum in AX B liegt.

® X=AxB
B\ B' (A\A) x (B\B') (AN A) x (B\B) X' =A'xB

o (A\NAYx (BNB)  (AnA)x (BNB)

A\ A
ABBILDUNG 6.

Der Rest vom Beweis ist nun ganz analog zu den letzten beiden Schritten im Beweis von
Lemma [2.5]
(2) Wir betrachten nun den Fall, dass

X = UAzXBz und X' = A’ x B’ mit Ai,A/GAU.IldBi,B,EB.
i=1
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Dann ist

X\ (A x B) = (AU A, x BZ) V(A x B) = U (A x B)\ (4 x BY),
i=1 =1 621%[3
also wiederum eine Teilmenge in A X B.
(3) Zuletzt sei nun

n

X € AXBund X' = (JA] x B} mit A} € Aund B} € B.

j=1
Dann ist
X\X" = X\ U4, xB, = X\ A xBj---\ 4, x B}
=1 ————
cAXB .
cARB

Folgendes Lemma wird in Ubungsblatt 8 bewiesen.

Lemma 2.7. Es seien Q und ® Mengen und es seien A C P(QQ) und B C P(P) Mengen-
ringe. Jede Menge in AX B C P(2 x ®) kann geschrieben werden als disjunkte endliche
Vereinigung von Mengen der Form A; X B;, wobei A; € A und B; € B.

Wir beschliefen das Kapitel mit einer letzten Definition und einem einfachen Lemma.
Definition. Fiir s > 0 schreiben wir
QR"s) = QR") N P([-s,s)"),
oder in anderen Worten

QR",s) =

alle Teilmengen von R", welche Vereinigung von
endlich vielen halboffenen Quadern in [—s, s)™ sind.

Auf Seite hatten wir angemerkt, dass ein Mengenring R auf €2 genau dann eine
Mengenalgebra ist, wenn 2 € R. Es folgt, dass der Mengenring Q(R") keine Mengenalgebra
ist. Andererseits erhalten wir auch folgendes Lemma.

Lemma 2.8. Fir jedes s > 0 ist Q(R™, s) eine Mengenalgebra.
2.4. o-Algebren.

Definition. Es sei Q eine Menge. Wir sagen A C P() ist eine o-Algebra auf 2, falls
folgende Aussagen gelten:

(1) heA,
(2) Aec A = A€ A,
(3) die Vereinigung von abzéhlbar vielen Mengen in A liegt ebenfalls in A.

Bemerkungen.
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(1) Eine o-Algebra ist insbesondere eine Mengenalgebra, aber dieses Mal verlangen
wir, dass auch die Vereinigung von abzéhlbar vielen Mengen A;,7 € N in einer
o-Algebra wieder in der o-Algebra liegt.

(2) Es sei Q = N. Auf Seite hatten wir gesehen, dass

E(N) :=  {alle endlichen Teilmengen von N}
U {alle Komplemente von endlichen Teilmengen von N}.

eine Mengenalgebra ist. Dies ist jedoch keine o-Algebra, denn £(N) ist nicht unter

abzéhlbaren Vereinigungen abgeschlossen. Beispielsweise liegt fiir jedes £ € N die

Teilmenge Ay, = {2k} in E(N), aber J Ay = U {2k} = 2N liegt nicht in E(N).
keN keN

(3) Wenn A eine o-Algebra ist, dann liegt auch Q = ()¢ in A. Ganz analog zum Fall
von Mengenalgebren, welchen wir in Lemma diskutiert hatten, folgt aus den
de Morganschen Gesetzen, welche wir in Lemma formuliert hatten, dass der
Durchschnitt von abzéhlbar vielen Mengen in einer o-Algebra A wiederum in A
liegt.

Definition. Es sei {Xj}r>1 eine Folge von Teilmengen von Q. Wir sagen die Folge ist
aufsteigend, wenn X7 C Xy C X3 C .... Wir nennen dann
X = UXy
k=1
den Limes der aufsteigenden Folge. Wir schreiben

Xi T X <= {Xi}r>1 ist eine aufsteigende Folge mit Limes X.
Wir sagen die Folge { Xy }r>1 ist absteigend, wenn X; D Xo D X3 D .... Wir nennen dann

X = NXk
k=1
den Limes der absteigenden Folge. Wir schreiben
Xp 4 X <= {Xji}i>1 ist eine absteigende Folge mit Limes X.
Beispiel. Es ist
11
Folgenden Satz werden wir viel spiter im Beweis von Satz von Fubini verwenden.

Satz 2.9. FEs sei A C P(QQ) eine Mengenalgebra. Dann gilt

o fir alle aufsteigenden Folgen {Ag}r>1 in A
A ist eine o-Algebra <= liegt der Limes |J Ay ebenfalls in A.

kEN
Beispiel. Wir betrachten wiederum 2 = N mit der Mengenalgebra £(N). Dann ist
A, = {2,4,6,...,2k}

eine aufsteigende Folge mit Limes N, aber der Limes liegt nicht in £(N). Wir sehen also
wiederum, dass £(N) keine o-Algebra ist.
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BEWEIS. Es ist offensichtlich, dass die ‘="—Richtung gilt. Wir beweisen nun noch die
‘“='-Richtung. Es sei also {Ax}ren eine beliebige Folge von Mengen in 4. Wir miissen

zeigen, dass die Vereinigungsmenge J Ay auch in A liegt. Dies ist in der Tat der Fall, denn
keN

(AjU---UA,) €A

S

k=1 ~
=:B} T
denn By, ist eine
aufsteigende Folge in A 0

Cs

2
[

Cs

b
Il
—

_ Das folgende Lemma folgt leicht aus den Definitionen, und verbleibt als freiwillige
Ubungsaufgabe.

Lemma 2.10. Es sei {A}ic; eine Familie von o-Algebren auf einer Menge 2. Dann ist
auch

ﬂ A; = alle X C Q, welche in allen A;’s liegen,
iel
eine o-Algebra.
Wir hatten schon gesehen, dass die Potenzmenge P(S2) trivialerweise eine o-Algebra

ist. Insbesondere ist jede Menge S von Teilmengen von €2 in einer o-Algebra enthalten. Fiir
S C P(R) bezeichnen wir nun

(8)? := Durchschnitt aller o-Algebren von €2, welche S enthalten,
als die von § erzeugte U-AlgemeUI

Bemerkungen.

(1) Diese Definition ist vielleicht auf den ersten Blick etwas gewohnungsbediirftig.
Wir kénnen diesen Typ von Definition mit einem Beispiel aus der linearen Algebra
illustrieren. Es sei V' ein Vektorraum. Fiir eine Teilmenge A C V bezeichnen wir
dann

Span(A) := Durchschnitt aller Untervektorraume von V', welche A enthalten,

als den von A erzeugten Untervektorraum. Dies ist in der Tat ein Untervektorraum,
denn der Durchschnitt von Untervektorrdumen ist wiederum ein Untervektorraum.
(2) Man kann (S)? auch direkt hinschreiben als

(8)’ = {U <ﬂ sij) )xij € S oder zj; € S},
i€N \jeN
denn die rechte Seite ist eine o-Algebra, welche S enthélt. Andererseits muss jede o-
Algebra, welche S enthélt, per Definition einer o-Algebra die rechte Seite enthalten.

10Es folgt aus Lemma dass dies in der Tat eine o-Algebra ist.
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Beispiel. Fiir den weiteren Verlauf der Vorlesung ist das wichtigste Beispiel die o-Algebra
(Q(R™))?, welche von Q(R") erzeugt wird. Wir geben im Folgenden ein paar Beispiele von
Mengen, welche in (Q(R))? enthalten sind. Beispielsweise gilt

1
(11 =J[-14%.1),
keNT——
€Q(R)
nachdem (Q(R))7 eine o-Algebra ist, muss auch schon (—1, 1) in (Q(R))? liegen. In Ubungs-
blatt 9 werden wir sehen, dass sogar alle Intervalle in (Q(R))? liegen. Zudem werden wir

sehen, dass auch Q in (Q(R))? liegt. Wir werden spéter der Frage nachgehen, ob die Menge
A von Seite auch in (Q(R))? liegt.
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3. INHALTE, PRAMASSE UND MASSE

Im letzten Kapitel hatten wir uns mit der vielleicht etwas trockenen Materie der Men-
gentheorie beschéftigt. Wir wollen uns nun dem eigentlichen Ziel ndhern, ndmlich wir wollen
einen verniinftigen Begriff von einem ‘Volumen’, oder auch ‘Maf3’ oder auch ‘Inhalt’ von
Mengen einfiithren.

3.1. Die erweiterte Zahlengerade. Wir schreiben im Folgenden
R = [~o0,00] := RU{+oo}

und

Ry = [0,00] = R, U{oo}.

Wir setzen die Ordnung < von den reellen Zahlen ganz naiv auf R fort indem wir fiir alle
a € R definieren, dass

-0 < a < 4oo.

Im Folgenden werden wir immer wieder Folgen in R betrachten. Es folgt aus Satz 4.11
der Analysis I, dass jede monoton steigende Folge in R gegen ein Element in R konvergiert
Wir fithren dazu noch folgende Notation ein. Es sei (ax)r>1 eine Folge in R. Wir schreiben

arp T a <= {ag}r>1 ist eine monoton steigende Folge mit Grenzwert a,
und ganz analog

ar 4 a <= {ax}r>1 ist eine monoton fallende Folge mit Grenzwert a.
Beispielsweise gilt
(2—%) 12 und e ® )0 sowie k%1 oo.

In Analysis I hatten wir auf der Menge R = R U {—o00} U {+0c0} auch schon folgende
partielle Addition und partielle Multiplikation eingefiihrt.

. a>0 0 a<0 400 —00

+ |aeR oo -0 b>0|la-b 0 a-b +4oo —o0
beR|a+b +oo —o0 and 0 0 0 0 * *

400 | +o0  +o0 b<0l a-b 0 a-b —o0 +o00

—00 —00 * —00 400 | o0 x —0o0 400 —00

—00 | —00 * 400 —00 +00

hierbei bedeutet *, dass die Addition beziehungsweise die Multiplikation nicht definiert ist,
d.h. wir haben oo + (—o0) und (—o0) + oo nicht definiert und wir haben auch 0 - (+00)
nicht definiert.

HWir verwenden jetzt die Sprechweise, welche wir in Analysis I explizit vermieden hatten, dass eine
Folge gegen +o0o konvergiert, wenn die Folge bestimmt gegen +oo divergiert.

2Dje Addition und die Multiplikation ist dabei definiert, wie man es sich ‘naiv’ denken wiirde. Wenn
eine Verkniipfung ‘naiv’ nicht klar ist, z.B. —oo + 0o, dann ist diese in unserem Falle auch nicht definiert.
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3.2. Die Definition von Inhalt, Pramafl und Maf3. Auch in diesem Kapitel sei (2
durchgehend eine Menge.

Definition. Es sei R C P(2) ein Mengenring. Ein Inhalt auf R ist eine Funktion
w: R — Ry
mit folgenden Eigenschaften

(1) u(@) =0,
(2) fiir disjunkte Mengen A, B € R gilt
(AU B) = u(A)+ p(B) Additivitét.

Beispiel.
(1) Auf £(N) ist die Funktion
p: EN) — Ry
A +— #A := Anzahl der Elemente in A

ein Inhalt.

(2) Auf £(N) ist auch
7 EN) — R,

0, wenn A =10,
A = {oo, wenn A # ().

ein Inhalt.
(3) Es sei Q eine beliebige Menge und = € Q sei festgewihlt. Dann ist

A 1, wennzx € A,
0, wennx ¢ A.

ein Inhalt.
(4) Es sei
W = {(a,b)|a,be{l,...,6}}.
Dies ist gerade die Menge aller Zahlenpaare, welche mit zwei Wiirfeln gewdiirfelt
werden konnen. Dann ist

p: P(W) — Ry
A — 3_16 - Anzahl der Elemente in A
ein Inhalt auf dem Mengenring P(W). Fir A C P(W), ist p(A) gerade die Wahr-

scheinlichkeit (aufgefasst als Zahl zwischen 0 und 1), dass beim einmaligen Wiirfeln
mit 2 Wiirfeln ein Zahlenpaar aus A gewtirfelt wird. Beispielsweise ist

Wahrscheinlichkeit ein Pasch zu wiirfeln = p({(1,1),...,(6,6)}) = %

Wir fassen einige Aussagen iiber Inhalte im folgenden Lemma zusammen.
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Lemma 3.1. Es sei pu ein Inhalt auf einem Mengenring R C P(£2). Dann gelten folgende
Aussagen:

(1) Der Inhalt p ist monoton in dem Sinne, dass fir A, B € R gilt
ACB = u(A) <ubB) Monotonie.
(2) Fiir beliebige Mengen A, B € R gilt
AU B) = p(A)+ pu(B) — u(An B).
(3) Fiir endlich viele disjunkte Mengen Ay, ..., Ay € R gilt

k
k
A;) = A; Additivitat.
M(iL:J1 ) ; w(A;) itivitd
(4) Fiir beliebige Mengen Ay, ..., A € R gilt
ha) < S A) Subadditivitit
M<¢L:J1 Z) < ;u( ; ubadditivitdt.

BEWEIS VON LEMMA [3.1].
(1) Es seien also A, B € R mit A C B. Dann gilt
nw(B) = p(AU B\A) = p(A)+pu(B\A) = p(A).
R T >0
S

Additivitat
(2) Esseien A, B € R. Es folgt aus der Additivitiat von u, angewandt auf die disjunkten
Zerlegungen, welche in Abbildung |7| skizziert sind, dassEg]
n(A) = p(A\ B)+pu(An B),
nw(B) = w(B\A)+u(ANB),
und
WAUB) = u(A\B)+ (AN B) +u(B\ A).
Zusammengefasst erhalten wir, dass
w(AUB) = u(A\B) + w(B\A) +uANB) = p(A)+pu(B) —pn(ANB).
—— ——
=u(A)—p(ANB)  =u(B)—u(ANB)
(3) Diese Aussage folgt durch mehrfaches Anwenden der zweiten Eigenschaft von In-

halten. )
(4) Die letzte Aussage wird in Ubungsblatt 9 bewiesen.

Definition.

I3Hierbei verwenden wir, dass in einem Mengenring R mit A, B € R auch A\ B,B\ A, AN B und
AU B in R liegen.
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A B

A\ B ANB B\ A

ABBILDUNG 7. Skizze zum Beweis von Lemma [3.1]

(1) Ein Inhalt g auf einem Mengenring R C P(£2) heifit o-additiv, wenn fiir jede Folge

von paarweise disjunkten Mengen {Ay}>1 in R, deren Vereinigung Ej Ay, ebenfalls

k=1
in R liegt, gilt
M(kUl k) = kg l,u( k)

(2) Ein o-additiver Inhalt wird oft auch Prdmafl genannt
(3) Ein Maf ist ein Pramaf}, welches auf einer o-Algebra definiert ist.

Beispiele.

(1) Die obigen Inhalte p, p, und 7 auf £(N) sind o-additiv.

(2) Wenn R nur aus endlich vielen Mengen besteht, dann ist jeder Inhalt auf R sogar
o-additiv. Insbesondere ist der Inhalt p auf P(W) auch o-additiv.

(3) Wir betrachten nun auf £(N) den Inhalf]

V. E(N) — E+
A 0, wenn A endlich,
1, wenn A unendlich.

In diesem Fall ist

kL:Jl{k} = N aber ;y(f}) # @

Wir haben also gezeigt, dass v nicht o-additiv ist.

Satz 3.2. Es sei pu: R — R, ein Inhalt auf einem Mengenring R C P(Q). Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

(a) Der Inhalt p ist o-additiv,

lpg klingt so, als miisse die zweite Eigenschaft eines Inhalts verletzt sein. Aber dies ist nicht der Fall,
denn es gibt in £(N) keine disjunkten unendlichen Mengen.
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(b) Der Inhalt p ist o-subadditiv, d.h. fiir jede Folge von Menge@ {Ag}tr>1 in R,
deren Vereinigung GAk ebenfalls in R liegt, gilt
k=1

Y (}gflk) < i p(Ag).

(¢) Der Inhalt p ist stetig von unten, d.h. fir jede aufsteigende Folge {Ag}i>1 in R,
deren Limes A = G Ay ebenfalls in R liegt, gilt
k=1

1(Ax) T pu(A).

Bemerkung. Die analoge Aussage fiir absteigende Folgen von Mengen gilt im Allgemeinen
nicht. Betrachten wir beispielsweise auf £(N) wiederum den o-additiven Inhalt

p: E(N) — R,
A — A := Anzahl der Elemente in A.
Dann bilden die Teilmengen
Ay = {kk+1,k+2,...}

eine absteigende Folge von Mengen. Dann gilt jedoch

w(Ag) J oo aber ,u( ﬁ Ak> = 0.
N— k=1
——

=00

=0
Auf Seite 15 von Forster: Analysis III wird gezeigt, dass fiir einen o-additiven Inhalt das
Analogon von Aussage (c) fiir absteigende Folgen gilt, wenn der Inhalt p endlich ist, d.h.
wenn p nur endliche Werte annimmt. Wir werden diese Aussage im weiteren Verlauf der
Vorlesung jedoch nicht verwenden.

BEWEIS. Wir beweisen die Aquivalenz der drei Aussagen indem wir folgende Implika-
tionen beweisen:

(b) = (a) = (o) = (b).
Wir beweisen zuerst (b) = (a). Es sei also {Ax}r>1 eine Folge von paarweise disjunkten
Mengen in R, so dass A := Loj Ap in R liegt. Dann gilt

< Z,U(Ak) = lim > p(Ay) = lim u( UAk> < u(A).
= k=1 &i_/
< p(A) wegen Monotonie

Eigenschaft (b) endliche Additivitdt von p

Nachdem links und rechts der gleiche Term stehen, miissen alle Ungleichheiten schon Gleich-
heiten sein. Insbesondere erhalten wir die gewiinschte Gleichheit der ersten beiden Aus-
driicke.

5Wir nehmen nun nicht an, dass die Mengen paarweise disjunkt sind.
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Wir beweisen nun (a) = (c). Es sei also {Ax }x>1 eine aufsteigende Folge in R, so dass
der Limes A := Loj Ap ebenfalls in R liegt. Wir setzen
k=1

B; := Aj und fiir £ > 2 setzen wir By = Ay \ Ap_1, alsoist A, = By U---U By.

Nachdem { A} eine aufsteigende Folge ist, folgt, dass die By’s paarweise disjunkt sind. Wir
erhalten, dass

oo

k o0
Jim p(Ay) = T p(ByU---UBy) = lim > pu(By) = u(Bi) = u(U Bz’) = p(A).
i=1 i=1 4 i=1

Lemma 3.1] (3) Eigenschaft (a)

Wir beweisen zum Schluf§ noch, dass (¢) = (b). Es sei also {A}x>1 eine Folge von

Mengen, so dass A := G A; auch in R liegt. Fiir m € N setzen wir
k=1

Dies ist nun eine aufsteigende Folge von Mengen mit fj B, = G A,, = A. Wir erhalten,
m=1 m=1

dass

k 00
p(A) = limp(By) = lmp(A U UA) < lim Y u(dn) = Y p(An).
m=1 m=1

k—o0

T T
Eigenschaft (c) nach Lemma (4)

0

3.3. Die euklidische Metrik auf R". Wir wenden uns nun dem Studium von Maflen auf
dem n-dimensionalen euklidischen Raum R™ zu. Wir erinnern in diesem kurzen Kapitel an
einige Begriffe aus der Analysis II.

Fir x = (z1,...,2,) € R" schreiben wir

S 2
el =/ 22 =
=1

Wir fassen R™ als metrischen Raum beziiglich der euklidischen Metrik auf, welche durch
|z — y|| gegeben ist. Fiir z € R™ und r > 0 bezeichnen wir

B,(x) = {y eR"[|ly —afl <r}
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als die offene r-Kugel um z. Fiir eine Teilmenge X C R" definieren wir H

AbschluB von X = X := {y e R | fiir alle € > 0 gilt B.(y) N X # (Z)}
und
Innere von X = X = {[L’ cX | es gibt ein € > 0 mit B.(x) C X}.
Beispielsweise gilt fiir den halboffenen Quader
Q = [alabl)x"'x [an7bn) = {<I177xn)|xz€ [ai7bi>}7
dass
Q = [CLl, bl] X X [an,bn] = {(le'l, R ,$n) | T; € [Cli,bi]},
und

Q = (a1, b)) X X (ap,b,) = {(:cl,...,a:n)|x2-€(ai,bi)}.

3.4. Das Lebesgue-Pramafl. Unser eigentliches Ziel ist es einen verniinftigen Begriff von
‘“Volumen’ fiir ‘verniinftige’ Teilmengen von R"™ einzufiihren. In diesem Kapitel kommen
wir diesem Ziel deutlich ndher. Genauer gesagt, wir werden ein Pramafl Vol, auf dem
Mengenring Q(R™) einfiihren.

Fiir einen halboffenen Quader

Q = [ahbl) XX [a‘nabn)

setzen wir
VOln(Q) = [[l(bl — ai).

Wir wollen nun diesen Volumenbegriff auf alle Teilmengen von Q(R") fortsetzen. Dazu
bendétigen wir folgenden Satz.

Satz 3.3. Jede Teilmenge in Q(R™) ist die disjunkte Vereinigung von endlich vielen halb-
offenen Quadern.

Bevor wir den Satz beweisen fiihren wir noch eine Notation ein. Wenn X C € die
disjunkte Vereinigung von Teilmengen A, B ist, dann schreiben wir manchmaﬂ

X = AUB oderauch X = AUB.

Beispielsweise besagt der vorherige Satz, dass es zu jedem B € Q(R™) halboffene Quader
Qla"‘?Qm mit

B = @QiU---UQn
gibt.

6Djies sind natiirlich wort-wértlich die gleichen Definitionen wie fiir den Abschluf und das Innere einer
Teilmenge in C, siehe Seite @

n der Vorlesung verwenden wir hierbei hauptséichlich die Notation J wéhrend wir im Skript
hauptséchlich die Notation LI verwenden, nachdem dieses Symbol leichter von U zu unterscheiden ist.
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_ BEWEIS. Wir beweisen diesen Satz mit Induktion nach n. Fiir n = 1 ist dies gerade
Ubungsaufgabe von Ubungsblatt 8.
Wir nehmen nun an, dass die Aussage fiir n — 1 gilt. Es sei nun X € Q(R"). Nachdem

QR") = QR)RQR"™)

folgt aus Lemma dass wir X schreiben konnen als disjunkte Vereinigung von Mengen
der Form A x B, wobei A € Q(R) und B € Q(R"!). Es geniigt nun die Behauptung fiir
solch ein Produkt A x B zu beweisen. Hierbei ist

k1
AxB =(LU--—-UL)x (QiU---1Q) = -Irll-ltll I x Q.

halboffener
Quader
nach Falln =11ist A= I, U---U Iy, wobei Iy,...,I; halboffene Intervalle,
nach Induktion ist B = Q U---UQ;, wobel Q1,...,Q; halboffene Quader ]
Es sei nun also A € Q(R™). Nach Satz ist
A = | Qs
i=1

die disjunkte Vereinigung von endlich vielen halboffenen Quadern. Es liegt nun nahe
Vol (A) = ) Vol,(Q;)
i=1

zu setzen. Allerdings gibt es dabei ein sehr lidstiges Problem: wir konnen A auf viele Weisen
als disjunkte Vereinigung von endlich vielen halboffenen Quadern schreiben, warum héngt
dann die Definition nicht von der Wahl der Zerlegung ab?

Wir beweisen dazu erst einmal folgendes Lemma.

Lemma 3.4. Es ses

Q = QU---UBQn
eine disjunkte Zerleqgung von einem halboffenen Quader () C R™ in endlich viele halboffene
Quader Q1,...,Q.,,. Dann gilt

Vol (Q) = i Vol,,(Q;).

BEWEIS. Wir beweisen das Lemma mithilfe von Induktion nach n. Wir betrachten
zuerst den Induktionsanfang n = 1. In diesem Fall sind
Q = [a, b) und Q; = [aivbi)a
halboffene Intervalle. Indem wir eventuell die Intervalle umnummerieren konnen wir an-

nehmen, dass a; < as < -+ < a,,. Da Q = [a,b) die disjunkte Vereinigung der Intervalle
la;, b;) ist muss gelten, dass

azal<b1:a2<b2:a3<...bm_1:am<bm:b.
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Also ist

m

Vol (Q) = b—a = > (bi—a;) = iVoll(Qi).

=1

Wir haben also den Induktionsanfang bewiesen.

Q= [av b)

a by = as by = a3

Q1 = [a1,b1) Q2 = [az, bs)

ABBILDUNG 8. Skizze zum Fall n = 1 im Beweis von Lemma [3.4]

Wir wenden uns nun dem Induktionsschritt n — 1 ~ n zu. Wir betrachten zuerst den
Spezialfall, dass

Q:IXP und QZ:[lXP“

wobei I und die I;’s halboffene Intervalle und P ein halboffener Quader in R®~! sind. Dann
folgt aus Q = Q1 U---UQ,,, dass [ = [1 U---UT,,. Wir erhalten dann wie gewiinscht, dass

m

Vol,,(Q) = Vol,,(I x P) = Voly(I) - Vol,,_1(P) = ZVOII(]Z») -Vol,,_1(P) = ZVoln(Qi).
T i=1 i=1
folgt aus dem Fall n =1

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Die Quader ) und @); lassen sich zerlegen als
Q:]XP und QZ:IZX‘PZ’

wobei I und die I;’s halboffene Intervalle und P und die P;’s halboffene Quader in R™"~!
sind. Wir bezeichnen nun mit Ji,...,J, die halboffenen Intervalle, welche wir dadurch
erhalten, dass wir das Intervall I entlang aller Anfangs- und Endpunkte der Intervalle I;
schneiden. (Diese Definition wird in Abbildung [9] skizziert.)

Jedes der Intervall [; ist nun eine Vereinigung von den Intervallen .Jy, ..., J;. Indem wir
die Intervalle /; in Intervalle der Form J; aufteilen, und unter Verwendung von (*) kénnen
wir 0.B.d.A. annehmen, dass alle Intervalle der Form I; ein Intervall aus {Ji, ..., Js} sind.
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Q=IxP
Zerlegung Q = IﬁQz - CIL- x P
=1 1=1

n—1

Rn—l

I Ji Iy Js

ABBILDUNG 9. Skizze zum Induktionsschritt im Beweis von Lemma [3.4]

Q=1xP Zerlegung Q) = Lnj I; x P;, wobei

i=1 Zerlegung von J; x P
R 1 jedes Intervall I; € {J1,...,Js} R! sung !
Zerlegung von J, X P
P
R R
Jl <]2 Js Jl JQ JS

ABBILDUNG 10. Weitere Skizze zum Induktionsschritt im Beweis von Lemma [3.4]

Dann ist

=1 =1
= > > Vol(J;xP)

— — .
J alle 7 mit =Voli (J;)-Vol,_1 (P;)

I = J

= ZVOh(J]) Z VOln_l(Pi)

J=1 alle 7 mit

I =J;
= ) Voli(J;) - Vol(P) = Voly(I) - Vol,_1(P) = Vol,(Q).
Tt T
Induktionsvoraussetzung, Induktionsanfaglg,
angewandt auf || P, =P angewandt auf || J; =1

alle ¢ mit J=1

I = J;
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O

Wir konnen nun zeigen, dass die obige Idee der Definition vom Volumen auf Q(R") in
der Tat Sinn macht.

Satz 3.5. Die Abbildung

Vol,: Q(R") — R,
A = Vol (A4) =) Vol (Q),

wobei A die disjunkte Vereinigung der

halboffenen Quadern Q1,...,Q,, ist

st wohldefiniert, d.h. hdngt nicht von der Zerlegung von A ab, und definiert einen Inhalt
auf Q(R™).

BewEIs. Wir zeigen zuerst, dass Vol,, wohldefiniert ist. Es sei also A € Q(R") und es
seien

zwei Zerlegungen von A in disjunkte halboffene Quader. Dann ist

> Volu(P) = 37 Vol ( QPmQj ) = Y Vol(PN@) = Volu(@,).
i=1 i=1 J= T i=1j=1 T j=1

Zerlegung vom :
Quoder pr n Dach Lemma B4  das gleiche Argument

die Quader P; N Q; riickwarts

Wir haben also gezeigt, dass die Definition von Vol,,(A) nicht von der Zerlegung abhéngt.
Die Abbildung Vol,, ist offensichtlich additiv, d.h. Vol,, ist in der Tat ein Inhalt. O
Satz 3.6. Der Inhalt

Vol,: Q(R™) —
A —
st o-additiv, d.h. Vol,, ist ein Pramafs.

Im Folgenden bezeichnen wir Vol,,: Q(R™) — R als das Lebesquesche Pro’imaﬂ.ﬁ Wenn
vom Kontext her klar ist, in welcher Dimension wir arbeiten, lassen wir den oberen Index
n weg und schreiben einfach Vol anstatt Vol,.

18I der Literatur wird das Lebesguesche Prémaf oft auch mit A\(A) anstatt Vol, (A) geschrieben.
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Bevor wir uns dem Beweis von Satz [3.6] zuwenden betrachten wir noch ein Beispiel. In
Q(R) haben wir die disjunkte Zerlegung

[1- 5, 1—5) = [0,1)

[ 8

k

vom halboffenen Intervall [0,1) in unendlich viele halboffene Intervalle. Hierbei ist in der
Tat

Il
_

S Vol ([L—gir, 1= 58)) = Yogr = 1= Vol([0,1)).
k=1 k=1

S

Im Beweis von Satz [3.6] werden wir folgendes Lemma benétigen.

Lemma 3.7. Es sei Q C R"™ ein halboffener Quader. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 halboffene
Quader P und R, so dass

PcQchR mit Vol,(P) > (1--¢)Vol,(Q) und Vol,(R) < (1+ €)Vol,(Q).

BEWEIS. Es sei also

Q = la1,b1) X -+ X [an, by).
ein halboffener Quader und € > 0. Fiir 0 > 0 setzen wir
P(6) = [ai,by —9) x -+ X [ay, b, —9),
und

R(5) = [a1 — (5, bl) X X [an — 5, bn)
Dann gilt fiir jedes 0 > 0, dass
POG) c Q c R().

Aus der Stetigkeit von Volumina von Quadern folgt nun, dass fiir ein geeignet gewéhltes
0 > 0 die Volumenbedingungen erfiillt sind. O

Das néchste Korollar besagt nun, dass die Aussage von Lemma auch analog fiir
beliebige Teilmengen in Q(R™) zutrifft.

Korollar 3.8. Es sei B € Q(R"™) und € > 0. Dann gibt es A und C' in Q(R™), so dass
Ac BcC mit Vol(4) > (1—e)Vol,(B) und Vol,(C) < (1+¢€)Vol,(B).

BeEWwEIs. Jedes B € Q(R™) ist per Definition die Vereinigung von halboffenen disjunk-
ten Quadern @4, ...,Q,,. Wir wenden nun Lemma auf diese Quader an und erhalten
halboffene Quader P; and R; mit

P, C Q; C R und Vol(P) > (1 — €) Vol,(Q;) und Vol,,(R;) < (14 €) Vol,(P).
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Wir setzen A = G P, und C'= GRi. Dann ist
=1 =1

K2

A=U0P c U@ c Uk = C.
i=1 i=1 i=1
Zudem ist =B

Volu(A) = Vol,(PLU---UPB) = 3 Volu(P) > (1—¢)3 Vol,(Q:) = (1 —€) Vol,.(B)

4 i=1 4 i=1 4
und Additivitat Monotonie Additivitat
Vol,,(C) = Vol (R U---UR,,) < > Vol,(R;) < (1+4¢€)>_ Vol,(Q;) = (14 ¢€) Vol,(B).
T i=1 T i=1 T
Subadditivitat  Monotonie Additivitat

[l

Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz 3.6] zu.

BEWEIS VON SATZ [3.6l Wir wollen also beweisen, dass Vol,, ein o-additiver Inhalt ist.
Nach Satz geniigt es zu zeigen, dass Vol,, zumindest o-subadditiv ist. Es sei also { By }x>1
eine Folge von Mengen in Q(R"), deren Vereinigung B := G By, ebenfalls in Q(R™) liegt.

k=1

Wir miissen zeigen, das
\/Oln ( B ) < \/Oln By).
kU1 k = kg / ( k)

Wenn wir nur endlich viele By’s hétten, dann wiirde die Aussage natiirlich aus
Lemma (4) folgen. Wir fithren den allgemeinen Fall auf den endlichen Fall
durch ein Kompaktheitsargument zuriick. Dazu miissen wir eine kompakte Menge
finden, welche durch offene Mengen iiberdeckt wird.

Da B= fj By, weder offen noch kompakt ist, wollen wir innerhalb von B= fj By, eine

k=1 k=1
‘etwas’ kleinere kompakte Teilmenge finden, welche durch offene Mengen tiiberdeckt

werden, welche ‘etwas’ grofler als die By’s sind.

Es sei nun € > 0 beliebig. Wir wenden Korollar |3.8| auf B und die B,’s an und erhalten
insbesondere

A€ QR") mit AcB und Vol,(4) > (1—¢)Vol,(B),
sowie fiir jedes k € N

Cr € QR™) mit By CCp und Vol,(Cp) < (1+¢€) Vol (By).
Es folgt also, dass
ZCB:DBkC Gék.
4 k=1 k=1 4

kompakt nach Heine-Borel offen
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Es folgt nun aus der Definition von Kompaktheit, dass A, und damit insbesondere auch A,
schon durch endlich viele (Y, ..., C,, iiberdeckt ist. Es folgt, dass

(1—€)Vol,(B) < Vol,(4) < v01n<[jck) < iVoln(Ck) < f:\foln(ck)
k=1 k=1 k=1

T T
Monotonie Lemma (4)
< (1+ e)z Vol,,(By).
k=1

Nachdem diese Ungleichung fiir alle € > 0 gilt, muss sie auch fiir ¢ = 0 gelten, d.h. wir
erhalten die gewiinschte Ungleichung

Vol,(B) < ) Vol,(By).
k=1

0
Wir beschliefen das Kapitel mit zwei einfachen Definitionen.
Definition.
(1) Ein Inhalt p auf einem Mengenring R C P(2) heifit endlich, wenn p(A) < oo fiir
alle A € R.

(2) Ein Inhalt x4 auf einem Mengenring R C P(£2) heifit o-endlich, wenn es eine Folge
von Mengen A, € R, k € N gibt mit

U4 = Q@ und  p(4) < oo fiiralle k > 1.
k=1

Beispiel. Auf £(N) betrachten wir wiederum die drei Inhalte

v: E(N) — R, p:E(N) - Ry 7:EN) — Ry
A 0, wenn A endlich, A = #A Ao 0, wenn A = (),
1, wenn A unendlich. oo, wenn A # ().

Der Inhalt v ist natiirlich endlich. Der Inhalt p ist zwar nicht endlich, aber immerhin

o-endlich, denn N = fj {1,...,k}. Der Inhalt 7 hingegen ist noch nicht einmal o-endlich.
k=1

Beispiel. Der Inhalt Vol,, auf Q(R") ist zwar nicht endlich, aber immerhin o-endlich, denn

R" = J[-m,m)".

meN
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4. FORTSETZUNG VON EINEM PRAMASS ZU EINEM MASS

Im vorherigen Kapitel hatten wir unter anderem, das Volumen Vol,, auf dem Mengenring
Q(R™) eingefiihrt. Viele Mengen, fiir welche wir uns interessieren liegen aber nicht in Q(R").
Beispielsweise ist fiir n > 2 keine Kugel in Q(R™) enthalten. Wir wollen in diesem Kapitel
den Volumenbegriff auf mehr Teilmengen von R"™ erweitern. Nachdem es von der Theorie
her fast keinen Unterschied macht, arbeiten wir in diesem Kapitel jedoch nicht nur mit dem
o-endlichen Pramafl auf dem Mengenring Q(R"™) sondern wir betrachten den allgemeinen
Fall.

Genauer gesagt, in diesem Kapitel sei A C P(£2) durchgehend ein Mengenring auf einer
Menge €2 und es sei

w A — Ry
durchgehend ein o-endliches Pramafl. In diesem Kapitel wollen wir dieses zu einem Maf}
i (A7 — Ry
fortsetzen. Unser Hauptinteresse liegt dabei, wie schon erwahnt, auf dem Pramafl Vol,, auf

dem Mengenring Q(R").

4.1. Die Menge A'. Wir bezeichnen mit A" die Menge aller A € P(), welche sich als
Limes
Ay T A
einer aufsteigenden Folge von Mengen A; € A darstellen lassen. Nachdem A als o-endlich
vorausgesetzt ist, liegt insbesondere €2 in Aﬁﬂ
Wir werden immer wieder folgendes elementare Lemma verwenden.

Lemma 4.1. Fir A C P(2) gilt
Al = {Vereimgungen von abzdhlbar vielen Mengen in A}.

BEWEIS. Die Inklusion ‘C’ ist offensichtlich. Es verbleibt die Inklusion ‘D’ zu beweisen.
Die Vereinigung von endlich vielen Mengen im Mengenring A liegt schon wieder in A, insbe-
sondere auch in A. Es sei nun { Ay }ren eine beliebige, nicht notwendigerweise aufsteigende
Folge, von Teilmengen in A ist. Dann ist

Ja = U Auua
N—————
k=1

kzlaufsteigende Folge in A

Es folgt nun aus der Definition von A", dass diese Vereinigungsmenge in A" liegt. O

Der folgende Satz gibt uns sehr viele Beispiele von Teilmengen von R”, welche in Q(R")"
liegen.

Satz 4.2. Alle offenen Mengen in R™ liegen in Q(R™)T.

oo
YHierbei verwenden wir nur, dass es eine Folge von Mengen Aj, € A, k € N gibt mit U A = Q, wir
k=1
miissen noch nicht verwenden, dass man die A;’s zudem so wihlen kann, dass sie endlichen Inhalt besitzen.
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Satz [4.2] folgt sofort aus den jeweiligen Definitionen, Lemma [4.1] und folgendem Satz.

Satz 4.3. Jede offene Menge in R"™ ist die disjunkte Vereinigung von abzdihlbaren vielen
halboffenen Wiirfeln.

Wiirfel in M,
Wiirfel in M,

Wiirfel in My

ABBILDUNG 11. Die offene Menge U ist die disjunkte Vereinigung von
abzahlbaren vielen halboffenen Wiirfeln.

BEWEIS VON SATZ 4.3l Fiir k£ € N definieren wir

Wi := alle Wiirfel der Form [%t, 5EL) x ... x [Ze, m2tl) “wobei my, ..., m, € Z.

Anschaulich gesprochen ergeben die halboffenen Wiirfel in W, gerade das ‘Karomuster’
auf R™ mit Seitenlénge 2% Etwas genauer gesprochen konnen wir sagen, dass W, aus
abzéhlbaren vielen disjunkten halboffenen Wiirfel besteht, welche ganz R™ iiberdecken.

Es sei nun U C R” eine beliebige offene Menge. Wir setzen zuerst

My := Vereinigung aller halboffenen Wiirfel in W, welche ganz in U enthalten sind,

und iterativ setzen wir dann
M, = Vereinigung aller halboffenen Wiirfel in W, welche ganz in U enthalten sind,
aber nicht in My U ---U Mj_; liegen.

Die Mengen M; mit & > 0 sind also Vereinigungen von abzéhlbar vielen halboffenen
Wiirfeln, also liegen alle M;’s in Q(R™)".
Im Hinblick auf Lemma verbleibt es nun noch folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Es ist

k=1

Es sei also a € U beliebig. Nachdem U offen ist gibt es ein € > 0, so dass B.(a) C U.
Wir wihlen nun ein k, so dass

Durchmesser der Wiirfel in W, = +/n - Kantenlinge der Wiirfel in W, = \/52% < e
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Es sei W der Wiirfel in W, welcher a enthélt. Aus der Bedingung an die Durchmesser folgt,
dass W c UPY Also ist entweder W € M, oder der Punkt a ist schon in einem M; mit
1 < k enthalten. In beiden Féllen ist, wie gewiinscht, der Punkt a in U M, enthalten. [
k=1

Wir haben also gerade gesehen, dass viele interessante Teilmengen von R™ schon in
Q(R™)" liegen. Nichtsdestotrotz gehen uns noch viele Mengen ab. Es sei beispielsweise
r € R, dann liegt die Menge {x} nicht in Q(R)". In der Tat, denn jede Menge A in Q(R)"
hat die Eigenschaft, dass fiir jedes x € A ein € > 0 existiert, so dass [z, z + €) noch ganz in
A liegt.

Wir beschliefien die Einfithrung von A" mit folgendem Satz.

Satz 4.4.

(1) Der Durchschnitt endlich vieler Mengen in A" liegt wieder in AT,
(2) die Vereinigung von abzihlbar vielen Mengen in A" liegt wieder in AT,
(3) aus A € A" und B € A folgt auch, dass A\ B € A".

Bemerkung. Im Allgemeinen ist A" jedoch kein Mengenring, denn aus A, B € A" folgt
nicht notwendigerweise, dass auch A\ B in A" liegt. In der Tat, betrachten wir beispielsweise

A= Q(R) und
A = [JFE+1) = Ry

keNg
und
B = [z k+1) = R
keN
Dann ist
B\ A = {0}.

Aber wir hatten gerade gesehen, dass {0} nicht in Q(R)" liegt.

BEWEIS.

(1) Wir zeigen zuerst, dass der Durchschnitt von zwei Mengen in A" wieder in A" liegt.
Der allgemeine Fall wird dann ganz analog bewiesen. Es seien also A, B € A'. Dann
ist

ANB = <UAk>ﬂ(UBk> = |J AnNB, € A.

keN keN ken T~
T T € A nach
L
wir wéhlen aufsteigende Folgen ~  siehe emma 2.4
AT Aund Byt Bin A Ubungsblatt 10

(2) Diese Aussage folgt sofort aus Lemma . Genauer gesagt, es seien A; € A’
mit ¢ € I, wobei I abzdhlbar ist. Nach Lemma ist jedes A; von der Form

20In der Tat, denn sei d der Durchmesser von . Dann gilt fiir alle z € W, dass ||z —al| < d < ¢, d.h.
es ist © € Be(a) C U.
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A; = U Ai;, wobei jedes A;; € A und J; abzdhlbar ist. Dann ist

Jj€J;

i€l el jeJ; iel,jed;

Die Indexmenge {(i,7)]i € I,j € J;} ist wiederum abzihlbar, also liegt die Verei-
nigung aller A;’s nach Lemma [4.1)in der Tat in A"
(3) Es sei also A € AT und B € A. Dann ist

A\B = (kUAk)\B = UA\B € A
eN keN A

wir wahlen eine aufsteigende Folge Ay 1 A in A ]

4.2. Die Fortsetzung von p auf A'. Es sei weiterhin A C P(Q2) ein Mengenring auf
einer Menge ) und es sei p: A — R, ein o-endliches Pramaf. Offensichtlich gil

A c AT C (4).

Unser Ziel in diesem Kapitel ist es p zu einem MaB p auf (A)7 fortzusetzen. Wenn dies
moglich sein soll, dann muss nach Satz (c) fiir Ay T A gelten, dass

p(A) = lim p(Ay) € Ry
/]\

monoton steigende Folge, d.h. Grenzwert existiert

Diese Gleichung bietet sich nun natiirlich als Definition von u(A) fiir ein A € A" an.
Allerdings miissen wir noch zeigen, dass dann u(A) wohldefiniert ist. Dies ist genau die
Aussage von folgendem Lemma.

Lemma 4.5. Die Abbildung

/J/: AT — E_ﬁ.
A —  limp(Ag), wobei Ay € A mit A T A

k—oo

1st wohldefiniert.

BEWEIS. Es seien also Ay 1T A und By T A zwei aufsteigende Folgen in A mit Limes
A € AT Wir zeigen zuerst folgende Behauptung.

Behauptung. Es ist
lim j(B,) < lim u(Ay).
m—00 k—o0
2IDies ist in der Tat offensichtlich, denn (A)? ist eine o-Algebra, welche A enthilt. Also folgt per

(oo}
Definition, dass fiir jede abzéhlbare Folge A, k € N in A auch die Vereinigungsmenge |J A in (A4)7 liegt.
k=1

Insbesondere gilt AT C (A)°.
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In der Tat gilt fiir alle m, dass

u(B W(BnNA) = “@ By N Ak) = lim (BN Ag) < lim p(Ay).

m) N =1 k00 N s —+00
T T <u(Ax)

denn B,, C A o-Additivitdt vom Pramafl pu
zusammen mit Satz [3.2]
angewandt auf (B, N Ax) T Bn

Die Behauptung folgt nun aus der Monotonie vom Grenzwert.
Der gleiche Beweis liefert natiirlich auch die umgedrehte Ungleichung. Also miissen die
Grenzwerte schon {ibereinstimmen. O

Beispiel. In Satz hatten wir gesehen, dass alle offenen Teilmengen von R, also insbe-
sondere auch alle offenen Intervalle, in Q(R)" liegen. Fiir diese Mengen haben wir jetzt also
ein Volumen definiert. In Ubungsblatt 10 werden wir sehen, dass fiir eine beliebige Wahl
von —oo < a < b < oo gilt, dass

Voly ((a,b)) = b—a €R,.
Satz 4.6. Die Abbildung

p: AT — R,
A — kli:m p(Ay), wobei Ay € A mit Ay T A

besitzt folgende Figenschaften:

(1) Es seien A und B in AT, dann gilt
A C B = w(A)
(2) Es seien A und B in A", dann gilt
ANB = 0 —  w(AUB) = u(A)+p(B) Additivitit.
(3) Es sei A, € A",k € N eine Folge von Mengen, dann gilt
A, T A = w(Ar) 1T p(A) Stetigkeit von unten.

IN

wu(B) Monotonie.

(4) Fiir eine beliebige Folge A, € AT k € N gilt
,u(@ Ak> < Z,u(Ak) o-Subadditivitt.
k=1 k=1

BEWEIS. Es seien also A, B € A". Wir wihlen aufsteigende Folgen A, + A und By, 1 B
in A.
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(1) Aus A C B folgt, dass (Ax U Bg) 1 BE Daraus wiederum folgt, dass
pA) = limp(Ay) < limp(ALUBy) = p(B).

/I\
nach Lemma (1) ist g monoton auf A

(2) Wir nehmen nun, dass AN B = (). Daraus folgt dann auch, dass A, N By = (). Wir
erhalten, dass

p(AUB) = limu(AyUBy) = limp(Ag) + lim p(By) = p(A) + p(B).
k—o0 k—o0 k—o0
nachdem nach Lemma [3.1] (3) ist p additiv auf A
(AU Bg) T (AU B)

Es sei nun A;, € A", k € N eine Folge von Mengen in A'. Fiir jedes k¥ € N wihlen wir eine
aufsteigende Folge Ag; T Aj in A. Wir betrachten

A= UA = UUAs = U U dem-
k=1 k=11=1 m=1 k=1

=:Bm
Dann liegt B,,, als Vereinigung von endlich vielen Mengen in A, ebenfalls in A. Zudem gilt
B, TA also lim u(B,) = p(A4).
m—0o0

Bs
Ay C A C Ay C A c A
Ay C Ay C Ayy C Ay C A
As; C Azy C Aszz C Ay C Aj
Ay C Ay C Ags C Ay C Ay

ABBILDUNG 12. Schematische Definition von B,,.

(3) Aus der gerade bewiesenen Monotonieeigenschaft von p auf A erhalten wir fir
jedes m, dass

uBa) < w(Ua) < ).
Indem wir nun den Grenzwert m — oo bilden erhalten wir, dass
lim pu(B,,) < lim u( G Ak> < u(A).
m—00 m—0o0 k=1
—_——
=p(A)

22Aus A € B und A;, T A und By, 1 B folgt nicht notwendigerweise, dass A, C Bj. Wir miissen
deswegen die Folge By durch die Folge Ay U By, ersetzen.
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Wir sehen also, dass der mittlere Grenzwert den Wert p(A) annimmt.
(4) In diesem Fall ist

plA) =t p(B) = T (O Awn) < T 5% p(4m) < S(An),

nach Lemma [3.1] (4) ist u subadditiv auf A [

Wir beschliefen das Kapitel mit folgendem, vielleicht auf den ersten Blick doch etwas
iiberraschenden Lemma.

Lemma 4.7. Es gibt eine offene Teilmenge von R, welche alle rationalen Zahlen enthdlt,
aber welche ein endliches Volumen besitzt.

BeweEis. Wir betrachten A = Q(R). Wir wihlen nun eine Abzdhlung {a;}ien von Q.
Wir betrachten dann die Menge

e € QR)T, nach Satz[4.2]
Die Menge A ist offensichtlich offen und sie enthélt alle rationalen Zahlen. Wir wollen nun
zeigen, dass das Volumen von A endlich ist. Es ist

Vol(A) = Vol <iL€JN \(ai — 3,0+ QL)) <) Vol ((ai— g ai+57) = > % = 2.

2t

nach Satz [4.6] (4) [

4.3. Das duflere Mafl und die Pseudometrik auf Teilmengen. In diesem Kapitel
sei weiterhin A C P(Q2) ein Mengenring auf einer Menge (2 und es sei

Ju A — K+
ein PramafB, d.h. p ist ein o-additiver Inhalt. Wir nehmen zudem an, dass p o-endlich ist.
Unser Ziel ist es immer noch, p zu einem Maf3

i (A7 — Ry
fortzusetzen. Fiir eine beliebige Teilmenge X C () definieren wir das dufiere Maf§ von X

als & —
p(X) = inf {pu(A) ‘ XCAund A€ A™} € Ry

Beispiel.
(1) Im Falle, dass X € A", insbesondere, wenn X € A, dann gilt natiirlich@, dass
p*(X) = u(X). Insbesondere ist p*(0) = 0.

23Das Infimum existiert, denn die Menge der moglichen A’s enthélt €2, sie ist also insbesondere nicht
leer.
24Warum ist das so ‘natiirlich’?
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(2) Wir betrachten den Mengenring Q(R) mit dem Pramaf Vol. Dann gilt fiir jedes
x € R und jedes € > 0, dass
0 < Vol*({z}) < Vol([z,z+¢€)) = e

Wir sehen also, dass Vol*({z}) = 0. Ganz &hnlich kann man zeigen, dass fiir reelle
Zahlen a,b € R mit a < b gilt, dass

Vol* ([a,b]) = b—a.

Satz 4.8. Die Abbildung p*: P(Q) — R, besitzt folgende Eigenschaften:
(1) Es gilt

XCcY = pu(X)<u() Monotonie.
(2) Es sei X;, i € I eine abzihlbare Familie von Teilmengen in ). Dann gilt
w* ( U Xz-> < Z 1 (X;) o-Subadditivitt.
el iel

Bemerkung. Wir haben also jetzt insbesondere eine Funktion
Vol*: P(R™) — R,
eingefiihrt, welche beispielsweise nach Satz die Eigenschaft

(B) Monotonie

besitzt. Andererseits hatten wir in Satz gesehen, dass Vol* nicht noch zeitgleich alle
drei Eigenschaften

(A) Normierung Vol*([0,1]") =1,

(C) Translationsinvarianz,

(D) o-Additivitt,
erfiillen kann. In Ubungsblatt 10 gehen wir der Frage nach, welche der Eigenschaften (A),
(C) und (D) fur Vol* nicht erfiillt sind.

BEWEIS.

(1) Diese Aussage ist trivial ]

(2) Es geniigt den Fall zu betrachten, dass X;, ¢ > 1 eine unendliche Folge von Teilmen-
gen in 2 istm Wenn p*(X;) = oo fiir ein ¢ € N, dann ist die Aussage trivialerweise
wahr. Wir betrachten nun also noch den Fall, dass p*(X;) fur alle i € N endlich
ist.

In Satz hatten wir die Aussage schon gezeigt, wenn alle X;’s in A" liegen.
Dies ist hier natiirlich im allgemeinen nicht der Fall, aber wir kénnen die X;’s
beliebig gut durch Mengen in A" ‘approximieren’.

25Warum?
26Den Fall von einer endlichen Vereinigung X; U --- U X; kann man auf den unendlichen Fall
zuriickfiihren, indem man fiir 4 > 1 jeweils X, ; = 0 setzt.
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Es sei nun ¢ > 0. Aus der Definition von p* folgt, dass es fiir jedes ¢ € N ein
B; € A" gibt mit

Xi € B und pu(By) < p(Xi) + 5
also folgt, dass

UXic Upiund w(0X) < n(UB:) < 3ou(B) < T (X0 + 35
i= i= i=1 — i= i=
1 1 T T = 1 1
eAT =€
nach Definition von p*  p ist o-subadditiv auf A"
nach Satz (4)

Zusammengefasst gilt also
pr(UX:) < Swr(x) +e
= i=1
Nachdem dies fiir alle € > 0 gilt, folgt die gewiinschte Ungleichung. 0

Fir zwei Teilmengen X,Y C Q miBt p*(X AY) den Unterschied zwischen X und
Y. Das folgende Lemma besagt, dass dieser ‘Abstand’ zwischen Mengen X und Y viele
Eigenschaften einer Metrik besitzt.

symmetrische Differenz X AY

ABBILDUNG 13.

Lemma 4.9. Es seien X, Y € P(Q2). Dann gilt

(a) X=Y = p(XAY) =0,
(b) (X AY) = p(YAX) Symmetrie.
Zudem qilt fir X,Y,Z € P(Q2), dass
() W XANZ) < pu(XAY)+p (Y AZ) Dreiecksungleichung.

Bemerkung. Lemma [4.9 besagt also, dass die Abbildung

PQ) xP(Q) — R,
(X,Y) = w(XAY)
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die Axiome einer Metrik auf der Menge P(f2) erfiillt, mit den beiden Ausnahmen, dass
(X AY) = 0 nicht notwendigerweise X =Y impliziert’} und dass z*(X AY) auch den
Wert co annehmen kann.

BEWEIS. Die ersten beiden Aussagen sind trivial. Es verbleibt die Dreiecksungleichung
zu beweisen. Es seien also X, Y und Z beliebige Teilmengen von 2. Dann gilt @
WXNANZ) = p"(XADANZ) = p"(XAYANY NZ) < ,u*((XAY)U(YAZ))

T T T
denn (0AZ)=272 dennY AY =0 Monotonie von u* angewandt

auf ANBCAUB
< P (XAY)+u* (Y AZ).
/l\
Subadditivitat von p* 0

Definition. Es sei {Y} }xen eine Folge in P(Q2) und X € P(Q2). Wir definieren
Vi 5 X e lim " (Y A X) = 0.
—00
Der folgende Satz besagt, dass pu* stetig ist beziiglich der obigen Konvergenz von Teil-
mengen von ).

Satz 4.10. Es sei {Y;}ren eine Folge in P(2) und X € P(Q). Wenn p*(Yy) < oo fiir alle
k und wenn p*(X) < oo, dann gilt

VX = lmpt(n) = p(X).
— 00
BEWEIS. Die Aussage des Satzes folgt aus den Definitionen und folgender Behauptung.

Behauptung. Es seien X und Y Teilmengen von © mit p*(X) < oo und p*(Y) < oo,
dann gilt

p(X) = (V)] < w(XAY).

Zur Orientierung ist es eventuell hilfreich Abbildung [14]im Blick zu behalten.

Es seien also X, Y € P(£2). Aus

XUY = (XnNnY)U(XAY)
folgt, mithilfe der in Satz bewiesenen Subadditivitéﬂ von p*, dass
(a) pr(XUY) < p(XNY)+p(XAY)
2"Warum eigentlich nicht?
28Es folgt aus der Assoziativitdt von A, dass wir uns bei Ausdriicken, welche nur mit A verkniipft

sind, um die Klammersetzung keine Gedanken machen miissen.
C . . . .
2Das Argument ist nun eine Variation auf das wohlvertraute Schema

[r—2l =le 0=z =z —(y-y) -2 = [@—y) = —2)| < |z —yl+]y—z|
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XAY XnY

ABBILDUNG 14.

Andererseits gilt auch

XNnY cC XY C XUY
also folgt aus der in Satz bewiesenen Monotonie von p*, dass
(b)  w(XNY) < pX),prY) € p(XUY)
Zusammenfassend erhalten wir, dass

P (X) = (V)] TS pHXUY) = p(XNY)

< WX AY).
;
(b) (a)

Wir haben damit also die Behauptung bewiesen. 0

Definition. Es sei A C P(f) ein Mengenring, es sei 1: A — Ry ein Pramaf und es sei
w*: P(Q) — R, das zugehorige dulere Mafi. Wir definieren

zu jedem € > 0 gibt es ein A € A

X C Qist A-approximierbar <= mit (X A A) < e.

Wir bezeichnen mit A C P(Q) die Menge aller A-approximierbaren Teilmengen.

Bemerkungen.

(1) Es folgt sofort aus den Definitionen, dass gilt
X C Qist A-approximierbar <= s gibt eine Folge *{Ak}kEN i A

(2) Es sei x € R. Dann ist {z} eine Q(R)-approximierbare Teilmenge von R, denn fiir
jedes € > 0 ist

Vol*({z} A ) = VolI*({z}) = 0 < e

0
~—
€9(R)
30Wir haben fiir p* die Additivitdt nicht zur Verfiigung, wir konnen also nicht schliefen, dass

P(XUY) = g*(XNY)+ " (X AY).
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Satz 4.11. Es sei A C P(QQ) eine Mengenalgebra, p: A — Ry ein endliches Pramafl und
w*: P(Q) — Ry das zugeordnete duflere MafS. Dann ist

A = alle A-approximierbaren Teilmengen von €)
eine o-Algebra auf €.
Beispiel. Fiir s > 0 ist
Q(R",s) = alle halboffenen Quader, welche in [—s,s)” C R” liegen

eine Mengenalgebra und Vol,, ist ein endliches Pramafl auf Q(R", s). Der Satz besagt nun
also, dass Q(R™, s) eine o-Algebra bildet.

In dem Beweis von Satz werden wir folgendes elementare Lemma aus der Mengen-
theorie verwenden.

Lemma 4.12. FEs seien X;,1 € I und A;,1 € I Familien von beliebigen Teilmengen von €.
Dann gilt
(Uxi) A (UAi) c UK A A).
el i€l el
BEWEIS. Es sei also
2 € (sz) A (UAZ-).
i€l il

Wir betrachten zuerst den Fall, dass z € |J X;. Dann folgt z ¢ |J A;. Dann liegt z also in
el el

mindestens einem X; aber in keinem A;, d.h. z liegt in X; A A;, insbesondere liegt 2z in

U(X; A A;). Nachdem die Aussage symmetrisch in X; und A; folgt die Aussage im Fall,

i€l
dass z € |J A; ganz analog. O

eIl
Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz [4.11] zu.

BEWEIS VON SATZ [£.11]. Wir miissen also folgende Aussagen beweisen:
(1) De A,
2) Xecd = X°eA
(3) die Vereinigung von abzéhlbar vielen Mengen in A liegt ebenfalls in A.
Wir wenden uns nun dem Beweis der drei Aussagen zu.
(1) Die erste Aussage ist trivial 7]
(2) Es sei also X € A. Wir wihlen eine Folge Ag, k € N in A, welche X approximiert.

Nachdem A eine Mengenalgebra ist liegt auch jedes Komplement Af noch in A.
Dann gilt

lim p* (XA AY) = klim WX AA) = 0.
—00

k—o0

denn U A Ve =U AV

3lWarum ist das trivial?
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Wir sehen also, dass X¢ durch die Folge A¢, k € N in A approximiert wird.
(3) Es geniigt zu zeigen, dass fiir eine unendliche Folge X7, X5,--- € A auch die Ver-
einigung X := (J Xy in A liegt Es reicht nun folgende Behauptung zu beweisen.
kEN

Behauptung. Fiir alle € > 0 gibt es ein B € 4 mit
wW(XAB) < e

Es sei also € > 0. Ganz analog zum Beweis von Satz wahlen wir uns zu
jedem k € N ein A, € A mit p*( X A Ag) < 2,6%6. Wir setzen

UAk = UA1 U---UA, € A"
=:BpcA
Wir wollen also jetzt X durch eine Menge in A approximieren. Die Menge A
erscheint zwar wie eine gute Approximation, liegt aber nicht notwendigerweise
in A. Nachdem A wiederum durch die Mengen B,, € A approximiert wird,
wollen wir nun X durch ein geeignet gewéhltes B,, approximieren.
Wir wollen im Folgenden zeigen, dass fiir m grof§ genug gilt, dass u*(X A B,,) < ¢
Wir betrachten dazu erst einmal ein beliebiges m € N. Dann gilt

(X ABy) < p (X AA)+p*(AAB,,)
/l\
Dreiecksungleichung aus Lemma

p (0 & UA) + (408, < (0 (XA )+ (4\B,)

=A\Bpn 1 =nu(A\B)
Lemma und Monotonie von p*
< S XAA) + i (A\By) <5+ (u(A) = ju(Ba)).
T =1 %,—/
o-Subadditivitat von p* folgt aus A = (A \ By,) U By,

denn g ist nach Satz additiv auf A"

Nachdem B, T A folgt aus Satz dass p(Bn) T pn(A). Da p endlich ist, gilt
zudem p(A) < oo. m Es gibt also ein m mit p(A) —pu(By) < §. Dann hat B = B,,
die gewiinschte Eigenschaft. Wir haben damit also die Behauptung bewiesen. [

Satz 4.13. Es sei A C P(Q2) eine Mengenalgebra, yi: A — Ry ein endliches Primafi, und
A die o-Algebra der A-approximierbaren Mengen. Dann gelten folgende Aussagen:

32Warum gilt ganz allgemein, dass U A Ve =U A V?

33Den Fall von einer endlichen Vereinigung X; U --- U X), kann man auf den unendlichen Fall
zuriickfiithren, indem man Xy ; = 0 fiir ¢ > 1 setzt.

31 Ubungsblatt 10 werden Sie der Frage nachgehen, warum aus der Voraussetzung, dass der Inhalt
w: A — Ry endlich ist in diesem Fall folgt, dass pu(A) < oo, obwohl A gar nicht in 4 liegen muss.
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(1) Die Abbildung
R,

pre A
A w(A)

%

>
ist ein Map P

(2) Die Abbildung p*: A — R, ist das einzige Maf auf A, welches auf A mit p

tbereinstimmd.
Bemerkung.
(1) Es ist trivialerweise A C A. Es folgt also aus Satz , das
A c A c (A c A

Unter der Voraussetzung, dass p endlich ist, besagt Satz nun also, dass wir
das Pramafl pu: A — Ry zu einem MaB p*: (A)7 — R, fortgesetzt haben.
(2) Es sei s > 0. Wir kénnen Satz insbesondere auf die Mengenalgebra

Q(R",s) = alle endliche Vereinigungen von halboffenen Quadern in [—s, s)"
und das PramaB Vol,: Q(R", s) — R, anwenden. Wir erhalten dann also ein Maf
Vol,, auf der o-Algebra (Q(R", s))7.

Im Beweis von Satz[4.13|werden wir folgendes elementare Lemma aus der Mengentheorie
verwenden.

Lemma 4.14. Fir beliebige Teilmengen A, B, X und Y von Q gilt
XNY =0 = AnB C (XAAUY AB).

¥ A ANB

XAA
ABBILDUNG 15. Skizze zu Lemma [.14]

BEWEIS. Es seien also X und Y disjunkte Teilmengen von ). Es sei nun z € AN B
beliebig. Wenn z € X, dann kann z nach Voraussetzung nicht in Y liegen. Alsoist z € B\Y,
also ist z € Y A B. Andererseits, wenn z ¢ X, dann zeigt das gleiche Argument, dass
z € A\ X, alsoist z € X AA. In beiden Fillen haben wir gezeigt, dass z in (X AA)U(Y AB)
liegt. U

35Zur Erinnerung, ein Maf ist definiert als ein o-additiver Inhalt auf einer o-Algebra.

36Die Tatsache, dass (A)° C A ist trivial, denn per Definition ist (4)? in allen o-Algebren enthalten,
welche schon A enthalten.
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BEWEIS VON SATZ [4.13] Wir zeigen zuerst, dass die Einschrinkung von p* auf A ein
Maf} ist. Wir miissen also folgende Aussagen beweisen:

(1) p*(0) =0,
(2) p* ist additiv, und noch stérker,

(3) p* ist sogar o-additiv auf A.
Es ist klar, dass p*()) = 0. Wir beweisen nun, dass p* auf A additiv ist.
Behauptung. Fiir alle disjunkten XY € A gilt
P (X UY) = p(X) + (V).

Wir wiihlen Folgen { Ay byt und {Byist in A mit Ay, 25 X und By 25 V. Im Beweis
von Satz |4.11 hatten wir schon implizit gezeigt, dass Ay U By, — X U Y Es folgt, dass

nach Satz [4.10

!
pr(XUY) = limu(Ap U By)

_ Iji_{go(u(Ak) + pu(By) — u(Ax N By))

Lemma 3.
= limpu(Ax) + limp(Bg) — lmp(Ax N By).
k—00 k—00 k—o0
———
= 1" (X), nach = u*(Y), nach
Satz 10 Satz 210

Wir wollen also noch zeigen, dass der letzte Grenzwert verschwindet. Dies ist in der Tat
der Fall, denn es ist

k—o0 T k—o0
folgt aus Lemma [4.14] und der Monotonie von pu*

< limp"(X A Ag) + klim (Y A B) = 0.
—00

k—o00
A

vV vV
= 0, nach Wahl von Ay = 0, nach Wahl von By,

Subadditivitat von p*

3™Der Vollstandigkeit halber ist hier noch mal das Argument. Es ist
khm /L*((X U Y) A (Ak U Bk)) < klim /J,*((X A Ak) U (Y A Bk))
— 00 — 00

folgt aus Lemma und der Monotonie von p*
< klim Q;*(X AN Ag)+p (Y A Bg)) = 0.
—00

lim =0 lim =0
k— oo k— o0

p* ist subadditiv.
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Wir haben damit also die Behauptung bewiesen.

Wir haben also gerade gezeigt, dass p* auf A additiv ist. In Satz hatten wir gesehen,
dass p* zudem o-subadditiv ist. Es folgt nun aus Satz , dass p* auf A sogar o-additiv,
also ein Maf ist.

Wir wenden uns der zweiten Aussage zu. Genauer gesagt wir beweisen, dass wenn ji;
und po zwei Mafle auf A sind, welche p: A — R, fortsetzen, dann gilt schon p; = po. Es
seien also p; und ps zwei solche Mafle. Dann gilt insbesondere |§|

p(B) = pux(B) = p(B) fiir alle B € AT
Es sei nun X € A beliebig. Es geniigt folgende Behauptung zu beweisen.
Behauptung. Fiir alle € > 0 ist |1 (X) — pa(X)| < 2e.

Es sei also € > 0. Aus der Definition von Approximierbarkeit folgt, dass es ein A € A
mit p*(X A A) < § gibt. Aus der Definition von p*(X A A) folgt nun, dass es ein B € A’
gibt mit X A A C B und p(B) < e. Elementare Mengentheorie zeigt, dass aus X A A C B

folgt, das{™)

A\B ¢ X <C AUB.
Also gilt fiir i = 1,2
wi(A\ B) < w(X) < w(AUDB) Monotonie der Mafle y;
= pi(A) — (AN B) < w(X) < w(A)+m(B\A) Additivitat
— wi(A) — i (B) < (X)) < pi(A) + pi(B) Monotonie
o p(A) = p(B) < w(X) < p(A)+p(B) denn 1; = p auf A’
— w(A) —e < w(X) < p(A) +e denn u(B) < e.

Fiir ©+ = 1,2 erhalten wir also

i (X) = u(A)] < e
Mithilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir dann, dass

[ (X) — pa(X)] < 2e O

In Satz hatten wir gesehen, dass wir ein endliches Pramafl i: A — R, auf einer
Mengenalgebra A eindeutig zu einem Maf3 p: A > R, fortsetzen konnen. Der folgende
Satz besagt nun, das wir ein o-endliches PrimaB pu: A — R, auf einem Mengenring A
eindeutig zu einem Maf j: A R, fortsetzen konnen.

Satz 4.15. Es sei A C P(Q) ein Mengenring und es sei pu: A — R, ein o-endliches
Pramafs. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Es gibt eine eindeutige Fortsetzung von u zu einem Maf
f: (AY — R,

38Warum gilt diese Aussage?
39Djes ist eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 11.
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(2) Fiir jedes A € (A)° gilt
A(A) = ' (A)
Beispiel. Das fiir uns wichtigste Beispiel ist der Mengenring Q(R") zusammen mit dem o-

endlichen Inhalt Vol,, auf Q(R"). Satz 15|gibt uns nun, die schon seit ldngerem gewiinschte,
Fortsetzung von Vol,, zu einem Maf} auf der o-Algebra (Q(R")).

BEWEIS.

Die Idee des Beweises ist, dass wir die Voraussetzung, dass p ein o-endliches
Pramaf ist verwenden, um die Aussage auf den im Satz behandelten Fall
des endlichen Pramafles zuriickzufiihren.

Wir setzen B = (A)?. Da p ein o-endliches Pramafl ist gibt es eine aufsteigende Folge
Q,, 1T Q von Teilmengen ,,, € A, so dass p(£2,) < oo fiir alle m. Fiir jedes m setzen wir

A = ANP(Qy) und B, = BNP(Qn).

Man kann sicht leicht davon iiberzeugen, dass A,, eine Mengenalgebra auf €, ist, und
dass B,, = (A,,)?. Die Einschrankung p,, von p auf A, ist ein endliches Pramafl. Nach
Satz gibt es nun eine eindeutige Fortsetzung von p|.A,, zu einem Mafl auf 5,,, welches
wir mit fi,, bezeichnen.

Fiir jedes X € B = (A)7 gilt (X N Q) T X. Falls es in der Tat eine Fortsetzung von
p: A — R zu einem Ma8 ji: B — R, gibt, so muss gelten

(%) A(X) = lim g(XNQ,) = lm G,(XNQ,).
nach Satz Eindeutigkeit der Fortsetzung

denn (X NQ,) T2  von p, zu einem Maf auf A,,

Wenn es also eine Fortsetzung gibt, dann ist diese durch (%) eindeutig festgelegt. Wir
definieren nun fi auf B mithilfe von (x). Wir miissen nun noch zeigen, dass diese Abbildung
i1 in der Tat ein Maf} ist, und dass es mit p* iibereinstimmt.

Wir zeigen zuerst, dass i und p* auf B iibereinstimmt. Es sei also X € B. Wir setzen
X =X NE,,. Dann gilt

pX) = T fi (Xon) T: Tim g, (X) TS (X))

Satz angewandt auf (A, it,,)  Ubungsblatt 11
Wir setzen nun Y; := X und fiir m > 2 setzen wir Y,,, := X, \ X,,_1. Dann ist

S (V) = dim S pr() = lim SAM) = lim a(X,) = Ax).

= = i

o-Subadditivitit von p* Satz 413 denn X, ist die disjunkte
angewandt auf X = UY} angewandt auf A,,  Vereinigung von Y7,...,Y,,

CT‘

Diese beiden Ungleichungen zusammen ergeben p*(X) = u(X).
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Wir miissen nun noch beweisen, dass i in der Tat ein Mafl auf B ist, d.h. dass es
ein o-additiver Inhalt ist. Wir zeigen als néchstes, dass g ein Inhalt ist. Es ist klar, dass
(D) = 0. Wir zeigen nun, dass i additiv ist. Es seien also X und Y disjunkte Mengen in
B. Fiir m € N setzen wir X,,, := X NQ,, und Y,, :=Y NQ,,. Dann gilt

ﬂ(X _ Y) = %%ﬂm(Xm . Ym) T: nlgnm(ﬂm(Xm) + ﬂm(Ym)) = Q(X) + ﬂ(Y)

da fi,, ein Maf} ist, gilt fi,, (X U Y) = fn(Xm) + fm(Yin)
Wir haben also gezeigt, dass i additiv ist.
Es verbleibt zu zeigen, dass der Inhalt g auf B sogar o-additiv ist. Nach Satz [4.§]ist u*
insbesondere o-subadditiv ist. Es folgt nun aus Satz [3.2] dass der Inhalt i = p* auf B auch
o-additiv, also ein Maf3 ist.

O
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5. WEIHNACHTSVORLESUNG: DAS GEFANGENENPROBLEM

5.1. Das Gefangenenproblem I: Endlich viele Gefangene. Ein Gefingnis enthélt
n Gefangene. Kurz vor Weihnachten schliagt der Gefiangnisdirektor folgendes Verfahren
vor, damit zumindestens einige Gefangene rechtzeitig zu Weihnachten freikommen: Die
Gefangenen miissen sich in einer Reihe aufstellen, so dass jeder Gefangene die Riicken aller
vor ihm stehenden Gefangenen sieht. Jedem Gefangenen wird nun eine Ziffer aus {0, ...,9}
an den Riicken geheftet. Die Gefangenen werden nun aufgefordert, der Reihe nach, von
hinten nach vorne, gehend laut und deutlich eine Ziffer aus {0, ...,9} zu sagen. Wenn der
Gefangene seine Ziffer errdt kommt er frei, wenn nicht, muss der Gefangene Weihnachten
im Geféngnis verbringen.

Blickrichtung

ay

a2

ai

ABBILDUNG 16. Skizze zum Gefangenenproblem.

Als Zugesténdnis an die Gefangenen diirfen sich die Gefangenen zuvor beratschlagen
und sich auf einen Algorithmus einigen. Wieviele Gefangene kommen mit dem optimalen
Algorithmus frei?

Beispielsweise konnten die Gefangenen folgenden Algorithmus vereinbaren: der erste
(und dritte, fiinfte etc.) Gefangene liest die Ziffer vom Vordermann vor, welcher sich dann
retten kann. Auf diese Weise kommen bei 2k Gefangenen mindestens k& Gefangene frei,
und die anderen k Gefangenen kommen mit 10% Wahrscheinlichkeit frei (wenn ihre Ziffer
zuféllig mit der des Vordermanns iibereinstimmt). Es stellt sich die Frage, ob man diesen
Algorithmus iiberbieten kann.

Es ist klar, dass der erste Gefangene nur mit Zufall seine Ziffer erraten kann, es konnen
also hochstens n — 1 Gefangene definitiv gerettet werden. Es stellt sich heraus, dass man
dies in der Tat erreichen kann:

Satz 5.1. Es gibt einen Algorithmus, so dass hichstens ein Gefangener nicht frei kommdt.

BEWEIS. Wir bezeichnen mit a; € {0,...,9} ,i=1,...,n die Ziffern der Gefangenen.
Der +-te Gefangene sieht also a;11,...,a, und hat selber die Ziffer a; auf dem Riicken.
Der erste Gefangene gibt nun als Antwort folgende Ziffer:

> " a; modulo 10.

=2
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Der zweite Gefangene kennt die Ziffern ag, ..., a, und berechnet nun, und spricht laut aus,
n n
> a — > a; = a, modulo 10.
=2 =3
Information Information,
vom ersten welche der zweite
Gefangenen Gefangene sieht
Der dritte Gefangene kennt die Ziffern ay, ..., a, und hat die bisherigen Antworten gehort.
Er berechnet nun, und spricht laut aus,
n n
Zai — Zai — as = a3 modulo 10.
1=2 i=4 ~
Ve N~ Information
Information Information, vom zweiten
vom ersten welche der dritte Gefangenen
Gefangenen Gefangene sieht

Es ist nun offensichtlich, dass sich auch die verbleibenden Gefangenen retten konnen. [

5.2. Das Gefangenenproblem II: Abzdhlbar viele Gefangene. Nun nehmen wir an,
das Gefiangnis besitzt unendlich viele (jedoch abzdhlbar viele) Gefangene, welche wieder in
einer Reihe aufgestellt werden sollen. Wieviele Gefangene konnen dieses mal gerettet wer-
den? Der obige Algorithmus kann natiirlich nicht mehr direkt angewendet werden, nachdem
der Ausdruck

> " a; modulo 10

=2
keinen Sinn ergibt. Genauer gesagt, dieser Ausdruck ergibt keinen Sinn, wenn es unendlich
viele a;’s gibt, welche ungleich Null sind.

Eine erste Idee moglichst viele Gefangene zu retten wire wie folgt: Man wahle ein
beliebiges N € N. Die Gefangenen konnen dann die unendlich vielen Gefangenen in Blocke
von N Gefangenen unterteilen und dann den obigen Algorithmus auf jeweils diese Blocke
anwenden. Dadurch werden alle Gefangenen gerettet, welche nicht an der (k- N + 1)-ten
Stelle fiir ein k € N stehen. Etwas salopp gesprochen, ein ‘beliebig grofler Prozentsatz’ der
Gefangenen kann gerettet werden. Allerdings gibt es immer unendlich viele Gefangene, die
nicht frei kommen werden.

Es stellt sich nun folgende Frage:

Frage. Gibt es einen Algorithmus, bei dem nur endlich viele Gefangene nicht frei kommen?

Um diese Frage zu beantworten, miissen wir etwas ausholen. Sei erstmal

X :={(a1,a9,a3,...)|ai,as,a3,---€{0,...,9} }

die Menge aller Folgen von Ziffern 0 und 1. Man kann den Beweis, dass die Menge aller
reellen Zahlen iiberabzéhlbar ist, leicht adaptieren und zeigen, dass X eine iiberabzihlbare
Menge ist.
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Wir fithren jetzt folgende Aquivalenzrelation auf X ein:

(an)nen und (by,)pen stimmen bis auf

(an)new ~ (Bn)nen endlich viele Folgenglieder iiberein.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass dies in der Tat eine Aquivalenzrelation ist.
Wir erinnern nun an die Definition von einem vollstdndigen Représentantensystem,

welche wir schon auf Seite [129] eingefiihrt hatten. Wir sagen C' C X ist ein wvollstindiges

Reprisentantensystem, wenn C' aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element enthélt. Mit

anderen Worten, C' C X ist ein vollstdndiges Repréasentantensystem, wenn es zu jedem x €

X genau ein ¢ € C' gibt, welches zu x dquivalent ist. Ein vollsténdiges Repriasentantensystem

erhiilt man dadurch, dass man aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element wihlt
Wir haben nun alles Handwerkzeug um folgenden Satz zu beweisen:

Satz 5.2. Es gibt einen Algorithmus, so dass hichstens ein Gefangener nicht frei kommdt.
BeEwEIS. Wir betrachten die Menge
X = {(b17bg,b3,...)|bi € {O,,g}}

und die oben eingefiihrte Aquivalenzrelation. Wir wihlen ein vollstandiges Reprisentanten-
system C'. Jeder Gefangene merkt sich jetzt die Menge C', d.h. die Gefangenen merken sich
fiir jede Aquivalenzklasse von Folgen genau das gleiche eine Element.

Nach dieser Vorbereitung stellen sich die Gefangenen in einer Reihe auf. Wir bezeichnen
wieder mit

ai, ag,as, ... mit ay, ag, as,--- € {0,...,9}

die Ziffern der Gefangenen.
Der erste Gefangene sieht also die Folge

Fl = 042,0a03,04, ...,
dies ist insbesondere eine Folge in X. Er wéhlt sich nun den vereinbarten Représententen
B = bQ,bg,b4,...

dieser Aquivalenzklasse. Er betrachtet nun die Folge
a9 —bz,ag —bg,a4—b4,....
40 Wie schon auf Seite erwahnt beruht die Existenz von einem vollsténdigen Reprisentantensystem
auf dem Auswahlaxiom:
http://de.wikipedia.org/wiki/Auswahlaxiom.

Das Auswahlaxiom ist nicht unumstritten und besitzt eine lange Geschichte. Wer sich fiir die Grundlagen
der Mathematik und fiir Geschichte interessiert, demjenigen oder derjenigen sei

Logicomix

warmstens empfohlen.
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Nachdem die Folgen F; und B in der gleichen Aquivalenzklasse liegen, sind nur endlich
viele Folgenglieder der Differenzfolgen F; — B ungleich Null. Der erste Gefangene gibt nun
als Antwort{]

oo

Z (a; — b;) modulo 10.
=2
Der zweite Gefangene sieht die Folge
as, aq, as, . . .
er kennt seine eigene Ziffer nicht, und betrachtet deswegen die Folge
F2 = 0, as, g, as, . . .

dies ist insbesondere eine Folge in X, welche in der gleichen Aquivalenzklasse wie I
liegt, er wihlt sich nun den gleichen gemeinsam vereinbarten Repridsententen B dieser
Aquivalenzklasse. Die eigene Ziffer bestimmt der zweite Gefangene nun durch

oo oo

Z(ai — bl) — Z((IZ — bl) — b2 = a9y modulo 10.
i=2 i=3

Information Information,

vom ersten welche der zweite

Gefangenen Gefangene sieht

Der dritte Gefangene sieht die Folge
ay, A5, Qg - - -
und betrachtet deswegen die Folge
F3:=0,0,a4,as,aq, ...

dies ist insbesondere eine Folge in X, welche in der gleichen Aquivalenzklasse wie I
und Fy liegt, er wéihlt nun den gleichen gemeinsam vereinbarten Représententen B die-
ser Aquivalenzklasse. Die eigene Ziffer bestimmt der dritte Gefangene nun durch

oo o0
Z(ai — bz) — (CLZ‘ — bz) — b2 — bg — as = das modulo 10.
i=2 i=4 ~
~- o ~ ~- - Information
Information Information, vom zweiten
vom ersten welche der dritte Gefangenen
Gefangenen Gefangene sieht

Es ist nun offensichtlich, dass sich auch die verbleibenden Gefangenen retten kénnen. [

Nachdem die Menge X iiberabzihlbar ist, jede Aquivalenzklasse jedoch abzéhlbar ist,
folgt, dass C' eine iiberabzihlbare Menge ist. Die Losung des Problems beruht also auf den
nicht immer ganz praktikablen Annahmen, dass

(1) das Auswahlaxiom der Mengenlehre giiltig ist,

4Djes ist in der Tat eine endliche Summe, nachdem nur endlich viele der Reihenglieder von null
verschieden sind.
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(2) jedem Gefangenen ein iiberabzihlbarer Speicher zur Verfiigung steht,
(3) jeder Gefangene unendlich viele Rechenschritte (Differenz der Folgen) durchfiihren
kann.

Der frustrierte Gefangnisdirektor 148t sich nun was neues und weniger zeitaufwéndiges
einfallen. Die Gefangenen miissen sich wieder in einer Reihe aufstellen. Aber dieses Mal
miissen alle Gefangenen zeitgleich ihre Ziffer erraten.

(1) Wenn es endlich viele Gefangene gibt, wieviele konnen sich retten? Alle bis auf
einen? Im Durchschnitt 10 %7 Oder doch mehr?

(2) Wenn es sich um unendlich viele Gefangene handelt, wieviele konnen sich retten?
Alle bis auf einen? Im Durchschnitt 10 %? Oder doch mehr?
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6. DAS LEBESGUE-MASS AUF R"

6.1. Die Definition vom Lebesgue-Mafl auf R". Im Folgenden wollen wir nur noch
mit dem fiir uns im Moment wichtigsten Beispiel arbeiten, ndmlich 2 = R". Wir fassen
dazu die wichtigsten Definitionen und Ergebnisse zusammen.

Definition. Es sei A C P(R") und es sei p: A — R, eine Funktion.
(1) Wir sagen pu ist normiert, wenn [0,1]" € A und

p((0,1]7) = 1.

(2) Wir sagen p ist translationsinvariant, wenn fir A € Aund 2 € R auchz+A € A
und wenn zudem

po+ A) = p(A).
(3) Wir sagen p ist o-additiv, wenn fiir jede Folge Ay C R" k € N von paarweise
disjunkten Mengen in A mit Ej A € Agilt
k=

p(UA) = Sulan).

In Lemma hatten wir schon gesehen, dass eine solche o-additive auch monoton ist.
Mit diesen Definitionen kénnen wir nun Satz [I.2] wie folgt formulieren.

Satz . Es gibt keine normierte, translationsinvariante, o-additive Funktion auf P(R™).

Unser Ziel in den letzten Kapiteln war es, einen normierten, translationsinvarianten,
o-additiven Inhalt auf einer moglichst grolen o-Algebra einzufithren. Wir erinnern im Fol-
genden noch einmal an die wichtigsten Schritte.

Ein halboffener Quader in R™ ist eine Teilmenge von R™ der Form

Q = [al,bl) X X [an,bn).

Das Volumen davon ist definiert als
n

Vol(Q) = [[(bi — ).

=1

Wir bezeichnen mit Q(R") die Teilmengen von R", welche Vereinigung von endlich vielen
halboffenen Quadern sind. In Satz hatten wir gezeigt, dass die Abbildung

Vol: QR") — R,

A Vol(4) = U Vol(Qy), wobei A die disjunkte Vereinigung der
i=1

halboffenen Quadern @4, ..., Q,, ist

wohldefiniert ist. Aus den Definitionen, aus Lemma[3.IJund aus Satz[3.6 kann man herleiten,
dass Vol ein g-additiver, translationsinvarianter Inhalt ist.
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Als néachstes hatten wir definiert
QR™M" = {A = G A, | Ay C Ay C ... ist eine aufsteigende Folge in Q(R”)}.
=1

Fiir solch ein A € Q(R™)" hatten wir
Vol(A) = Jim Vol(4;) €R,
—00

gesetzt. Das Volumen von A € Q(R") ist nach Lemma [4.5 wohldefiniert. Aus Satz [4.6] folgt,
dass Vol auf Q(R™)" wieder monoton und additiv ist. Zudem folgt aus den Definitionen,
dass Vol wiederum translationsinvariant ist.
Fiir eine beliebige Teilmenge X C R™ ist das duffere Maf, oder das dufiere Volumen,
definiert als
Vol*(X) := inf { Vol(4) | X C Aund A € QR™")'}.
In Ubungsblatt 11 zeigen wir beispiclsweise, dass fiir a; < b;, i = 1,...,n gilt, dass

Vol* ([ar, ba] x -+ x [an, ba]) = [](b: — ).

i=1

~
kompakter Quader

Insbesondere sehen wir, dass Vol* normiert ist. Es folgt aus Satz .8, dass Vol* monoton und
o-subadditiv ist. Zudem folgt leicht aus den Definitionen, dass Vol* translationsinvariant
ist. Es folgt nun aus Satz dass Vol*: P(R") — R, nicht auch noch -additiv sein kann.

Wir erhalten die o-Additivitét indem wir uns aus auf eine kleinere o-Algebra als P(€2)
einschréanken. Genauer gesagt, wir bezeichnen im Folgenden

B(R") := (Q(R"))? := Durchschnitt aller o-Algebren von R", welche Q(R") enthalten

als die Borelsche o-Algebra. Nach Satz ist die Einschrankung von Vol*: P(R") — R,
auf B(R™) nun auch o-additiv. Anders ausgedriickt, die Abbildung

Vol: B(R") — R,
A — Vol(A) = Vol*(4)

ist ein translationsinvariantes, normiertes Mafl auf B(R™). Dieses MaB wird das Lebesgue-
Maf$ oder auch Volumen auf R™ genannt. Die Mengen, welche in B(R™) liegen, heiflen
Lebesgue-messbar oder kiirzer, messbar@ Es folgt aus Satz , dass alle offenen Mengen in
R"™ Lebesgue-messbar sind. Nachdem eine o-Algebra unter Komplementen abgeschlossen
ist, sind dann auch alle abgeschlossenen Teilmengen von R™ Lebesgue-messbar.

Wir fassen in den folgenden beiden Sédtzen die wichtigsten Eigenschaften von messba-
ren Mengen und dem Lebesgue-Mafl zusammen. In den allermeisten Féllen geniigt es im
Folgenden diese beide Sétze zu kennen. Wir werden die Aussagen dieser beiden Sétze oft
ohne Bemerkung verwenden.

Satz 6.1. (Eigenschaften von messbaren Mengen)
(1) Alle halboffenen Quader sind messbar.

4211 der Literatur werden diese Mengen manchmal auch als Borel-Lebesque-messbar bezeichnet.
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(2) Komplemente von messbaren Mengen sind wiederum messbar.

(3) Die Vereinigung von abzdhlbar vielen messbaren Mengen ist wiederum messbar.

(4) Der Durchschnitt von abzihlbar vielen messbaren Mengen ist wiederum messbar.

(5) Translate von messbaren Mengen sind wieder messbar, d.h. wenn A C R™ messbar
st und wenn p € R™, dann ist auch p + A messbar.

(6) Offene Mengen sind messbar.

(7) Abgeschlossene Mengen sind messbar.

BEWEIS. Die ersten drei Aussagen folgen sofort aus der Tatsache, dass die Borelsche
o-Algebra B(R") = (Q(R"))" eine o-Algebra ist, welche alle halboffenen Quadern enthélt.
Die vierte Aussage hatten wir auf Seite diskutiert. Die fiinfte Aussage folgt leicht aus
den Definitionen. Die sechste Aussage hatten wir in Satz bewiesen. Die letzte Aussage
folgt aus der zweiten und der fiinften Aussage. 0

Satz 6.2. (Eigenschaften vom Lebesgue—Mafl) FEs gibt genau eine Funktion
Vol: B(Rn) — E-‘r?
genannt das Lebesgue-Maf$ oder das Volumen, so dass folgende Figenschaften erfillt sind.
(1) Es ist

Vol(@) = 0 wnd Vol ([ar,b1] X -+« X [an, by]) = 1_[(17Z — a;).
i=1
(2) Das Lebesgue-Maf ist translationsinvariant, d.h. fir alle messbaren A C R™ und
alle x € R™ gilt
Vol(z + A) = Vol(A).
(3) Das Lebesque-Maf ist o-additiv, d.h. fiir jede Folge Ax,k € N won disjunkten
messbaren Mengen gilﬂ

Vol ( 0 Ak) — 3" Vol(4y).
k=1 k=1

(4) Das Lebesque-Mafs ist monoton, d.h. fir alle messbaren A C B C R™ gilt
Vol(4) < Vol(B).
(5) Das Lebesgque-Maf ist o-subadditiv, d.h. fir jede Folge Ay, k € N von messbaren
Mengen gilt
Vol ((J4) < Y- Vol(4y),
k=1 k=1
(6) Das Lebesque-Maf$ ist stetig von unten, d.h. fir jede Folge A, k € N von messbaren
Mengen gilt
AT A = Vol(4x) T Vol(A).

43Die analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir endlich viele disjunkte messbare Mengen Ay, ..., Ay.
Man erhilt diese aus der o-Additivitdt indem man Ay ; := 0 fiir ¢ > 1 setzt.
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BEWEIS. Die ersten vier Eigenschaften hatten wir gerade erst diskutiert. Die letzten
beiden Eigenschaften folgen aus Satz [3.2] O

Satz 6.3. Es sei U C R" und f: U — R* eine stetige Abbildung. Dann gilt:
(1) Wenn U abgeschlossen ist, dann ist f(U) messbar.
(2) Wenn U offen ist, dann ist f(U) messbar.
BEWEIS.

(1) Die erste Aussage wird in Ubungsblatt 11 bewiesen.

(2) Es sei U eine offene Teilmenge von R™ Der Beweis von Satz kann leicht ab-
gedndert werden um zu zeigen, dass U geschrieben werden kann als Vereinigungs-
menge von abzahlbar vielen kompakte Wiirfeln W;, ¢ € I. Dann ist

1wy = f(Umi) = Urw)

nach (1) die Vereinigung von abzdhlbar vielen messbaren Mengen, also wiederum
messbar.

OJ
6.2. Nullmengen.

Definition. Wir sagen X C R" ist eine Lebesgue—Nullmenge (oder manchmal nur Null-
menge), falls X messbar ist mit Vol(X) = 0.

Beispiel. Nach Satz (1) ist jeder kompakte Quader, welcher eine Seite der Linge null
besitzt, eine Nullmenge. Insbesondere ist fiir n > 1 jeder Punkt in p = (py,...,p,) € R
eine Nullmenge.

Bemerkung. In der Literatur sagt man manchmal, dass X C R" eine Nullmenge ist, falls
Vol*(X) = 0. Es wird also nicht vorausgesetzt, dass X messbar ist. In Ubungsblatt 11 wird
auf diese zwei verschiedenen Definitionen von Nullmenge eingegangen.

Lemma 6.4.

(1) Eine abzihlbare Vereinigung von Nullmengen ist wiederum eine Nullmenge.
(2) Eine messbare Teilmenge einer Nullmenge ist wiederum eine Nullmenge.
(3) Fir k < n ist die k-dimensionale Ebene

E, = {(:El,...,[Ek,O,...,O)ERn|$1,...,ZEk€R}
eine Nullmenge in R™.

BEWEIS. Die ersten beiden Aussagen folgen sofort aus Satz Wir beweisen nun noch
die dritte Aussage. Es sei also £ < n. Dann ist

Ep, = U [=m,m]" x 0 x ---x0

N 7
meN

Nullgenge

die Vereinigung von abzihlbar vielen Nullmengen, also wiederum eine Nullmenge. 0
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Beispiele.
(1) Die Menge Q C R ist eine abzdhlbare Menge, nachdem jeder Punkt eine Nullmenge
ist, folgt nun aus Lemma [6.4] dass auch Q eine Nullmenge ist.
(2) Es folgt aus Lemma , dass jede abzahlbare Teilmenge von R eine Nullmenge
ist. Andererseits ist
Vol(R) = Vol ( U [—m, m)) = lim Vol ([-m,m]) = oc.

m=1 /l\ TN—> 00 \ ~ v

=2m

da Vol stetig von unten

Wir haben also nun einen neuen Beweis fiir die Aussage, dass die Menge R nicht
abzahlbar ist.

Satz 6.5. Es sei p € R" ein Punkt. Fir k < n ist das Bild der affinen k-dimensionalen
Ebene

p+E. = p+{(x1,...,2£0,...,0) e R" | xq,..., 24 € R}
unter einer stetig differenzierbaren Abbildung F: R™ — R™ eine Nullmenge.

Beispiel.
(1) Wir betrachten die Abbildung

P:RxR — R?
(p,r) — (rsin(ap),rcos(go)).

Dann ist der Kreis
St o= A(z,y) eR?|2? +¢* =1}

das Bild der affinen Gerade {(p,1)|¢ € R} unter der Abbildung P, also ist der
Kreis nach Satz eine Nullmenge.
(2) Wir betrachten nun die Abbildung

S:RxRxR — R?
(¢,0,r) +— (rsin(f) - cos(y), rsin(f) - sin(p), rcos(8)).
Dann ist die Sphére
5?2 = {(z,y,2) eR*|2?+y* + 22 =1}

das Bild der affinen Ebene {(¢,0,1)|¢,6 € R} under der Abbildung S, also ist
nach Satz[6.5] die Sphére eine Nullmenge.

(3) Mit etwas mehr Aufwand kann man zeigen, dass fiir k¥ < n jede k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R™ eine Nullmenge ist.

BEwEIS. Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir nur den Fall, dass
p = 0. Der allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen. Es sei also /': R" — R" eine stetig
differenzierbare Abbildung. Es folgt aus Satz[6.3] dass F(Ex) messbar ist. Wir miissen nun
also noch zeigen, dass Vol(F(Ey)) = 0.
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Fir s € N setzen wir
Wi(s) = [—s,s]"
Dann ist
F(Ey) = UF(E,NW(s)).
s=1

Es geniigt also zu zeigen, dass jedes F'(Ey N W (s)) eine Nullmenge ist.

Wir wissen schon, dass Vol(E,NW (s)) = 0. Wir wollen nun mithilfe von Lemma[4.1]
aus der Funktionentheorie, dass Volumen des Bildes von Ej, N W(s) unter der
Abbildung F' abschétzen.

Wir beginnen mit folgender Behauptung.
Behauptung. Es gibt ein D > 0, so dass fiir jeden abgeschlossenen Wirfel V' C W(s)
gilt, das{™]
Vol(F'(V)) < D-Vol(V).
Die Menge Ej(s) ist kompakt. Nachdem F stetig differenzierbar ist existiert also
¢ = max {IDFQ)||p e W(s)}.
Es sei nun V' ein Wiirfel in W (s). Wir bezeichnen mit d die Seitenlénge von V. Dann giltﬁ
Seitenlange(V') = d
—> Durchmesser(V) = /nd
— Durchmesser(F(V)) < C-+/nd
/]\

Analogon von Funktionentheorie: Lemma fiir Teilmengen von R"

— F(V) ist enthalten in einem Wiirfel der Seitenlinge 2C' - \/nd

= F(V) ist enthalten in einem Wiirfel mit Volumen (2C - \/n)™ d"

——

= Vol(F(V)) < D - Vol(V). 5
N

Monotonie von Vol

Wir haben also gezeigt, dass D := (2C - \/n)™ die gewiinschte Eigenschaft besitzt.
Die Idee ist nun E, N W (s) durch ‘kleine’ Wiirfel zu iiberdecken, und dann die Behaup-
tung anzuwenden. Es sei nun erst einmal N € N beliebig. Wir betrachten

Vo= [0,5] x--x[0,%] C R
und wir setzen
7z = {(xl,...,mk,o,...,O)}xi:—s,—s—i—%,—s—i—?\]—s,...,s—%}

n»

“alle Eckpunkte des Karomusters mit Seitenlinge % in [—s, s)"”.

44Es folgt aus Satz m dass F(V') messbar ist.
4Der Durchmesser eine beschrinkten nichtleere Teilmenge in R™ ist genauso definiert wie auf Seite
fiir beschriankte nichtleere Teilmengen von C.
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Wir koénnen jetzt alles zusammenfassen und erhalten, dass

VOl(F(E W (s))) < Vol (F(Uz+V)) < S Vol(F(z+V))
T z€Z

T z€Z
denn E, NW(s) C U (¢+V) Subadditivitdt von Vol
2€Z
< 3 D-Vol(z+V) = D-(2sN)*-(§)" = D-2F. stk Nk,
T z€Z T
obige Behauptung denn Vol(z + V) = ()"

und Z hat (2sN)* Elemente
Nachdem k£ < n geht mit N — oo die rechte Seite gegen null. Also folgt, dass
Vol(F(E,NW (s))) = 0.

Wir haben damit den Satz bewiesen. O

Wir beschlieBen das Kapitel mit folgender Verallgemeinerung von Satz [6.5] welche auf
Seite 36 von Forster: Analysis I1I bewiesen wird.

Satz 6.6. Es sev U C R™ eine offene Teilmenge und es sei F': U — R™ eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung. Wenn A C U eine Nullmenge ist, so dass das Bild F(A) messbar
ist, dann ist auch F(A) eine Nullmenge.

6.3. Die Cantor—Menge. Wir haben schon folgende Eigenschaften von Nullmengen be-
wiesen:

(1) Jede Teilmenge von R, welche aus abzéhlbar vielen Punkten besteht, ist eine Null-
menge.
(2) Eine Nullmenge in R enthilt kein offenes Intervall[|

Eine Nullmenge von R ist also in einem gewissen Sinne ‘klein’, und man kann sich die Frage
stellen, ob vielleicht eine Nullmenge in R immer abzéhlbar ist. Uberraschenderweise ist die
Antwort zu dieser Frage allerdings ‘Nein’:

Satz 6.7. Es gibt eine beschrdnkte Nullmenge von R, welche tiberabzihlbar viele Punkte
enthdlt.

Wir konstruieren im Folgenden die “Cantor-Menge C” und zeigen danach, dass diese
die gewiinschte Eigenschaft besitzt. Wir betrachten dazu folgende Folge von Teilmengen

4610 der Tat, denn aus (a,b) € A folgt Vol(A) > Vol((a,b)) =b—a > 0.
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von R:

Co = [0,1], mit Vol(Cy) = 1.
Wir bilden nun C}, indem wir aus dem Intervall C das mittlere offene Drittel entfernen,
d.h. es ist

Cy = [0,i] U3 1], mit Vol(Cy) = 2Vol(Cy) = 2.
Wir bilden als néchstes C5, indem wir aus den beiden Teilintervallen von C wiederum
jeweils das mittlere offene Drittel entfernen, d.h. es ist

. 2

Cy = [0,3]U[32lulgIluld ] mit Vol(Cy) = 2Vol(Ch) = (2)".

Wir fahren nun induktiv so fort. Wir erhalten eine absteigende Folge {Cj }xen,, so dass

C, = Vereinigung von 2* kompakten mit Vol(Cy) = %Vol((jk,_l) = (%)]’C
Intervallen der Lénge Sik

Wir bezeichnen

als die Cantor-M engﬂ. Als Durchschnitt von abzéhlbar vielen messbaren Mengen ist auch
C wiederum messbar. Nachdem Vol(Cy) = (2)* gegen 0 konvergiert, und C in jedem Cj,
enthalten ist, folgt, dass C' eine Nullmenge ist.

CO - [0* 1]

Cr=1[0,5] U 51]

Gy =[0,5] V551V s sl Vi1
Cs

ABBILDUNG 17. Illustration der Cantor-Menge

Satz [6.7] folgt nun aus folgendem Satz.

Satz 6.8. Die Cantor—Menge ist iiberabzdhlbar.

4TDie Cantor—Menge wird manchmal auch als das Cantorsche Diskontinuum bezeichnet
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Wir werden im Folgenden eine andere Beschreibung von C geben. Es sei n € N,n > 2
und a € [0, 1]. Wir sagen

a = O, ajaqds . ..
—_———
n—adige Darstellung
wenn a; € {0,1,...,n — 1} fiir alle ¢, und wenn gilt

a = Z a;n"".
i=1
Beispielsweise gilt in der 3—adigen Darstellung, dass

<1 1 1

0,11111111111... = Z% = Z§ -1 = L=
i=1 i=0 l—3

Die 3-adige Darstellung ist nicht eindeutig, beispielsweise gilt
= (,10000000000... aber auch

= 0,02222222222 ...

W= W=

In gewisser Weise ist dieses Beispiel die ‘einzige Quelle’ von nicht eindeutigen n—adigen
Darstellungen, die genaue Aussage ist Ubungsaufgabe 1 von Ubungsblatt 8. Man kann sich
nun leicht davon iiberzeugen, dass

C; := alle reellen Zahlen a in [0, 1], so dass a eine 3—adige Darstellung besitzt,
in welcher in der ersten Stelle nur die Ziffer 0 oder die Ziffer 2 verwendet wird.

Allgemeiner gilt fiir £ € N, dass

Cy = alle reellen Zahlen a in [0, 1], so dass a eine 3—adige Darstellung besitzt,
in welcher in den ersten k—Stellen nur die Ziffern 0 und 2 verwendet werden

und daher auch
C := alle reellen Zahlen a in [0, 1], so dass a eine 3-adige Darstellung besitzt,
in welcher nur die Ziffern 0 und 2 verwendet werden.

Wir zeigen nun noch, dass die Menge C' iiberabzéhlbar ist. Wir definieren dazu eine Funk-
tion ®: [0,1] — [0,1]. Sei z € [0,1].

1. Fall. z € [0, 1] besitzt eine 3—adige Darstellung der Form
r = 0, ayaqsazaqas, ...
~——_— ———

alle a;’s liegen in {0, 2}
Wir definieren dann

TV
2—adige Darstellung
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2. Fall. Andernfalls besitzt « € [0, 1] eine 3-adige Darstellung der Form

r = 0,91&2&3, PN ,ak_lll,akﬂ, ce

jeweilsE {0,2}
Wir definieren dann
d(z) = o,ﬂ‘;i...“’;lmoo...

Vv
2—adige Darstellung

Diese Funktion heifit Cantorfunktion oder auch Teufelstreppe. Die Funktion ® ist konstant
auf den Intervallen, welche man jeweils vom Ubergang von Cy zu Cj,q herausgenommen
hat. Beispielsweise gilt

fir x € [% %}, d.h. fir x =0,1lasag... gt P(z) = 0,1000... = %,
fiir v € [3,3], dh fiir v = 0,0lazas... gilt @(x) = 0,0100... = 7,
fiir € [{, 5], dh. fiir @ = 0,2lazas... gilt P(x) = 0,1100... = 3.
————— ——
3—adig 2—adig

Der Graph der Cantorfunktion @ ist in Abbildung [1§] skizziert.

Graph der Cantorfunktion ®

N VI N UUE

ABBILDUNG 18. Der Graph der Cantorfunktion.

Die erste Aussage der folgenden Behauptung impliziert insbesondere, dass C' iiberabzéihlbar
ist. Insbesondere haben wir dann Satz [6.8 bewiesen.
Behauptung. Diese Abbildung hat folgende Eigenschaften:

(1) @ ist surjektiv und fiir jedes = € [0, 1] gibt es ein ¢ € C, so dass ®(c¢) = =.
(2) ® ist monoton steigend und stetig.
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Sei also « € [0, 1]. Es sei
z = 0,a1a9a3...

eine 2-adige Darstellung von x. Dann gilt

<I>(9, (2a1)(2a9)(2as) . ';) = 0,a1a0a3... =u.
————
3—adige ]S,arstellung 2—adige Darstellung

Nachdem

0, (2a1)(2a2)(2a3) e C

(. J

~
3—adige Darstellung

folgt die erste Aussage.
Die beiden anderen Aussagen kann man leicht zeigen. Nachdem diese jedoch fiir den Be-
weis des Satzes nicht notwendig sind, iiberlassen wir den Beweis als freiwillige Ubungsaufgabe.

6.4. Messbare Mengen und Hom6omorphismen.

Satz 6.9. Es seien U,V C R" zwei offene Teilmengen und es sei F': U — V' ein Homé-
omorphismus. Dann ist fir jede messbare Menge A C U auch das Bild F(A) messbar.

Bevor wir uns dem eigentlichen Beweis von Satz zuwenden erinnern wir noch einmal
an folgende Definition: Es sei §2 eine Menge und es sei S C P(€2). Wir bezeichnen

(8)4 = Durchschnitt aller o-Algebren von €2, welche S enthalten,

als die von S erzeugte o-Algebra. Wir halten zwei elementare Eigenschaften in folgendem
Lemma zusammen.

Lemma 6.10. FEs sei € eine Menge.
(1) Es seien S, T C P(2). Dann gilt

SCT = (8 C (M
(2) Wenn S C P(R2) eine o-Algebra ist, dann ist (S)J,

=S
Fiir eine Teilmenge X C R" bezeichnen wir mit O(X) C P(U) die Menge der offenen
Teilmengen von X. Hierbei sagen wir, dass U C X offen in X ist, wenn es eine offene
Teilmenge V C R” mit U =V N X gibt.

Lemma 6.11. Es ist

BR") = (QR")gn = (OR"))%n-

BeEWwEIs. Es folgt aus Satz dass O(R") € Q(R™)" C (Q(R"))%.. Aus Lemma
folgt nun, dass (O(R"))%. C (Q(R™))%..

Nachdem jeder halboffene Quader geschrieben werden kann als Durchschnitt von endlich
vielen offenen und abgeschlossenen Mengen (d.h. von Komplementen von offenen Mengen)
folgt, dass alle halboffenen Quader in (O(R"™))%. liegen. Daraus folgt dann wiederum aus

Lemma die Inklusion (Q(R"))%. C (O(R"))%n. 0O
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Lemma 6.12. Es sei X C R" offen. Dann gilt
(OX)% = (OR"))g. NP(X).
BEwEIS. Nachdem X offen ist, folgt leicht, dass (O(R™))%
X ist, welche O(X) enthélt. Also folgt die Inklusion (O(X))

der Definition von (O(X))%.
Andererseits kann man auch problemlos zeigen, dass

{AUB|A € (O(X))% und B € (OR"\ X))%n\ v}
eine o-Algebra auf R™ ist, welche O(R™) enthilt. Es folgt, dass
(OX)fn C {AUBJA€(O(X))% und B € (O(R"\ X))g., x }-
Wir erhalten also die gewiinschte Inklusion
(OX))g. NP(X) C {AUBJA€(O(X))% und B € (O(R" \ X))gn\ v} NP(X)
= (0(X))%-

»~ NP(X) eine o-Algebra auf
% C (OR"))gn NP(X) aus

O

Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz [6.9 zu.

BEWEIS VON SATZ [6.9l Es sei F': U — V ein Homdomorphismus zwischen zwei offe-
nen Teilmengen von R". Zudem sei A C U eine messbare Menge. Nach Lemma gilt
also A € (O(R"))%.. Nachdem A C U folgt aus Lemma [6.12] dass A € (O(U))7,. Die
Voraussetzung, dass die Abbildung F': U — V ein Homdomorphismus ist, impliziert, dass
F: O(U) — O(V) eine Bijektion isf{| Insbesondere ist dann aber auch

F: (OU) — (O(V)y

eine Bijektion Es folgt, dass F(A) € (O(V))$. Es folgt dann wiederum aus Lemma [6.12]
dass F'(A) € (O(R"))%., d.h. F(A) ist messbar. O

BWarum ist dies der Fall?
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7. DIE EINDEUTIGKEIT VOM LEBESGUE-MASS

7.1. Translationsinvariante Mafle. Das Lebesgue-Mafl auf B(R") ist translationsinva-
riant. Wenn wir das Lebesgue-Mafl mit einer festgewéhlten positiven Konstante multipli-
zieren erhalten wir natiirlich wiederum ein translationsinvariantes Maf.

Der folgende Satz besagt nun, dass jedes ‘verniinftige’ translationsinvariante Mafi auf
B(R™) von dieser Form ist.

Satz 7.1. Es sei
ein translationsinvariantes Maf$ mit der Figenschaft, dass es eine offene, beschrinkte Men-
ge X € B(R™) mit (X)) € (0,00) gibt. Dann existiert ein C € R.q, so dass

w(B) = C-Vol(B) fir alle B € B(R").
In dem Beweis von Satz [7.1] werden wir folgendes Lemma bendtigen.

Lemma 7.2. Jeder halboffene Quader in R™ kann als disjunkte, abzdhlbare Vereinigung
von halboffenen Wiirfeln mit Seitenlingen der Form 2%, k € N geschrieben werden.

Der Beweis von Lemma ist ganz &hnlich zum Beweis von Satz 4.3l Wir iiberlassen
die Durchfithrung des Beweises als freiwillige Ubungsaufgabe. Wir wenden uns nun dem
Beweis von Satz [T.1] zu.

BEWEIS VON SATZ [Tl Es sei also p: B(R") — R, ein translationsinvariantes Maf
und es sei zudem X € B(R™) eine offene, beschrinkte Menge mit p(X) € (0, c0).
Fiir ¢ > 0 schreiben wir

W, = [0,1)" = der halboffene Wiirfel mit Kantenlinge .

g
Wir setzen nun

Wir wollen nun zeigen, dass C' die gewiinschte Eigenschaft besitzt. Wir beginnen mit fol-
gender Behauptung:

Behauptung. Fiir alle ¢ € N gilt
u(Wy) = C-Vol(W,).

Die Aussage gilt per Definition von C' fiir ¢ = 1. Fiir ¢ € N konnen wir W, als Vereini-
gung von ¢" disjunkten Translaten von W, schreiben. Es folgt nun aus der Translationsin-
varianz und der Additivitdt von p und Vol, dass

CuW,) = p(Wh) = C-Vol(Wy) = C-¢" Vol(IT,).
Wir haben damit also die Behauptung bewiesen.

Behauptung. Es ist C' > 0 und C' < oo.
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Die Menge X ist beschréankt, also enthalten in einer endlichen Vereinigung von disjunk-
ten Translaten von Wj. Aus der Monotonie von pu, der Tatsache, dass u(X) > 0 und der
Translationsinvarianz von g, folgt nun, dass C' = u(W;) > 0.

Nachdem X offen ist, gibt es ein ¢ € N, so dass ein Translat von W, im Inneren von X
enthalten ist. Nachdem pu(X) < oo folgt nun wiederum aus der Monotonie von g und der
Translationsinvarianz von pu, dass C' = p(W;) = ¢"u(W,) < p(X) endlich ist. Wir haben
damit auch diese Behauptung bewiesen.

X ist durch endlich viele Translate

X ist eine offene beschriankte von Wy iiberdeckt,
Menge mit p(X) € Ry aus u(X) > 0 folgt pu(WWy) >0
Wi

X enthalt ein Translat von W5,
aus (X)) < oo folgt u(Ws) < oo,
also auch (W) < oo

ABBILDUNG 19. Illustration zum Beweis von Satz [T.1]

Behauptung. Fiir jedes A € Q(R"™) gilt
u(A) = C-Vol(A).

Nach Lemma kann jeder halboffene Quader als disjunkte, abzdhlbare Vereinigung
von Translaten von Quadern der Form W, geschrieben werden. Es folgt aus Lemma ,
dass auch jedes A € Q(R™) als disjunkte, abzéhlbare Vereinigung von Translaten von
Quadern der Form W, geschrieben werden kann. Die Behauptung folgt nun aus der ersten
Behauptung, der Translationsinvarianz von Vol und g und der o-Additivitdt von Vol und
L.

Wir haben nun also gezeigt, dass &u und Vol auf Q(R") iibereinstimmen. Es folgt nun

aus Satz dass &p und Vol auch auf B(R") = (Q(R"))? iibereinstimmen. O
7.2. Volumen und Determinante. Fiir Vektoren vy,...,v, in R” bezeichnen wir im

Folgenden mit

P(Ula"'uvn) = {Z)‘lvz
=1

Al,...,)\ne[o,l]}
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das durch vy, ..., v, aufgespannte Parallelotop. Fiir n = 2 ist dies insbesondere das durch v,
und v, aufgespannte Parallelogramm. Fiir n = 3 ist dies der durch vy, v und v3 aufgespannte
Spat.

Pv,w) = {/\'U + pw | A, p € [0, 1]} das Parallelotop P(u,v,w) in R3
ist das von den Vektoren v und w
aufgespannte Parallelogramm

w w
der Flicheninhalt betrigt |det(vw)| das Volumen betrigt | det(uvw)|

ABBILDUNG 20.

Im Folgenden schreiben wir, wie iiblich
e, = (0,...,0,1,0,...,0).
/I\

i-te Koordinate

Offensichtlich ist P(ey,...,e,) der Einheitswiirfel in R". Jedes Parellotop erhilt man mit-
hilfe einer linearen Abbildung aus dem Einheitswiirfel [0,1]". Genauer gesagt, es seien

v1, ..., U, Vektoren in R"™. Wir bezeichnen mit 7" die n x n-Matrix (v; ... v,). Dann gilt
P(vy,...,v,) = P(Tey,...,Te,) = T(P(ey,...,en)).
———
=0,

Der folgende Satz gibt nun insbesondere eine geometrische Interpretation des Absolut-
betrags der Determinante einer quadratischen Matrix.

Satz 7.3. Es seien vq,...,v, € R™. Dann gilt
Vol (P(vl, . ,vn)) = ‘det (v1 . vn)‘ )
Wir werden gleich sehen, dass dieser Satz aus folgendem stérkeren Satz folgt.

Satz 7.4. Es sei T € GL(n,R) eine invertierbare Matriz. Dann gilt fir alle B € B(R"),

dass Vol(T'(B)) = |det(T)|- Vol(B).
——

/]\
messbar nach Satz[6.9
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BEWEIS VON SATZ [7.3] MITHILFE VON SATZ [(.4l Esseienvy,...,v, € R". Wir schrei-
ben wieder T' = (v1 . vn). Wenn vy, ..., v, linear abhéngig sind, dann liegt P(vy,...,v,)
in einem echten Unterraum von R", es folgt dann aus Satz , dass Vol (P(vl, e ,vn)) =0.
Andererseits ist dann natiirlich auch det(7") = 0.

Wir betrachten nun den Fall, dass vy, ..., v, linear unabhéngig sind. Dann gilt
Vol, (P(v1,...,v,)) = Vol(T'([0,1]")) = |det(T)|- Vol([0,1]") = det(T).
/I\
nach Satz [7.4] angewandt auf den Wiirfel [0, 1]" U

Die Idee beim Beweis von Satz[7.4]ist diesen durch einen Trick mithilfe von Satz [7.1] zu
beweisen. Dazu bendtigen wir folgendes einfache Lemma.

Lemma 7.5. Es sei T € GL(n,R) eine invertierbare Matriz. Dann ist

IUTB(RW') — RJF
B = un(B):= Vol(T(B))

ein translations-invariantes Mafs.

BEwEIS. Fiir B € B(R™) schreiben wir also pz(B) := Vol(T'(B)). Wir zeigen zuerst,
dass pr in der Tat ein Mafl ist. Offensichtlich gilt pr(@) = 0. Es seien nun By, k € N
disjunkte Mengen in B(R™). Dann gilt

pr(0B.) = Vol (T([B.)) = Vol <k|_|1T(Bk)) - ;VOI(T(Bk)) - ;,uT(Bk)).
denn Vol ist ein Mafl und die 7'(By)’s sind disjunkt

Die Translationsinvarianz von pr zeigen wir nun fast genauso leicht. Es sei also p € R” und
zudem sei B € B(R™). Dann ist

pr(p+ B) = Vol(T(p+ B)) = Vol(T'(p) + T(B)) T: Vol(T'(B)) = pr(B).

denn Vol ist translationsinvariant [

Im Folgenden benétigen wir auch noch folgenden Satz aus der linearen Algebra.
Satz 7.6. Jede Matriz T € GL(n,R) kann geschrieben werden alf™
T =ADB,

wobei A und B orthogonale Matrizen sind und D eine Diagonalmatrixz mit positiven Dia-
gonaleintrigen ist.

Wir skizzieren im Folgenden den Beweis.

49Eine solche Zerlegung von T wird als Singuldrwertzerlegung bezeichnet.
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BEWEIS. Die Matrix T'T ist symmetrisch, sie kann also mithilfe einer orthogonalen
Matrix diagonalisiert werden. m Genauer gesagt, es gibt eine orthogonale Matrix S und
eine reelle diagonale Matrix P, so dass

SHT'T)S = P.
Behauptung. Die diagonalen Eintrédge py,...,p, von P sind positiv.
Es ist
pr = eLPey = el S'A'ASe;, = (ASey)'(ASer) = ||ASe|* > 0.

Wir haben damit also die Behauptung bewiesen.
Wir bezeichnen nun mit D die diagonale Matrix mit den Eintrdgen /p1, ..., /Pn. Wir
setzen A = T'SD~. Dies ist eine orthogonale Matrix, denn

A'A = (TSDH(TSD™) = D'S'T'TSD™ = D' P D' = id,.
N——

~—

=P =D2
Der Satz folgt jetzt durch Auflésen von A = T'SD~! nach T und der Beobachtung, dass
die Matrix B := S~! orthogonal ist. O

Korollar 7.7. Es sei
®: GL(n,R) — Rug
A — O(A),

eine Abbildung, welche folgende drei Eigenschaften besitzt:

(1) ® ist ein Gruppenhomomorphismus,

(2) fir jede diagonale Matriz D mit positiven Diagonaleintragen gilt ®(D) = det(D),

(3) fiir jede orthogonale Matriz A gilt P(A) = 1.
Dann gilt ®(T) = | det(T)| fiir alle T € GL(n,R).

BeEwEls. Es sei ®: GL(n,R) — R, eine Abbildung, welche die drei Eigenschaften
erfiillt. Es sei nun 7" € GL(n,R) beliebig. Nach Satz gibt es orthogonale Matrizen A
und B und eine Diagonalmatrix mit positiven Diagonaleintrigen, so dass T' = ADB. Es
folgt, dass

O(T) = ®(ADB) = ®(A)-d(D)-®(B) Eigenschaft (1)
det(D) Eigenschaft (2) und (3)
= |det(A)|-det(D) - |det(B)| denn die Determinate von
orthogonalen Matrizen ist +1
= |det(ADB)| Multiplikativitéit der Determinante

= |det(T)|. O
Wir haben nun alle Vorbereitungen getroffen um Satz zu beweisen.

50Ganz allgemein gilt, dass wenn A eine symmetrische reelle Matrix ist, dann gibt es eine orthogonale
Matrix S und eine reelle diagonale Matrix P, so dass S*AS = P. Diese Aussage wird beispielsweise in
Kapitel 10 von Jéanich: Lineare Algebra bewiesen.
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BEWEIS VON SATzZ [(.4l Fiir eine invertierbare Matrix 7' € GL(n,R) setzen wir
das nach Satz eindeutig bestimmte C' € Ry
O(T) := mit ur(B) = C - Vol(B) fiir alle B € B(R").
——r
Vol(T(B))

Wir wollen zeigen, dass ®(T') = | det(T)] fiir alle T € GL(n, R). Im Hinblick auf Korollar[7.7]
geniigt es jetzt folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung.

(1) ® ist ein Gruppenhomomorphismus,
(2) fiir jede diagonale Matrix D mit positiven Diagonaleintriigen gilt (D) = det(D),
(3) fiir jede orthogonale Matrix A gilt ®(A) = 1.
Fiir eine Matrix 7" € GL(n,R) konnen wir ®(7) mithilfe einer beliebigen messbaren
Menge B mit Vol(B) > 0 berechnen, denn es gilt
Vol(T'(B))
Vol(B)
In allen drei Teilen der Behauptung bestimmen wir ® durch eine geeignete Wahl von einer
messbaren Menge B mit Vol(B) > 0.

(1) Es seien S,T € GL(n,R). Wir wihlen eine beliehige messbare Menge X mit
Vol(X) > 0. Dann ist

Vol(S(T'(X))) _ Vol(S(I'(X))) Vol(T'(X))

B(T) =

(- T) = Vol(X)  Vol(T(X)) Vol(X) () - &(T).

— —

= ®(S), berechnet = &(T), berechnet
mithilfe von T'(X) mithilfe von X

(2) Es sei D eine Diagonalmatrix mit den positiven Diagonaleintriagen d, ..., d,. Wir
berechnen ®(D) mithilfe des Einheitswiirfels W = [0, 1]". Dann gilt
_ VolDW)) _ . o P
®(D) = <5 o Vol([0,dy] x -+ x [0,dy]) = gd, = det(D).

(3) Es sei A eine orthogonale Matrix. Wir bestimmen ®(A) mithilfe vom Einheitsball
B = By(0). Dann gilt
Vol(A(B))  Vol(B)

*(A) = Som) T_ Vol(B) ~ "

da A orthogonal, also lingenerhaltend ist, gilt A(B) = B. 0

5Wir kénnen hierbei anwenden, denn nach Lemma ist pup translationsinvariant, zudem gilt fiir die
offene, beschréinkte Menge X :=T71((0,1)"), dass pr(X) = Vol(T(X)) = Vol((0,1)") = 1.
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8. DAS LEBESGUE-INTEGRAL

8.1. Einfithrung. Ein Mafraum ist ein Tripel (€2, A, 1), bestehend aus einer Menge (2
eine Menge, ciner o-Algebra A C P() und einem MaB u: A — R,. Beispielsweise ist
(R™, B(R™), Vol) ein Mafiraum.

Die allgemeine Integral-Theorie definiert ein Integral fiir ‘integrierbare’ Funktionen auf
einem beliebigen Mafiraum (€2, A, i1). Aus Zeitgriinden und der Verstiandlichkeit halber be-
trachten wir aber nur den Spezialfall, des Borel-Lebesgue Mafiraums (R", B(R™), Vol,,). Ins-
besondere, sagen wir im Folgenden A C R ist messbar, wenn die Menge Borel-Lebesgue—
messbar ist, d.h. wenn die Menge in B(R") liegt.

Bevor wir mit der Diskussion vom Integralbegriff beginnen, fithren wir noch zwei No-
tation einen.

(1) Fiir eine Teilmenge A C bezeichnen wir
XA- R — R

N (2) = 1, wennuz € A,
XA\t) = 0, wennz ¢ A,

als die charakteristische Funktion von A.
Graph der

charakteristischen
Funktion x4

A C R? x x

ABBILDUNG 21. Der Graph einer charakteristischen Funktion.

(2) Fiir zwei Funktionen f,g: R™ — R schreiben wir
f<g <<= f(z) < g(x) fir alle z € R"™

Unser Ziel ist es jetzt einen moglichst grofiziigigen Begriff von integrierbaren Funktionen
auf R™ und eine Abbildung

{integrierbare Funktionen} — R
g — f gdv



202 2. MASS- UND INTEGRATIONSTHEORIE
einzufiihren, so dass folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(0) Fiir alle messbaren A C R™ ist x4 integrierbar und es gilt

f xadv = Vol,(A) Normierung.
(1) Fiir integrierbare Funktionen f und g sowie ¢,d € R gilt
fcf+dgdv = cffdv + dfgdv Linearitét.
(2) Fiir integrierbare Funktionen f und g gilt
f<g = ffdv < fgdv Monotonie.

(3) Fiir eine Folge { fi}x>1 von Funktionen, welche in einem geeigneten Sinne konvergiert,
wollen wir, dass

lim fy = f = lim [ fodv = [ fav Stetigkeit.

Selbst wenn wir uns nur auf den Fall n = 1 einschrdnken miissen wir arbeiten, denn
das klassische Riemann-Integral erfiillt Eigenschaft (0) nicht. In der Tat, denn wie schon
mehrmals erwéhnt, ist die Menge A = QN [0, 1] zwar messbar, aber die zugehorige charak-
teristische Funktion y 4 ist nicht Riemann-integrierbar.

8.2. Messbare Funktionen. Zur Vorbereitung der Definitions des Lebesgue-Integrals
miissen wir noch den Begriff der messbaren Funktion einfiihren.
Definition. Es sei f: R* — R eine Funktion.

(1) Fiir ¢ € R schreiben wir

{f<c}t = [ ((—o0,c) = {allex € R" mit f(z) < c}.

Ganz analog definieren wir auch {f < c}, {f > ¢}, {f > ¢}, {a < f < b} usw.
(2) Wir sagen f ist messbar, wenn fiir jedes ¢ € R die Menge {f < ¢} eine messbare
Teilmenge von R™ ist.

Beispiel.
(1) Jede monoton steigende Funktion f: R — R ist messbar, denn fiir jedes ¢ € R ist

{f < ¢} ein Intervall, also messbar.
(2) Jede stetige Funktion f: R™ — R ist messbar, denn fiir jedes ¢ € R ist

{f<et = f71((=o0d)

abgeschlossen

eine abgeschlossene Teilmenge von R", also messbar nach Satz

Lemma 8.1. Es sei f: R™ — R eine Funktion. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) f ist messbar,
(2) fiir jedes c € R ist {f < c} eine messbare Teilmenge von R™,
(3) fiir jedes ¢ € R ist {f > c} eine messbare Teilmenge von R™,
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(4) fir jedes ¢ € R ist {f > ¢} eine messbare Teilmenge von R".

BEWEIS. Wir beweisen, dass Messbarkeit die anderen Aussagen impliziert. Die Aquivalenz
der Aussagen beweist man ganz analog.
Es sei also f eine messbare Funktion und es sei ¢ € R. Dann ist

(F<e) = JUf<e1).

messbar nach
Voraussetzung

eine abzéhlbare Vereinigung von messbaren Mengen, also nach Satz wiederum messbar.
Zudem sind

{fzc = R\ {f<c}
und

{f>cp = R'\{f<¢}

Komplemente von messbaren Mengen, also messbar. [l

Wir beweisen nun noch, wie wir aus messbaren Funktionen, weitere messbare Funktio-
nen erhalten.

Lemma 8.2. Es scien f,g: R® — R zwei messbare Funktionen. Dann gilt
(1) fir alle ¢ € R ist auch cf messbar,

(2) die Funktion f? ist messbar,

(3) die Summe f + g ist messbar,

(4) das Produkt f - g ist messbar,

()

3
4
d) die Funktionen
min(f,g): R* — R und max(f,g): R* — R

z = min{f(z),g(x)} r = max{f(z),g(z)}

sind messbar.

BEWEIS. Die ersten beiden Aussagen sind Ubungsaufgaben in Ubungsblatt 12.

(3) Nach Lemma geniigt es zu zeigen, dass fiir alle ¢ € R die Menge {f 4+ g < ¢}
messbar ist.
Es sei also ¢ € R beliebig. Fiir einen Punkt = € R" gilﬂ

es gibt eine rationale Zahl r, so dass

flz) +g(@) <c & f(z) <rund g(z) < c—r.

Also ist
{f+g<c} = U{f<r}ﬂ{g<c—r}
reQ messbar messbar

52Dje ‘«=’-Richtung ist offensichtlich. Wir zeigen nun noch die ‘=’-Richtung. Es sei also f(z)+g(z) < c.
Wir setzen € = ¢ — f(x) — g(x). Nachdem € > 0 existiert eine rationale Zahl r im Intervall (f(z), f(x) +¢€).
Dann gilt offensichtlich, dass f(x) < r, aber auch, dass g(z) =c¢— (f(z) +€) <c—r.
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die abzdhlbare Vereinigung von Durchschnitten von messbaren Mengen, also wie-
derum messbar.
(4) Diese Aussage folgt aus den Aussagen (2), (3) und (4) und der Beobachtung, das{™]

frg=1((F+97=(f 9.
(5) Fiir alle ¢ € R gilt
{min(f,9) 2 c} = {f=ctn{g=c}
und
{max(f,g) <c} = {f<ctn{g<c}
Die Aussage folgt nun aus den Definitionen und aus Lemma [8.1] ]

8.3. Das Lebesgue-Integral fiir Stufenfunktionen.

Definition. Eine Stufenfunktion ist eine Funktion der Form

f=> cixa,
i=1
wobei ¢1,...,¢, € Rund Ay, ..., A, messbare Mengen sind.
3
5 Y Graph von —xa + 5x5
A
B 1
-1

ABBILDUNG 22. Der Graph einer Stufenfunktion.

Lemma 8.3. Es sei f: R — R eine Funktion. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) f ist eine Stufenfunktion

(2) Die Funktion f nimmt endlich viele Werte dy,...,d, € R an, und jedes Urbild
f7Y(d;) ist messbar.

(3) Es gibt c1,...,¢ € R und es gibt disjunkte, messbare Mengen As, ..., A, mit
AiU---UA, =R", so dass

f - Zci XA;-
=1

53Diesen Trick hatten wir schon in Analysis I verwendet um zu zeigen, dass das Produkt von Riemann-
integrierbaren Funktionen wiederum Riemann-integrierbar ist.
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BeEwEIs. Wir beweisen zuerst die (1) = (2)-Aussage. Es sei also f = > ¢; x4,, wobei
i=1
C1,...,Cn € R und wobei Ay, ..., A, messbare Mengen sind. Fiir ¢ = 1,...,m schreiben

wir A := A; und A; := A¢. Dann ist

messbar
R — (J(AFUAS) = L (Arn---NAT).
=N~ (rr)e{t) N g

=Rn

hierauf nimmt f den Wert > ¢ oan
ie{l,...,n}
mit Ty = —+

Wir sehen also, dass f nur endlich viele Werte annimmt, und das die Urbilder der Werte

wiederum messbar sind.
Wir beweisen nun (2) = (3). Wenn also die Funktion f nur die Werte dy,...,d; € R
annimmt, und wenn jedes Urbild f~!(d;) messbar, dann ist

k
[ = Zdz"Xffl(di)
i=1

eine Stufenfunktion, wobei die Urbilder disjunkt sind, und die Vereinigung der Urbilder ist
der ganze R".
Die (3) = (1) Aussage ist natiirlich trivial. O

Wir {iberlassen den Beweis des folgenden Lemmas als freiwillige Ubungsaufgabe.

Lemma 8.4. Es scien f und g zwei Stufenfunktionen. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Die Summe f + g der Stufenfunktionen ist wiederum eine Stufenfunktion.
(2) Fiir jedes ¢ € R ist das Skalarprodukt ¢ - f wieder eine Stufenfunktion.
(3) Die Funktionen min(f, g) und max(f,g) sind ebenfalls Stufenfunktionen.

Lemma 8.5. Stufenfunktionen sind messbar.

BEWEIS. Es ist offensichtlich, dass charakteristische Funktionen von messbaren Men-
gen, messbar sind. Es folgt nun aus Lemma dass jede Stufenfunktion messbar ist. [J

Definition. Fiir eine nichtnegative Stufenfunktion der Form

f - Zci XA;»
=1

wobei ¢y, ..., ¢, € Rygund Ay, ..., A, disjunkte, messbare Teilmengen von R" sind, schrei-
ben wi

[ v = ici-Vol(Ai) c R,.
i=1
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Wir sagen f ist Lebesgue-integrierbar, wenn [ fdv < co und wir bezeichnen dann [ f dv
als das Lebesgue-Integral von f.ﬁ

Bemerkung. Es sei f: R” — R eine nichtnegative Stufenfunktion. Wir bezeichnen mit
c1, ..., Cm € Ryg die verschiedenen positiven Funktionswerte. Es folgt leicht aus der Addi-
tivitdt von Vol, dass

[ rav = ici-\/ol(fl(ci)).

Dies zeigt insbesondere, dass das Lebesgue-Integral von f wohldefiniert ist.

Beispiel. Das Standardbeispiel einer Funktion, welche nicht Riemann-integrierbar ist, ist
gegeben durch
fTR — R
N { 2, wennz € QnJ0,1],
0, ansonsten.

Die Funktion f ist eine Stufenfunktion, genauer gesagt es ist

f = QXAa

wobei A = QN0 1]. Dies ist eine abzdhlbare Menge, insbesondere eine Nullmenge. Es folgt
nun, dass

Lebesgue-Integral von f = szA dv = 2-Vol(A) = 0.

Wir sehen also, dass sich der Begriff des Lebesgue-Integrals im Fall n = 1 vom Begriff des
Riemann-Integrals unterscheidet.

Fiir eine Folge von Funktion f;: R™ — R mit £ > 1 und fiir eine Funktion f: R® — R
schreiben wir

die Funktionenfolge ist monoton steigend

It f und konvergiert punktweisem gegen f.

Ganz analog definieren wir natiirlich auch fj | f.
In folgendem Satz fassen wir einige der wichtigsten Eigenschaften vom Lebesgue-Integral
fiir nichtnegative Stufenfunktionen zusammen.

5Die Notation J ... dv hat hierbei keine Bedeutung. Genauer gesagt, fiir das Integral in einem MaB-
raum (€2, A, 1) wir das Integral einer Funktion f: @ — R normalerweise als [ f du geschrieben. In unserem
Fall ist © = Vol, d.h. wir miissten logischerweise f f dVol schreiben. Um die Notation etwas zu verkiirzen
schreiben wir jedoch dv anstatt d Vol. In vielen Biichern wir das Lebesgue-Mafl mit A bezeichnet und das
Lebesgue-Integral dementsprechend als [ f d\ geschrieben.

55Warum haben wir uns in der Definition eigentlich auf nichtnegative Stufenfunktionen eingeschrinkt?

56Zur Erinnerung, wir sagen eine Folge von Funktionen fy: R® — R, k € N konvergiert punktweise
gegen f: R™ — R, wenn fiir alle x € R" gilt, dass kli)nolo fe(z) = f(x).
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Satz 8.6.

(0) Fiir alle messbaren A C R"gilt

f Xadv = Vol,(A) Normierung.
(1a) Fir jede nichtnegative Stufenfunktion f und jedes ¢ € Rsq gilt
fcf dv = cffdv Homogenitit.
(1b) Fiir alle nichtnegativen Stufenfunktionen f und g gilt
ff+gdv = ffdv + fgdv Additivitdit.
(2) Fiir nichtnegativen Stufenfunktionen f und g gilt
f<g = ffdv < fgdv Monotonie.

(3) Fiir eine Folge { fx}x>1 von nichtnegativen Stufenfunktion und eine weitere Stufenfunk-
tion f gz’lﬂ

Mt f = I}l_}fgoffk dv = ffdv Stetigkeit.

BEWEIS. Die Aussagen (0) und (la) sind trivial. Wir beweisen nun (1b) und (2). Es
seien also f und g zwei nichtnegative Stufenfunktionen. Nach Lemma 8.3|kénnen wir schrei-
ben

f Zr: ' wobei ¢1,...,¢, € Ry und wobei Ay, ..., A,
- _16’ XAis disjunkt und messbar mit A; L ---U A, = R"”
und
- id' wobei dy, ...,ds; € R>o und wobei By, ..., B,
g = — i XBj» disjunkt und messbar mit B; LI --- U B, = R™.
iz

Indem wir nun zu den Schnittmengen A; N B; {ibergehen kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dass ¥ = s und A; = B; fir i« = 1,...,r. Aber dann sind die Aussagen (1b) und (2)
trivialerweise richtig.

Zum Abschlu8 beweisen wir Aussage (3). Es sei nun {fi }x>1 eine Folge von nichtnega-
tiven Stufenfunktion mit fi T f, wobei f eine weitere Stufenfunktion ist.

Wir betrachten zuerst den Fall, dass [ fdv = co. Dann gibt es ein ¢ > 0 und eine
messbare Menge A mit Vol(A) = oo, so dass f > ¢y 4. Wir setzen

Ay = {z € Alpy(z) > %}

5TEs sei {fr}rx>1 eine Folge von nichtnegativen Stufenfunktion und es sei f eine weitere Stufenfunktion.
Folgt eigentlich aus fy | f, dass [ frdv ] [ fdv?
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Diese Menge ist messbar nach Lemma Aus fi 1 f folgt Ay T A, also folgt aus Satz[6.2]
dass klim Vol(Ay) = oco. Es ist
—00

fe > %XAka daher ist ffkdv > %Vol(Ak), also gilt lim ffkdv = oo.
k—o00

Wir betrachten nun den Fall, dass [ fdv < oco. Wir setzen gy, := f — f,. Dann gilt
gx 4 0. Wir miissen nun nur nochP zeigen, dass

lim fgkdv = 0.

k00
Wir setzen

M = max{g(z)|x € R"} und S := {z € R" | g1(z) > 0}.
Es folgt aus Lemmas [8.1] und [8.5 dass S messbar ist. Aus

Vol(S) - kleinster positiver Funktionswert von g; < f grdv < f fdv < oo,

folgt zudem, dass Vol(S) < oo.

Y Graph von ¢
M Graph von g5 M

Graph von g3

T
S

S = {I e R"” | g1 ((If) > 0} Ss S
ABBILDUNG 23. Skizze zum Beweis von Satz [R.6]

Wir wahlen nun ein € > 0. Fir k£ € N betrachten wir

Sk = {xr € 5|ag(r) <€}

58 In der Tat, denn aus

li = 0 fol = 1l = 1l li = i .
kg{)lofgkdv 0 folgt ffdv ki)ngoffk—&-gkdv kl)n;offkdv—f—kingofgkdv kgr;offkdv

=f 7
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Fiir jedes k und z € R” gilt zudem, dass

=0, wennz€eR"\S,
0 < g () < <M, wennz € S\ S,
<e wenn r € Sy.

In anderen Worten, es gilt
0 < Gk < M- xs\s, + €Xs)-

Daraus, und aus der gerade bewiesenen Additivitat und Monotonie vom Lebesgue-Integral
von nichtnegativen Stufenfunktionen, folgt, dass

0 < fgkdv < fM-XS\SkdU + fexgk dv.
—_ —

M-(Vol(S)—Vol(S))  =e-Vol(S)

— M(Vol(S) = Vol (Sk))+€ Vol(Si)
Also folgt, dass

0 < lim [gdo < M- lim(Vol(S) — Vol(Sy)) + elim Vol(S})
k—o0 @—)OO k—o0

J/

-~ -~

=0, denn aus g | 0 folgt Si T .5, =Vol(S)
also folgt aus Satz
dass Vol(Sk) 1 Vol(5)

= € Vol(9).
Nachdem diese Ungleichung fiir jedes € > 0 gilt, folgt, dass
lim [ gedo = 0.

k—o0

O

Satz besagt also, dass das Lebesgue-Integral von Stufenfunktionen die in Kapitel
gewiinschten Eigenschaften besitzt. Aber wir sind natiirlich noch lange nicht fertig, wir
wollen ja nicht nur nichtnegative Stufenfunktionen sondern allgemeinere Funktionen, z.B.
stetige Funktionen, integrieren. Wir werden deshalb im néchsten Kapitel den Begriff des
Lebesgue-Integrals auf groflere Klassen von Funktionen erweitern.

8.4. Das Lebesgue-Integral fiir messbare nichtnegative Funktionen. Wir wollen
jetzt das Lebesgue-Integral von Stufenfunktionen auf messbare nichtnegative Funktionen
fortsetzen.

Satz 8.7. Es sei f: R® — R, eine messbare, nichtnegative Funktion. Dann gibt es eine
aufsteigende Folge { fx}r>1 von nichtnegativen Stufenfunktionen mit fr T f.

BEWEIS. Wir betrachten zuerst den Spezialfall, dass alle Werte von f in [0, 1) liegen.

Die Idee ist nun fiir & € N die Funktion f; als die ‘gréfite’ Stufenfunktion zu
withlen, welcher kleiner gleich f ist, und welche nur Werte in {5z [ = 0,...,2"—1}
annimmt.
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Wir erinnern noch an folgende Notation aus der Analysis I: fiir y € R schreiben wir
ly] = “y abgerundet” := max{n € Z|n < y}.
Fiir k£ € N betrachten wir nun
fi: R — R
v o gpe 26 f(@).
Wir miissen nun noch folgende Aussagen beweisen:

(1) jedes f ist eine nichtnegative Stufenfunktion,
(2) die Funktionenfolge fx, k € N ist aufsteigend,
(3) die Funktionenfolge fx, k € N konvergiert punktweise gegen f.

Wir beweisen nun diese drei Aussagen:

(1) Es ist klar, dass fj nichtnegativ ist, und dass die Werte von f in {0, 2%, e 21;;1
liegen. Zudem ist fiir i € {0,...,2% — 1} das Urbild
It (z) = (%)
messbar. Also ist f; nach Lemma [8.3] eine Stufenfunktion.

(2) Diese Aussage folgt aus der elementaren Beobachtung, dass fiir alle y € R und
k € N folgende Ungleichung gilt:

1 1
s 27y > (28 -yl
1

(3) Fiir jedes = € R™ ist |f(z) — fu(2)| <
fx, k € N punktweise gegen f.

s0- Also konvergiert die Funktionenfolge
Wir haben damit den Satz in dem Spezialfall bewiesen. Der allgemeine Fall, dass f beliebige

Graph von messbarer Funktion mit Werten in [0, 1)

1 1 1

Graph von f; Graph von f, Graph von f3
ABBILDUNG 24. Skizze zum Beweis von Satz [8.7].

Werte annimmt wird in Ubungsblatt 13 behandelt. 0

58 Anders ausgedriickt, fj, ist die Funktion, welche wir erhalten, indem wir jeden Funktionswerte von
k
f auf die grofite Zahl der Form {0, 2%, cee %} abrunden.
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Definition. Es sei f: R* — R, eine nichtnegative, messbare Funktion. Nach Satz gibt
es eine aufsteigende Folge {fi}r>1 von nichtnegativen Stufenfunktionen mit f; 1 f. Wir
setzen

[ fav = lim [ fedv € R..
T/

monoton steigende Folge, d.h. der Grenzwert existiert in R

Wenn [ fdv < co, dann nennen wir f Lebesgue-integrierbar und wir bezeichnen [ f dv als
das Lebesque-Integral von f.

A priori hdangt die Definition vom Lebesgue-Integral von f von der Wahl der f;’s ab.
Das néchste Lemma besagt, dass dies, zum Gliick, nicht der Fall ist.

Lemma 8.8. Es sei f: R* — R, eine nichtnegative, messbare Funktion und es seien
zudem { fr}e>1 und {gr}i>1 2wei aufsteigende Folge von nichtnegativen Stufenfunktionen
mit fr. T f und gp T f. Dann gilt

fim J v = Jim [ g
BEWEIS. Wir zeigen die Ungleichung

Gim [ fedv < tim [ g, dv.

m—00

Aus Symmetriegriinden gilt dann aber auch die umgekehrte Ungleichung, d.h. es folgt, dass
beide Grenzwerte gleich sind.

Fiir m > 1 und k > 1 betrachten wir die Stufenfunktion hg,, := min(fx, g,,). Fir fest
gewdhltes k gilﬂ hgm T fr- Wir erhalten also, dass

ffkdv T: nli_rgofhkmdv Tﬁ %1_1};0 fgmdv_

Satz (3) nach Satz (2), denn hyr < g

Nachdem dies fiir alle m gilt, gilt diese Ungleichung auch fiir den Grenzwert m — oo. Wir
haben damit also die gewiinschte Ungleichung der Grenzwerte bewiesen. 0

Beispiel. Wir betrachten die Funktion
f: R — E_A'_

o0, wenn x = 3,

v 0, wenn x # 0.

Diese Funktion ist keine Stufenfunktion, nachdem sie den Wert oo annimmt. Die Funktion
ist jedoch messbarm Wir kénnen die Funktion f auch schreiben also f = oo - xy3;. Wir

59Warum gilt dies?
60Warum?
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setzen fi, = k- xq3y. Dann gilt fi 1 f. Also ist

ffdv = khﬁnoloffkdv = ]}LI{.IO‘[]{'X{;;} dv = 0.
—k-Vol({3})=0

Die Funktion f nimmt also den Wert oo an, ist aber Lebesgue-Integrierbar mit Lebesgue-
Integral gleich null.

Das folgende Lemma, welches in Ubungsblatt 13 bewiesen wird, verallgemeinert etwas
das vorherige Beispiel.

Lemma 8.9. FEs sei f eine nichtnegative, messbare Funktion. Dann gilt
{z € R"| f(z) # 0} ist eine Nullmenge = f fdv = 0.

Der folgende Satz ist nun eine Verallgemeinerung von Satz auf nichtnegative, mess-
baren Funktionen.

Satz 8.10.
(1) Fir alle nichtnegativen, messbaren Funktionen f und g und alle ¢,d € Rsq gilt
fcf—l—dgdv = cffdv + dfgdv Linearitdt
(2) Fiir alle nichtnegativen, messbaren Funktionen f und g gilt
f<g = ffdv < fgdv Monotonie.

(3) Fiir eine Folge {fx}r>1 von nichtnegativen, messbaren Funktionen und eine weitere
nichtnegative, messbare Funktion g gilt

fkTg = klggoffk dv = fgdv Stetigkeit.

BEWEIS. Der Beweis von (1) ist elementar und ist eine freiwillige Ubungsaufgabe. Der
Beweis von (2) ist eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 13.

Wir beweisen nun noch Aussage (3). Nach Satz gibt es fiir jedes k eine aufsteigende
Folge { f;};>1 von Stufenfunktionen mit fi; T fx. Fiir m € N betrachten wir

Gm = max{fim, .-, frum}-
Dann istﬂ gm T 9. Also gilt per Definition, dass

"{i_lgofgmdv = fg.

Andererseits gilt fiir alle m > 1, dass

Im = maX{flmw"afmm} < fm < g.
IN IN
fl fm

61Warum ist das so? Genauer gesagt, warum ist die Funktionenfolge g,,, m € N aufsteigend, und warum
konvergiert sie punktweise gegen g7
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Also ist
[ gndv < [ fudv < [ gadv.
Wir erhalten nun die gewiinschte Aussage durch Grenzwertbildung. 0

8.5. Das Lebesgue-Integral. Fiir eine Funktion f: R® — R schreiben wir nun

fi+ = max(f,0) und [ := —min(f,0).

Wenn [ messbar ist, dann folgt aus Lemma [8.2] dass auch f_ und f; messbar sind. Wir
konnen dann also f = f, — f_ als Differenz von zwei messbaren, nichtnegativen Funktionen
schreiben. Dies erméglicht es uns nun, ganz allgemein den Begriff vom Lebesgue-Integral
einzufiihren.

Definition. Es sei f: R* — R eine Funktion. Wir sagen, f ist Lebesgue-integrierbar, wenn
f messbar ist, und wenn fiir die beiden Funktionen f,, f_: R” — R, gilt

ff+dv < oo und ff_dv < 0.

ffdv = ff+dv— ff,dv

als das Lebesque-Integral von f.

Wir bezeichnen dann

Der néchste Satz ist zum grofien Teil das Analogon zu Satz [8.10]

Satz 8.11. Es seien f,g: R® — R zwei Lebesque-integrierbare Funktionen,

(1a) Fiir jedes ¢ € R ist cf Lebesque-integrierbar und es gilt

fcf dv = cffdv Homogenitit.

(Ib) Wenn f+ g auf ganz R™ definiert ist,ﬂ dann ist auch f+ g Lebesgue-integrierbar, und
es gilt

[f+gaw = [fav+ [gav Additivitit.
(2) Es gilt

f<g = ffdv < fgdv Monotonie.
(3) Die Funktion |f| ist Lebesque-integrierbar und es gilt die Ungleichung

‘ffdv < f|f\dv.

Fiir den Beweis von Satz benotigen wir folgende zwei Lemmas.

62Zur Erinnerung, f + g ist auf ganz R” definiert, wenn es kein = € R™ gibt, so dass eine Funktion den
Wert —oo und die andere Funktion den Wert oo annimmt.
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Lemma 8.12. Es sei f: R* — R eine messbare Funktion. Dann gilt

f ist Lebesgue-integrierbar <= f |fldv < 0.

BEWEIS. Es sei f: R” — R eine messbare Funktion. Dann gilt

f ist Lebesgue-integrierbar = f frdv < oo und f fodv<oo = f |f|dv < oc.

folgt aus Satz und |f| = f- + [y
Andererseits gilt

f |fldv < 0 = f fidv < oo und f f_dv < oo = f ist Lebesgue-integrierbar.
T

folgt aus Satz und fi <|f] O

Lemma 8.13. Fs sei f: R® — R eine messbare Funktion. Wir nehmen an, dass es zwei
nichtnegative messbare Funktionen fi, fo: R™ — R, ¢ibt, so dass

f = fi—-fe und ffidv<oof7jri:1,2.

Dann ist f Lebesgue-integrierbar und es gilt

ffdv = ffldv—ffgdv.

BEWEIS. Aus |f| < fi + f» und der Voraussetzung folgt, dass [ |f|dv < oo, also ist f
nach Lemma Lebesgue-integrierbar. Zudem gilt, dass

Satz angewandt auf die nichtnegativen
Funktionen fi und g := f1 — f+

1
ffdv = ferdv—ff,dv = ff++gdv — f fo4+g dv = ffldv—fodv.

=f = f2, nachdem
hierbei folgt aus f1 > fy, J+—f-=h—-1
dass [gdv < oo ]

Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz R.11] zu.

BEWEIS VON SATZ RI1l Es seien f,g: R® — R zwei Lebesgue-integrierbare Funktio-
nen.

(la) Es sei ¢ € R. Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung trivial. Fiir ¢ > 0 folgt die Behaup-
tung aus Satz und aus (cf)y = cfy und (¢f)- = cf_. Fiir ¢ < 0 folgt die

Behauptung aus Satz und aus (¢f); = c¢f- und (¢f)_ = cf;.
(1b) Es folgt aus Lemma dass

f+g = (fy +94)—(f-+9-)

53Die Funktion |f| = max(f,0) + max(—f,0) ist messbar nach Lemma



8. DAS LEBESGUE-INTEGRAL 215

Lebesgue-integrierbar ist. Zudem gilt

ff—i—gdv T:fer—i-ngdv—ff—i-gdv

Lemma [R.13]
T: ff+dv—|—fg+dv—ff_dv—fg_dv T: ffdv—l—fgdv.
Satz R.10] per Definition

(2) Aus f < g folgt, dass fi < g, und f_ > g_. Daraus folgt, dass

ffdv = ff+dv—ff_dv < fg+dv—fg_dv = fgdv.
T

Satz [8.10]

(3) Wir hatten gerade in Lemma gesehen, dass die Funktion |f| Lebesgue-integ-
rierbar ist. Zudem folgt aus

-If < f < A

und der gerade bewiesenen Monotonie des Lebesgue-Integrals, dass

—[iflaw < [fav < [Iflav.

Aber dies ist gerade die Ungleichung, welche wir beweisen wollten. 0

In Satz hatten wir keinerlei Stetigkeitseigenschaften formuliert. Der folgende Satz
von Levi ist nun ein erster solcher Stetigkeitssatz. Spéter werden noch mehr Sétze folgen.

Satz 8.14. (Satz von der monotonen Konvergenz von Levi) Es sei fi: R" — R,
k € N eine aufsteigende Folge von Lebesque-integrierbaren Funktionen. Wir nehmen an,
dass alle Lebesgue-Integrale durch ein M € R beschrdnkt sind, d.h. dass es ein M € R gibt,
so dass

ffkdv < M  fiir alle k € N.

Dann ist die Grenzfunktion f := klim fr Lebesque-integrierbar, und es gilt
—00

[ rav = l}i}rgoffkdv.

Eine analoge Aussage gilt auch fiir eine absteigende Folge von Lebesque-integrierbaren Funk-
tionen.

In dem Beweis, dass die Grenzfunktion Lebesgue-integrierbar ist, werden wir folgendes
Lemma verwenden.

Lemma 8.15. Fliir jede aufsteigende Folge von messbaren Funktionen fi ist auch die Grenz-
funktion f messbar.
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BEWEIS. Das Lemma folgt aus der Beobachtung, dass fiir alle ¢ € R gilt

{f<e = ]Ql{fk < c}. -

Wir wenden uns nun dem Beweis vom Satz von der monotonen Konvergenz von Levi
zu.

BEWEIS VOM SATZ VON DER MONOTONEN KONVERGENZ VON LEVI.

Indem wir f; ‘dberall abziehen’ konnen wir den allgemeinen Fall auf den Fall von
nichtnegativen Funktionen zuriickfithren. Im Fall von nichtnegativen Funktionen
konnen wir dann Satz verwenden.

Wir setzen
gr = fr — f1, fiir £ € N und wir setzen g := klimgk = f—fi
—00
Es geniigt nun die analoge Aussage fiir die g;’s und ¢ zu beweisen.

Jetzt ist {gx}x>n eine aufsteigende Folge von nichtnegativen messbaren Funktionen.
Nach Lemma [8.15ist die Funktion g = klim g messbar. Es folgt also aus Satz [8.10], dass
— 00

fgdv = ’}Lrgofgkdv.

Wir miissen nun noch beweisen, dass g Lebesgue-integrierbar ist, d.h. wir miissen zeigen,
dass das Integral von g endlich ist. Dies folgt aus dem obigen Grenzwert und der Beobach-
tung, dass fiir alle k gilt

Jowdo = [fi—frdo = [fedo— [ fudo < No=M— [ frdv. 0
Satz 8.16. Es sei f: R® — R eine messbare Funktion. Dann gilt

{z e R"| f(x) # 0} f st Lebesgue-integrierbar
ist eine Nullmenge mit f |f|dv = 0.

BEWEIS. Es sei f: R” — R eine messbare Funktion.

Wir beweisen zuerst die “=" Richtung. Wenn {x € R"| f(z) # 0} eine Nullmenge
ist, dann gilt die gleiche Aussage auch fiir f_ und f,. Lemma besagt, dass f_ und f,
Lebesgue-integrierbar sind mit Lebesgue-Integral null. Es folgt nun aus der Definition vom
Lebesgue-Integral von f, dass f Lebesgue-integrierbar ist. Zudem ist

[Ifldv = [ frdv+ [ f-dv = 0.
Wir beweisen nun die “<=” Richtung. Wir nehmen also an, dass f Lebesgue-integrierbar
ist mit [ |f|dv =0. Wir setzen S := {z € R"| f(x) # 0}. Dann ist

Vol(s) = [ xsdv = Jim [ min{k - (£l xs}do < I}Lmkf|f|dv = 0.
T (o.) -~ o0
folgt aus Satz <klfl
denn min{k - | f[, xs} T xs O
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Man sagt oft, dass eine Aussage iiber eine oder mehrere Funktionen ‘fast tiberall’ gilt,
wenn die Aussage auflerhalb einer Nullmenge wahr ist. Beispielsweise besagt Lemma [8.16),
dass das Lebesgue-Integral einer messbaren Funktion, welche fast {iberall verschwindet, null
ist. Insbesondere sagen wir, zwei Funktionen f und g stimmen fast tiberall tiiberein, wenn

{z eR"[f(z) # g(2)}

eine Nullmenge ist.
Folgender Satz folgt nun leicht aus Satz und der Additivitdt des Lebesgue-Integrals.

Satz 8.17. Es seien f,q: R* = R zwei messbare Funktionen, welche fast tiberall iberein-
stimmen. Dann gilt

f ist Lebesgue-integrierbar <= g ist Lebesque-integrierbar.

Wenn die Funktionen Lebesgue-integrierbar sind, dann gilt zudem, dass

ffdv = fgdv.

Wir erlauben durchgehend Funktionen, welche auch die Werte +00 annehmen. Das
folgende Lemma besagt nun aber, dass eine Lebesgue-integrierbare Funktion fast iberall
endlich ist. Das Lemma wird in Ubungsblatt 13 bewiesen.

Satz 8.18. Eine Lebesque-integrierbare Funktion f: R™ — R ist fast iberall endlich, d.h.
{z € R"| f(z) = —o0 oder f(z) =00}
st eine Nullmenge.

8.6. Integration iiber Teilmengen. Im Folgenden erweitern wir etwas den Begriff vom
Lebesgue-Integral.

Definition.

(1) Es sei f: R™ — R eine messbare Funktion und es sei A C R" eine messbare
Teilmenge. Wir sagen f ist iber A Lebesque-integrierbar, wenn x 4 - f Lebesgue-
integrierbar ist. Wenn dies der Fall ist, dann bezeichnen wir

ffdv = fXA-fdv
A

als das Lebesque-Integral von f iber A.
(2) Es sei f: A — R eine messbare Funktion auf einer messbaren Teilmenge A C R™.

Wir setzen diese zu einer Funktion f auf R” fort, indem wir f(z) = 0 fiir 2 ¢ A
setzen. Wir sagen f ist Lebesgue-integrierbar, wenn f Lebesgue-integrierbar ist.
Wenn dies der Fall ist, dann bezeichnen wir

ffdv = ffdv
A

als das Lebesgue-Integral von f.
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Es gelten die offensichtlichen Verallgemeinerung der bisherigen Ergebnisse von Lebesgue-
Integralen auf R™ zu diesen beiden Erweiterungen. Beispielsweise ist das Lebesgue-Integral
iiber eine Teilmenge A additiv und monoton.

Folgendes Lemma wird in Ubungsblatt 13 bewiesen.

Lemma 8.19. Es sei X eine messbare Teilmenge von R", es sei f: X — R eine messbare
Funktion und es sei X = AU B eine Zerlegung von X in zwei messbare Mengen A und B,
so dass AN B eine Nullmenge ist. Dann gilt

f ist Lebesgue-integrierbar auf AU B <= f ist Lebesque-integrierbar auf A und auf B.
Wenn die Funktion auf AU B Lebesque-integrierbar ist, dann gilt auch, dass

[ fdv = [fdv+ [ fdv.
A B

AUB

Der folgende Satz gibt nun ein oft hilfreiches Kriterium fiir Lebesgue-Integrierbarkeit.

Satz 8.20. Es sei A C R" eine beschrinkte messbare Teilmenge. Dann ist jede beschrdinkte
stetige Funktion f: A — R Lebesgue-integrierbar.

Der Satz besagt also insbesondere, dass jede stetige Funktion auf einer kompakten
Teilmenge von R™ Lebesgue-integrierbar ist.

BEWEIS. Wir setzen f wiederum zu einer Funktion f auf R” fort, indem wir f (x) =0
fiir ¢ A setzen. In Ubungsblatt 12 wurde gezeigt, dass die Funktion f messbar ist.
Nach Lemma [8.12] geniigt es folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. f )
|fldv < oo.

Nach Voraussetzung ist f beschriinkt. Es gibt also ein C' € R, so dass | f(z)] < C fiir alle
x € R". Zudem ist nach Voraussetzung auch A beschrénkt, insbesondere gilt Vol(A) < oo.
Es folgt nun, dass

f\f|dv < fC’-XAdv = C-Vol,(4) < 0.

/I\
denn |f| < C-xa O
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9. DER ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DEM RIEMANN-INTEGRAL UND DEM
LEBESGUE-INTEGRAL

9.1. Definition und Eigenschaften vom Riemann-Integral. Wir erinnern in diesem
Kapitel an die Definition vom Riemann-Integral und an einige Eigenschaften, welche wir
in Analysis I bewiesen hatten.

Es sei nun [a,b] ein kompaktes Intervall. Eine Zerlequng Z von |a,b] ist eine Menge
Z ={20,21,.-.,2,} von reellen Zahlen, so dass

a=20<21 <2< < ZzZp1<z,=0

Sei nun f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann heifit

n—1

UZ,f) = > (a1 — ) inf f([20, 2k41])

k=0
die Untersumme von f beziiglich der Zerleqgung Z und

0z f) = z (2 — 22) sup f (200 2]

heifit die Obersumme von f beziglich der Zerlequng Z.

Graph der Funktion f: [a,b] — R Obersumme beziiglich Z
Zo=a 21 % 23 zg =20 Zo=a 21 29 23 zg =20
Zerlegung des Intervalls [a, 0] Untersumme beziiglich Z

ABBILDUNG 25. Die Untersumme und die Obersumme von f beziiglich einer
Zerlegung Z = {zg, 21, 22, 23, 24 }-

Definition. Eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar, wenn

sup{U(Z, f) | Z Zerlegung von [a,b]} = inf{O(Z, f)|Z Zerlegung von [a, b]}.

Wenn f Riemann-integrierbar ist, dann heif3t
b
ff(x) de = inf{O(Z, f)|Z Zerlegung von |[a, b]}

das Riemann-Integral iiber f von a nach b.
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In Analysis I hatten wir gezeigt, dass beispielsweise alle stetigen Funktionen Riemann-
integrierbar sind. Das folgende Beispiel gibt den Beweis, fiir die schon mehrmals erwéhnte
Aussage, dass es beschrankte Funktionen gibt, welche nicht Riemann-integrierbar sind.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion

f:00,3] - R
0, wennz € QnJI0,3]

v 2, andernfalls.

Dann gilt fiir jede Zerlegung Z = {2y, ..., z,} von [a, b, dass

uz.f) = :g:(zk—&-l_zk) inf f([zr, 2e1]) = :Z::;(Zkﬂ—zk)'o =0

=0, weil [zk, 2k41]
rationale Zahlen enthélt

OZ, f) = X (i —2) supf(lzk, 2e]) = X(zern—2)-2 = 3-2.
k=0 A ~~ d k
= 2, weil [Zk,zk+1}
irrationale Zahlen enthélt

Die Funktion f ist also nicht Riemann-integrierbar.
Folgender Satz folgt leicht aus Lemma 13.1 und Satz 13.2 aus der Analysis I Vorlesung.

Satz 9.1. Eine beschrdinkte Funktion f: [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar,
wenn es eine aufsteigende Folge von Zerlegungen Zy C Zy C ... von [a,b] gibt, so dass

lim U(Z,, f) = limO(Z,,f).

Zudem, wenn es eine solche Folge von Zerlegungen gibt, dann gilt
b
[ f(x)dz = 1lim O(Z,, f).
n—oo

Definition. Wir sagen eine Funktion f: [a,b] — R ist eine Treppenfunktion, wenn es eine
Zerlegung Z = {zg, 21, . .., 2, } von [a, b] gibt, so dass f auf allen offenen Intervallen (z;, z;11)
konstant ist.

Lemma 9.2. Jede Treppenfunktion ist eine Stufenfunktion, aber nicht jede Stufenfunktion
st eine Treppenfunktion.

BEWEIS. Es sei zuerst f: [a,b] — R eine Treppenfunktion, d.h. es gibt eine Zerlegung
Z ={20,21,--.,2n} von [a,b], so dass f auf allen offenen Intervallen (z;, z;11) konstant ist.
Die Treppenfunktion f ist also eine Linearkombination von charakteristischen Funktionen
iber den offenen Intervallen (z;, z;41) und den Punkten z,...,z,. Insbesondere ist die
Treppenfunktion f eine Stufenfunktion.

64Dje Treppenfunktion kann auf den Punkten zg, ..., z, beliebige Werte annehmen.
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Graph einer Treppenfunktion

Zo=a 21 Z Z3 z4 =20

Zerlegung des Intervalls [a, b]

ABBILDUNG 26. Graph einer Treppenfunktion.

Andererseits ist nicht jede Stufenfunktion eine Treppenfunktion. Beispielsweise ist fiir
A =Qn[0,1] die charakteristische Funktion x4 eine Stufenfunktion, aber keine Treppen-
funktion. n

Der folgende Satz gibt nun eine weitere Folgerung aus der Riemann-Integrierbarkeit.

Satz 9.3. Flir jede Riemann-integrierbare Funktion f: [a,b] — R gibt es eine aufsteigende
Folge p,, von Treppenfunktionen und eine absteigende Folge 1, von Treppenfunktionen, so
dass o, < f <, fir alle n, und so dass

b b b
h_)m fgpn(x) dx = ff(x)dac = li_>m fwn(m) dx

BEWEIS. Es sei also f: [a,b] — R eine beschriankte Funktion. Fiir eine beliebige Zerle-

gung Z = {29, 21, ..., 2,} von [a, b] definieren wir
©(Z): [a,0] — R
v f(z), wenn x € Z,
inf{f([zx, 2k21])}, wenn z € (2x, 2541)

und
W(Z): [a,b] — R
T f(x), wenn r € Z,
sup{f([zx, zks1])}, wenn x € (zx, zk11)-
Man kann folgende Aussagen leicht verifizieren:

) ©(Z) und (Z) sind Treppenfunktionen,

(a
(b) esist p(Z) < f <Y(2),

((((3 fiir Zerlegungen Z C Z’ gilt p(Z) < p(Z") und ¥(Z2') < (2),
es ist

Je(Z)(@)de = UZ,f) wmd [4(Z)(z)de = O(Z, f).
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Nach Satz existiert eine aufsteigende Folge von Zerlegungen Z; C Z, C ... von
[a, b], so dass

lim U(Z,, f) ff = lim O(Z,, /).

Nach (a) und (c) ist ¢, := ¢(Z,) eine aufsteigende Folge von Treppenfunktion und zudem
ist 1, := 1(Z,) eine absteigende Folge von Treppenfunktionen. Aulerdem besagt (b), dass
on < f < y,. Zudem folgt aus der Wahl der Zerlegungen Z,, und aus (d), dass

b
lim fgpn = ff(x)da: = lim fwn

n—oo n—oo

O

9.2. Der Zusammenhang zwischen dem Riemann-Integral und dem Lebesgue-
Integral. Fiir Funktionen f: [a,b] — R auf einem kompakten Intervall haben wir nun zwei
Integralbegriffe:

(1) In Analysis I hatten wir den Begriff Riemann-integrierbar eingefiihrt, und im Falle
der Riemann-Integrierbarkeit, dass Riemann-Integral

f f(x)dx
definiert.
(2) Wir haben im vorherigen Kapitel den Begriff Lebesgue-integrierbar eingefiihrt, und
im Falle der Lebesgue-Integrierbarkeit, dass Lebesgue-Integral

ffdv

[a,b]

definiert.

Wie schon mehrmals erwahnt sind diese beiden Integralbegriffe im Allgemeinen verschieden.
Betrachten wir beispielsweise die Funktion

f:0,1] —- R
N { 1, wennx € QnNJO0,1],
0, ansonsten.

Wir hatten gerade gesehen, dass f nicht Riemann-integrierbar ist. Andererseits hatten wir
auf Seite gezeigt, dass f Lebesgue-integrierbar ist mit Lebesgue-Integral 0.

Der folgende Satz besagt nun, dass jede Riemann-integrierbare Funktion f: [a,b] — R
Lebesgue-integrierbar ist. Der Begriff vom Lebesgue-Integral beinhaltet also das Riemann-
Integral, erweitert den Integralbegriff jedoch auf weitere Funktionen auf R und auch auf
den mehrdimensionalen Fall.
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Satz 9.4. Jede Riemann-integrierbare Funktion f: [a,b] — R ist auch Lebesgue-integrierbar

und es gilt
b

[f@yde = [ rav.
a (a,0]

Riemann-Integral Lebesgue-Integral

BEWEIS. Es sei also f: [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Nach Satz
gibt es eine aufsteigende Folge ,, von Treppenfunktionen und eine absteigende Folge 1,
von Treppenfunktionen, so dass ¢, < f < 1, fiir alle n, und so dass

Jgrgozjwndx = Zf(x)dx = nlggyZ@bndx

Man kann leicht zeigen, dass fiir eine Treppenfunktion das Riemann-Integral mit dem
Lebesgue-Integral iibereinstimmt. Es folgt also, dass

b
T}i_)ngofgpndv = [f(x)dx = nh_)rgo[f Y, dv.

[a,b] a,b]

Wir setzen ¢ = lim ¢,, und ¢ = lim v,,. Nach dem Satz [8.14] von der monotonen Konver-
n—oo n—oo

genz von Levi sind ¢ und v Lebesgue-integrierbar mit

fgodv = lim fgpndv und f@[)dv = lim f¢ndv.
[a,b] [a,b]

n—oo n—oQ

Behauptung. Die Funktionen ¢ und f stimmen fast iiberall ﬁberein.ﬁ
Aus p < f < folgt v — ¢ > 0. Aus
f v—pdv = 0

[a,]

zusammen mit Satz folgt, dass ¢ und ® fast {iberall einstimmen. Dann stimmen auchm
f und ¢ fast iiberall {iberein. Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

65Tm Allgemeinen miissen ¢, 1 und f nicht iiberall {ibereinstimmen. Wir betrachten z.B. die Funktion

f:[-11 - R
{0, wenn x # 0,
T

1, wenn z =0.

und die Folge von Zerlegungen Z,, = {—1, f%, %, 1}. In der Notation vom Beweis von Satz setzen wir

on = ©(Zy,) und 1, = ¥(Z,). Dann sieht man leicht, dass ¢, (0) = 0 fiir alle n, aber ,,(0) = 1 fiir alle n.
Dariiber hinaus ist ¢ die Nullfunktion, aber ¢ = f ist nicht die Nullfunktion. D.h. ¢ und ¥ = f stimmen
nur auflerhalb der Nullmenge {0} iiberein.

66Warum folgt das?
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Es folgt nun aus der Behauptung und aus Satz [8.17], dass auch f Lebesgue-integrierbar
ist mit

ffdv = fgpdv = ff(:c)dx

[a,b] [a,b] O

9.3. Der Satz von der majorisierten Konvergenz. Wir méchten als nichstes Satz
zu uneigentlichen Integralen erweitern. Beispielsweise mochten wir zeigen, dass fiir eine
nichtnegative Riemann-integrierbare Funktion f: R — R gilt, dass

_7 flx)dz = }éfdv.

N———

Riemann-Integral Lebesgue-Integral
Um diese Aussage zu beweisen bendtigen wir folgenden Satz.
Satz 9.5. (Satz von der majorisierten Konvergenz von Lebesgue) FEs sei im Fol-
genden fr: R" — R, k > 1 eine Folge von Lebesque-integrierbaren Funktionen, welche
punktweise fast tiberall gegen eine Funktion f: R™ — R konvergiert.

Wenn es eine Lebesgque-integrierbare Funktion F: R™ — Ry gibt, so dass |fi| < F fiir
alle k > 1, dann ist f Lebesgue-integrierbar und es gilt

ffdv = kh_)rgoffkdv.
BeEwEIS. Wir betrachten zuerst den Fall, dass f; iiberall punktweise gegen f konver-
giert.
Die Idee ist durch geschickt gewéhlte Hilfsfolgen den Satz auf den Satz von
der monotonen Konvergenz zuriickzufithren. Insbesondere miissen wir aus der Folge

fr, welche nicht notwendigerweise monoton ist, Funktionenfolgen “basteln”, welche
monoton sind.

Behauptung. Fiir £ € N setzen wir
gr = sup{f;|i > k}.
Dann gilt

(1) es ist 9k \l/ fv
(2) jede Funktion gy ist Lebesgue-integrierbar,

(3) es gilt
(a) ffdv = kli_}rglofgkdv.

Wir beweisen nun die Behauptung. Es ist leicht zu sehen, dass gx | f. E|Wir wollen nun
mithilfe vom Satz[8.14] von der monotonen Konvergenz zeigen, dass gi, Lebesgue-integrierbar

6TEs sei z € R™. Es ist offensichtlich, dass gx(x), k € N monoton fallend ist. Zudem gilt
lim gi(z) = limsup fu(a) = f(a).
k—o0
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ist. Fiir j > k setzen wir dazu
gr; = max{fi|i=k,...,j}, wobeij > k.

Dies ist eine monoton steigende Funktionenfolge von Lebesgue-integrierbaren Funktio-
nenﬁmit 9kj 4 gr. Zudem gilt fiir alle j > k, dass

fgkjdv < de’U =: M.

folgt aus gi; < max{[fi|,....[f;[} < F

Also ist nach dem Satz von der monotonen Konvergenz die Funktion g, Lebesgue-
integrierbar. Nachdem g, | f und nachdem

fgkdv > f—de = -M

kann man wiederum den Satz von der monotonen Konvergenz anwenden und wir
erhalten die dritte Aussage. Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
Ganz analog setzen wir nun

hi = inf{f;|i > k}.
Wie oben zeigt man nun, dass die Funktionen h; Lebesgue-integrierbar sind, und dass
(b) [ v = kh_}IElof hy dv.
Da fiir alle k gilt, dass hy < fr < g folgt nun aus (a) und (b), dass

[ rav < l}Lrgofgkdv _ ]}Lrgoffkdv < ]}Lg}ofhkdu — [ rav.

Wir haben also die gewiinschte Gleichheit gezeigt. Wir haben damit den Satz bewiesen, in
dem Spezialfall, dass die Folge { fi}x>1 iiberall punktweise gegen f konvergiert.

Wir betrachten nun noch den allgemeinen Fall. Nach Voraussetzung gibt es eine Null-
menge N, so dass

flx) = lim fi(z) fiir alle z € R"\ N.
— 00
Dann gilt
Xew - f(x) = lmoxeey - fi(z) fiir alle 2 € R,
—00

Wir kénnen nun also den vorherigen Spezialfall auf die Folge {gx }x>n anwenden. Nachdem
die Funktionen f; und g; sowie f und g fast iiberall gleich sind, folgt die Aussage dann aus
Satz O

Im néchsten Kapitel werden wir das Lebesgue-Integral mit dem uneigentlichen Riemann-
Integral vergleichen. Hierbei werden wir ein wichtiges Korollar zum Satz von der majori-
sierten Konvergenz verwenden. Um dieses Korollar zu formulieren benotigen wir noch eine
Definition.

68Hierbei verwenden wir, dass fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen f, g auch die Funktion max{f, g}
Lebesgue-integrierbar ist. Dies wiederum folgt leicht aus Lemma und Lemma
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Definition. Eine messbare Ausschipfung von R™ ist eine aufsteigende Folge von messbaren
Teilmengen {A,,}»>1 von R™ mit A4,, T R™.
Beispiel.

(1) Die Intervalle (—m,m) mit m > 1 bilden eine messbare Ausschopfung von R.
(2) Allgemeiner bilden die offenen Kugeln B,,,(0) mit m > 1 eine messbare Ausschépfung
von R™.

Wir konnen nun den Ausschopfungssatz formulieren.

Satz 9.6. (Ausschopfungssatz) Es sei {A,,}m>1 eine messbare Ausschopfung von R”
und es sei f: R" — R eine messbare Funktion, welche tiber jedes A,, Lebesque-integrierbar
1st. Wenn

m—r0o0

lim f |fldv < oo
Am
dann ist auch f auf R™ Lebesque-integrierbar und es gilt
[fdv = tim [ rav.
m—r0o0
Am
BEWEIS. Wir setzen

Dann gilt
lim f,,(x) = f(zx) firallezeR"

m—r0o0
Der Ausschopfungssatz folgt nun aus den Definitionen, dem Satz von der majorisierten
Konvergenz und der folgenden Behauptung.
Behauptung. Wir setzen F := |f|. Dann gilt:
(1) |fm| < F fiir alle m,
(2) F ist Lebesgue-integrierbar, d.h. [ |F|dv < co.

Die erste Aussage ist offensichtlich. Wir wenden uns der zweiten Aussage zu. Offen-
sichtlich gilt | f,,| T F. Da die Folge der Integrale

f|fm|dv = f|fm|dv
Am,

nach Voraussetzung beschrankt ist folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz,
dass F' Lebesgue-integrierbar ist. Wir haben damit die Behauptung bewiesen. U

9.4. Das uneigentliche Riemann-Integral. Wir erinnern zuerst an das uneigentliche
Riemann-Integral, welches wir in Analysis I eingefiihrt hatten. Es sei f: [a,b) — R eine
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Funktion, wobei a € R und b € RU {00}, so dass fiir jedes a < d < b das Riemann-Integral
fadf(x)dx existiert. Das uneigentliche Integral von [ auf |a,b) ist definiert al
b

ff(l’) dr = lli;rll)ff(x)dx.

a a

Ganz analog definiert man das uneigentliche Integral auf einem halboffenen Intervall (a, b].
Es sei f: (a,b) — R eine Funktion, wobei a € RU {—o0} und b € RU {0}, so dass fiir

ein ¢ € (a,b) die uneigentlichen Integrale [ f(x)dz und fcb f(z)dx existieren oder bestimmt,
gegen oo divergieren. Dann definieren wir

Jr@de = [ j@de+ [ f()de,

wenn die rechte Seite definiert ist. Wir nennen dann f; f(z)dz das uneigentliche Integral
von [ auf (a,b).

Satz 9.7. Es sei f: [a,b) — R eine Funktion, wobei a € R und b € RU {oo}. Wenn das
uneigentliche Riemann-Integral

b

J1f1da

existiert, dann ist f auf [a,b) Lebesque-integrierbar und es gilt

b
f fdv = f fdx.
[a,b) a

——
Lebesgue-Integral uneigentliches
Riemann-Integral

Es gelten die offensichtlichen analogen Aussagen fiir Funktionen auf (a,b] und (a,b).

BEWEIS. Der Satz folgt sofort aus Satz[9.4 und dem Ausschopfungssatz [9.6] angewandt
auf die Ausschépfung

X, = [a, b— %], wenn b € R,
beziehungsweise auf die Ausschépfung
X = la,m], wenn b = o0. O

Bemerkung. Satz gilt nur unter der Voraussetzung, dass das uneigentliche Integral
iiber den Absolutbetrag von f existiert, d.h. wenn

b
[ 171de

69Es gibt also drei Moglichkeiten: entweder konvergiert das uneigentliche Integral gegen eine reelle
Zahl, oder es divergiert bestimmt gegen +o0o, oder es existiert nicht.
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existiert. Auf Seite 59 von Forster: Analysis I1I wird gezeigt, dass das uneigentliche Riemann-
Integral

T

fsin(x) dr < oo
0

existiert. Andererseits divergiert das uneigentliche Riemann-Integral iiber den Absolutbe-
trag, d.h. es ist

f‘—smggm”dx = oo.
0

Die Voraussetzung von Satz ist also nicht erfiillt. Und in der Tat existiert das Lebesgue-
Integral von f iiber (0, 00) nicht. Das folgt aus der Tatsache, dass nach Satz (3) der
Absolutbetrag einer Lebesgue-integrierbaren Funktionen wiederum Lebesgue-Integrierbar
ist. Aber dies ist bei dieser Funktion nicht der Fall. Die Details zu diesem Argument kann
man auf Seite 59 von Forster: Analysis III nachlesen.
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10. DASs CAVALIERISCHE PRINZIP UND DER SATZ VON FUBINI

Wir haben jetzt also gesehen, dass fiir viele Funktionen auf R, z.B. fiir alle stetigen Funk-
tionen auf einem kompakten Intervall, dass Lebesgue-Integral mit dem Riemann-Integral
iibereinstimmt. Dies erlaubt es uns insbesondere die Rechenmethoden aus der Analysis I
anzuwenden, um viele Lebesgue-Integrale im eindimensionalen Fall zu bestimmen. In die-
sem Kapitel wollen wir nun viele Lebesgue-Integrale im Mehrdimensionalen mithilfe von
mehreren Riemann-Integralen in einer Variable bestimmen.

In diesem Kapitel werden wir 6fters eine “suggestive Notation” fiir Lebesgue-Integrale
verwenden. Genauer gesagt, fiir eine Funktion

g:R* - R
z = g(2)
schreiben wir desofteren
fg(z) dz = fgdv.
Rn
Fiir eine Funktion
g: R™ x RF

- R
(z,y) = g(z,y)
schreiben wir manchmal

f g(z,y)drdy := fgdv_

Rm-Hc

10.1. Das Cavalierische Prinzip. Das Cavalierische Prinzip, welches eventuell aus der
Schule bekannt ist, besagt insbesondere, dass wir das Volumen von 3-dimensionalen Kérpern
aus den Flacheninhalten von 2-dimensionalen Schnittflichen bestimmen konnen.

Die allgemeinere Formulierung behandelt kompakte Teilmengen von R". Zur Erinne-
rung, der Satz von Heine-Borel besagt, dass eine Teilmenge K von R™ kompakt ist, genau
dann, wenn K beschréankt und abgeschlossen ist. Insbesondere ist jede kompakte Menge
messbar mit endlichem Volumen.

Der folgende Satz ist nun eine allgemeinere Version vom Cavalierischen Prinzip.

Satz 10.1. (Cavalierisches Prinzip) Es sei K C R™ eine kompakte Teilmenge. Fir
t € R bezeichnen wir mit K(t) die Menge

K(@t) == {(z1,...,2021) ER" | (z1,...,20-1,1) € K}.

Dann gilm
Vol,(K) = [ Vol,_4(K (1)) dt.

"Insbesondere machen wir hier implizit die Aussage, dass die Funktion ¢ — Vol,_1 (K (t)) Lebesgue-
integrierbar ist.
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z K kompakte Teilmenge von R3
K(2)
y K(0) ist der Schnitt mit der zy-Ebene
x

ABBILDUNG 27. Ilustration vom Cavalierischen Prinzip.

Beispiel. Es folgt insbesondere, dass wenn K und L zwei kompakte Mengen in R? sind,
so dass fiir alle ¢ die Mengen K(¢) und L(t) den gleichen Flidcheninhalt besitzen, dann
besitzen K und L das gleiche Volumen. Beispielsweise folgt daraus, dass fiir alle kompakten
Teilmengen F' C R? x 0 C R3 und alle Punkte Q € R3 das Volumen vom Kegel

{tP+(1—-t)Q|P € Fundte€[0,1]}

nur von der z—Koordinate von () abhéngt.

z z

Q o

Flache F' in der xy-Ebene

die beiden Kegel besitzen das gleichen Volumen,
weil die z-Koordinaten von () und @’ iibereinstimmen

ABBILDUNG 28.

Das Cavalierische Prinzip folgt aus Folgendem, etwas allgemeineren Satz.

Satz 10.2. (Verallgemeinertes Cavalierisches Prinzip) Es sei A C R" = RF x R™
eine messbare Teilmenge.

(1) Fir jedes y € R™ ist Menge
Aly) = {zeR[(z,y) € A}
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eine messbare Teilmenge von RF.
(2) Die Funktion
Fi:R™ — Ry
y = Fa(y) = Volx(A(y))

ist eine messbare Funktion auf R™.

(3) Es ist
Vol,(4) = [ Volu(A(y)) dy.
Rm
=Fa(y)
BEWEIS.

Es ist elementar zu iiberpriifen, dass die Aussage fiir halboffene Quader gilt. Alle
messbaren Mengen kénnen nun aus halboffenen Quadern durch verschiedene Ope-
rationen (Vereinigungen, Komplementbildung etc.) gebildet werden. Wir miissen
also nur zeigen, dass sich die Aussagen mit diesen Operationen vertragen.

Fir X C R" betrachten wir
M(X) = {A C X |A ist messbar und die Aussagen (1), (2) und (3) gelten}.
Wir wollen zeigen, dass M(R") = (Q(R"))?. Fiir s € N betrachten wir den Quader
Xy = [—s,9)".

Der Beweis besteht aus zwei Teilen.

(i) Es sei s € N. Wir beweisen die Aussage zuerst fiir alle Teilmengen von X. Wir
wollen also zeigen, dass M(X;) = (Q(R", s))?. Wir machen hierzu folgende Beob-
achtungen.

(a) Jeder halboffene Quader @ C X liegt in M(X5). In der Tat, denn wir kénnen
schreiben Q = P x R, wobei P C R¥ und R C R™ halboffene Quader sind.
Fiir jedes y € R™ gilt

Q) = {P, wenn y € R,

(), wenny ¢ R.
Es folgt, dass Fp = Volg(P) - xr, also ist Fp messbar. Zudem gilt

[ Foy)dy = Volu(P) - [ xa(y)dy = Volu(P) - Vol (R) = Vol.(Q).

R™ Rm

(b) Wenn A, B disjunkte Teilmengen von X sind, welche in M(X;) liegen, dann
sieht man leicht, dass auch A U B in M(Xj) liegt. Jedes A € Q(R™,s) ist
nach Lemma die disjunkte Vereinigung von endlich vielen halboffenen
Quadern. Es folgt nun aus der obigen Bemerkung und aus (a), dass auch

Q(R™, s) C M(Xy).
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Rm
Q=PxR
Q(y) = P, wenny € R

Rk
P

ABBILDUNG 29.

(c) Essei A C X,. Wir schreiben A€ := X, \ A. Dann gilt
Vol,,(A°) = Vol (Xs) — Vol,(A) = (2s)" — Vol,,(A).

Also ist das Volumen von A¢ durch das Volumen von A bestimmt. [ Man
sieht nun leicht, dass fir A € M(X;) auch das Komplement A° in M(Xj)
liegt.

(d) Es sei nun A;,i € N eine aufsteigende Folge von Mengen in M(X;). Wir
wollen zeigen, dass A := |J A; auch in M(Xj) liegt. Wir {iberpriifen jetzt die

ieN
drei Aussagen:
(1) Fiir alle y € R™ ist A;(y) T A(y), also ist A(y) messbar nach Satz [6.1]

(2) Fiir alle y € R™ gilt nach Satz[6.2] dass

Fa,(y) = Volig(Ai(y)) T Voly(A(y)) =: Fa(y).
Es ist also Fla, T F4. Daher folgt aus Lemma [8.15] dass F4 messbar ist.

(3) Es ist
Vol,(A) = lim Vol,(4;) = lim f Fa,(y)dy = f Fa(y) dy.
T T R T R
Satz denn A; € M(X,) nach Satz (3)

Wir haben also gezeigt, dass A in M(Xj) liegt.

(e) Es folgt nun aus (b), (c¢) und (d), dass M(X) eine o-Algebra ist, welche
Q(R™, s) enthilt. Aus der Definition von (Q(R",s))? erhalten wir nun die
gewiinschte Inklusion (Q(R™, s))? C M(Xj,).

(ii) Essei nun A € (Q(R"))?. Aus (i) folgt, dass fiir alle s € N gilt, dass A, := ANX, in
M(X;) € M(R™) liegt Das Argument von (i) (d) zeigt nun, dass auch A = |J A

seN

in M(R") liegt. O

"Djese Aussage gilt nur, weil wir uns jetzt auf die Teilmenge X, von endlichem Volumen einschrinken.

"Hierbei verwenden wir implizit, dass (Q(R"))” N P(X,) = (Q(R™, s))?. Dies folgt leicht aus der
expliziten Beschreibung der erzeugten o-Algebra, welche auf Seite [I42] gegeben ist. Alternativ kann man
die Aussage auch mithilfe von dem Argument von Lemma beweisen.
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10.2. Der Satz von Fubini und Beispiele. Satz und Satz besagen insbesondere,
dass man bei ‘verniinftigen’ Funktionen, beispielsweise stetige Funktionen auf kompakten
Intervallen, dass Lebesgue-Integral mithilfe vom Riemann-Integral bestimmen kann. Dies
ist natiirlich sehr hilfreich, nachdem wir schon in Analysis I viele Rechenmethoden fiir das
Riemann-Integral kennengelernt hatten.

Mithilfe vom folgenden Satz von Fubini kann man Lebesgue-Integrale im mehrdimen-
sionalen mithilfe von mehreren Lebesgue-Integralen in kleineren Dimensionen bestimmen.

Satz 10.3. (Fubini) Es sei
fREXR™ — R
(x,y) — f(z,y)

eine Lebesque-integrierbare Funktion. Dann gibt es eine Nullmenge N C R™, so dass fir
jedes y € R™\ N die Funktion

=l

RF —
v = flz,y)

Lebesque-integrierbar ist, und es gilﬂ

f fle,y)dedy = f ff(x,y) dz dy.
Rk+m Rm\N Rk
—_———
definiert fiir y € R™ \ N

Bemerkung. Fiir eine kompakte Menge K C R", mit m = n — 1 und k = 1, sowie fiir
die Funktion f = xx, erhalten wir aus dem Satz von Fubini insbesondere das Cavalierische
Prinzip. Zudem koénnen wir Satz als Spezialfall vom Satz von Fubini auffassen.

In der Praxis will man oft f gar nicht iiber ganz R*¥ x R™ integrieren, sondern nur iiber
eine Teilmenge. Es folgt nun leicht aus den Definitionen und dem Satz von Fubini, dass in
diesem Fall folgender Satz gilt.

Satz 10.4. (Fubini) Es sei A C RF x R™ eine messbare Teilmenge und es sei

f:A - R

(z,y) = flz,y)
eine Lebesgue-integrierbare Funktion. Wir schreiben

Y = {y € R¥|es gibt ein x € R™ mit (x,y) € A},

und fir alley € Y setzen wir

Aly) = {oeR™|(a,y) € A},
Wenﬁfdr alle y € Y die Funktion x — f(x,y) auf A(y) Lebesgue-integrierbar ist, dann
gilt

[ t@yydedy = [ [ fla,y) do dy.

A Y A(y)



234 2. MASS- UND INTEGRATIONSTHEORIE

Beispiel. Es sei A das Dreieck
A = {(v,y) eR?*|z €[0,2] und y € [0, 2]}

Wir betrachten die Funktion
fiA — R
(z,y) = 2*+y*°

Es folgt aus Satz [8.20, dass f Lebesgue-integrierbar ist. Wir moéchten nun das Lebesgue-
Integral von f mithilfe vom Satz von Fubini bestimmen. In diesem Fall ist

Y A={(x,y) e R*|z €[0,2] und y € [0, z|}

die moglichen y-Werte in A liegen in Y = [0, 2]

1 2
fiir ein gegebenes y € [0, 2] liegen die moglichen z-Werte in A(y) = [y, 2]

ABBILDUNG 30.

Y = alle moglichen y-Werte von Punkten in A = [0, 2].
Zudem gilt fiir jedes y € [0,2], dass
A(y) = alle x-Werte von Punkten in A mit y-Wert y = [y, 2].
Es folgt also, dass

y:Q r=2

fx2+y2dxdy = f fx2+y2d:v dy = f f:)s2+y2dx dy = (%)
A 0 (0,2] [y.2] 1 y=0 z=y
Satz von Fubini Satz [0.4]

Der Rest der Rechnung besteht nun aus zwei Riemann-Integralen, welche wir mithilfe von
Stammfunktionen leicht bestimmen koénnen:

y=2 y=2

3 =2 8 3 16

0 =T Bl f et -
y=0 ———— y=0

"Beispielsweise ist diese Voraussetzung nach Lemma erfiillt, wenn fiir alle y € Y die Menge A(y)
kompakt ist und wenn f stetig ist.
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Beispiel. In vielen Beispielen ist das schwierigste Problem, die korrekten Grenzen fiir das
z-Integral und das y-Integral zu finden. Manchmal ist es einfacher fiir ein gegebenes x die
moglichen y-Werte zu bestimmen, wir konnen dann die Reihenfolge der x- und y-Integrale
vertauschen. In Abbildung 31| zeigen wir, wie man fiir zwei Definitionsbereiche A und B
das Lebesgue-Integral in zwei Riemann-Integrale zerlegen kann.

A={(z,y) eR?*|z € [0,2] und y € [-z,z]} B={(z,y) e R?| /a2 +y> <r}

Y y
2 T
1
rox
x
-1
—2
r=2 y=x T=r y:~/'r2fa:2
f}‘ (x,y)dv = f f f(z,y)dydx ff(&y)d’zj: f f f(z,y)dydx
z=0y=—2x B T==Ty=—\/r2 =32

ABBILDUNG 31. Der Satz von Fubini angewandt auf stetige Funktionen
f:A—=Rund f: B—R.

Das zweite Beispiel

B(r) = {(x.y) € B| Va2 12 <1}

beschreibt die abgeschlossene Scheibe um den Ursprung mit Radius . Wir bestimmen nun
die Fléche fiir r = 1. Es gilt

r=1 y=v1-22
Fliéche von B(1) = Voly(B f xB dv f 1dv f f ldyder = (%)
T== y*— V1—z2

"

tz von Fubini und Satz [0.4]

Wir miissen nun dieses zweifache Riemann-Integral bestimmen. Dies ist nun eine Ubungs-
aufgabe aus der Analysis I. Der Vollstandigkeit halber wollen wir diese hier ausfithren. Es
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1st
z=1 z=1 U=y
(x) = x!_fﬂdm = 2x!_1(1—x2)\/11_7962dx T: 2uj_‘g1—sin2(u)du
Substitution u = arcsin(z) mit 2
u=1 .
= 2 f cos?(u) du = 2[%(u+sin(u) cos(u)) _il = .
x u=—1

Mit noch etwas mehr Aufwand kann man nun auch zeigen, dass
Fliche von B(r) = Voly(B(r)) = 7 -7

Beispiel. Wir wollen nun noch das Volumen von dem Kegel

K = {:cy, !x/a:Q y? —2—zundz>0}

bestimmen. Fiir jedes z € [0, 2] ist der Schnitt von K mit der um z verschobenen zy-Ebene

eine Scheibe von Radius 2 — z. Genauer gesagt, fiir gegebenes z € [0, 2] ist

{(z,y) € R?*|(2,y,2) € K} = {(x,y) ER*| /a2 +y2=2—2} = B(2—2).

Es folgt, dass

Volumen von K = fldv f f ldedy dz = Z] m(2—z2)?dz = 377
K 2=0

J/

2=0 :cy)EB (2—2)
~

= 7(2-2)2 nach vorherigem

Satz von Fubini Beispiel

Man kann den Satz von Fubini auch mehrmals anwenden, und ein n-dimensionales Lebesgue-

z

K = {(z,y,2) y¥?=4—2und z > 0}

Kreisscheibe mit Radius 2 — 2

Y

ABBILDUNG 32.
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Integral in n ein-dimensionale Lebesgue-Integrale zerlegen. Beispielsweise gilt fiir jede Lebes-
gue-integrierbare Funktion f(z,y, z) auf dem Kegel K, dass

z=2 1=2—2 y=+/(2—2)%—=?

ffdv = f f f f(z,y,2)dydx dz.

2=0 z=—(2—2) y= (2—2)2—x2

10.3. Der Beweis vom Satz von Fubini. Wir beweisen den Satz von Fubini zuerst
fiir messbare, nichtnegative Funktionen. Dieser Spezialfall wird manchmal das Lemma von
Tonelli genannt.

Lemma 10.5. (Lemma von Tonelli) FEs sei
f:REXR™ — R,
(,y) — f(z.y)
eine messbare, nichtnegative Funktion. Dann gilt:
(1) Fiir jedes y € R™ ist die Funktion

RF — R,
z = f(x,y)
messbar.
(2) Die Funktion
R™ — R,
y = f flz,y)dr
Rk

ist ebenfalls messbar und es gilt

[ty = [ [ fa,y)dedy.

Rk+m Rm ]Rk
BEWEIS.

(a) Fiir charakteristische Funktionen von messbaren Teilmengen A C R¥*™ sind dies
gerade die Aussagen des verallgemeinerten Cavalierischen Prinzips, welches wir in
Satz [[0.2] bewiesen hatten.

(b) Eine nichtnegative Stufenfunktion ist eine endliche Linearkombination von charak-
teristischen Funktionen von messbaren Mengen. Es ist leicht zu sehen, dass wenn
die Aussagen des Lemmas von Tonelli fiir Funktionen fi,..., f, gelten, dann gel-
ten die Aussagen auch fiir alle nichtnegativen Linearkombinationen von fi,..., f,.
Insbesondere folgt aus (a), dass die Aussagen fiir nichtnegative Stufenfunktion
gelten.

(c) Es sei nun f eine beliebige messbare, nichtnegative Funktion. Nach Satz ist die
Funktion f der aufsteigende Limes einer Folge von nichtnegativen Stufenfunktionen

Jn-
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(1) Esseinuny € R™. Nach (b) sind die Funktionen z — f,(x,y), n € N messbar.
Nach Lemma ist dann auch die Funktion z — f(z,y) messbar.
(2) Fiir y € R™ schreiben wir

F,(y) ::ffn(x,y)dx,nEN und  F(y) ::ff(z,y)dx.

Nachdem f,(x,y) T f(z,y) (aufgefasst als Funktion in x) folgt aus Satz
(3), dass F,, T F. Nun folgt aus (b), und aus Lemma [8.15, dass F' messbar ist.

Zusammengefasst gilt

[ feyydedy = tim [ fu(eyydedy = lim [ F)dy = [ F)dy.
Rk+m T Rk+m T R™ T R

Satz (3) Fall (b) Satz (3)

Wir haben also die gewiinschte Aussage bewiesen. 0

Wir beweisen nun den allgemeinen Fall vom Satz von Fubini.

BEWEIS vOM SATZ VON FUBINI. Es sei also

f:REXR™ — R
(z,y) = flz,y)

eine Lebesgue-integrierbare Funktion. Wie {iblich schreiben wir

f+ = max(f,0) und [ := —min(f,0).
Dann gilt
[ f@ydedy = [ fi(zy)dedy — [ f-(z,y)dady
Rk+m Rk«‘rm Rk+m
= [ [ fe@y)dedy— [ [ f-(v.y)dudy = (%)
T R™ Rk R™ Rk
=F(y) =:F_(y)

Lemma von Tonelli

Wir koénnen jetzt nicht einfach die Integrale zusammenfassen, weil im Allgemeinen die
Differenz F', (y) — F_(y) nicht deﬁniertm ist. Nachdem die Integrale iiber F'y und F_ jeweils
endlich sind, folgt aus Satz [8.18] dass es Nullmengen Ny C R™ gibt, so dass Fi(y) < oo

"Denn es kénnte sein, dass sowohl F (y) als auch F_(y) den Wert co annehmen.
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fiir alle y € R™ \ Ni. Wir setzen nun N := N_ U N,. Dann gilt

x) = [ Fiwdy— [ F.(y)dy = [ Fiy)-F-(y) dy
m m m —,_/
T RN RN T R \Ndeﬁniert fir y e R™\ N
da N Nullmenge Satz (1b)
= [ Jr@yde— [ f(ey)dedy = [ [ f(z,y) dedy.
R™\N Rk Rk 4 R™\N Rk

Definition vom Lebesgue-Integral von = — f(x,y) O
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11. DIE TRANSFORMATIONSFORMEL

11.1. Die Transformationsformel. Eine Abbildung ®: U — V zwischen zwei offenen
Teilmengen von R™ heilt C! —invertierbar, wenn ® stetig differenzierbar ist, wenn ® bijektiv
ist, und wenn die Umkehrabbildung ®~': V — U ebenfalls stetig differenzierbar ist.

Wir kénnen nun den folgenden Satz formulieren:

Satz 11.1. (Transformationsformel) FEs seien U,V C R" offene Mengen und es sei
O: U — V eine Ct—invertierbare Abbildung. Dann ist f: V — R Lebesque-integrierbar,

genau dann, wenn
U —- R

x = f(P(x))-|det DP(z)]
Lebesgue-integrierbar ist und es gilt

[ £(®()) - | det DB(2)|do = ff
U

J f(@(x)) - | det DP(a)|dx = ff

U
ABBILDUNG 33. Ilustration der Transformationsformel.

11.2. Der eindimensionale Fall. Im Folgenden sei ®: [a,b] — R eine streng monoton

steigende differenzierbare Funktion mit ®'(z) # 0 fir alle z € (a,b). Dann ist insbeson-

dere ®: (a,b) — (®(a),®(b)) eine C'-invertierbare Abbildung. Fiir jede stetige Funktion

f:[®(a), ®(b)] — R gilt also, dass [Y[7]

x=b u=®(b)
[1O@)® @) do— [f@@)E@) do= [[@@)V(@)de— [ flu)du= [ fu)du.
r=a T la,b] T (a,b) T (®(a),®(b)) T u=®(a)

Satz Satz B11 Transformationsformel nochmal Satz [0.4]
und Satz [R.17]

Wir erhalten also aus der Transformationsformel, mit leicht anderen Voraussetzungen,
die klassische Substitutionsregel als Spezialfall. Die Transformationsformel ist allerdings

Dje Voraussetzung, dass f stetig ist, verwenden wir im Folgenden nur, um uns keine Gedanken um
Lebesgue-Integrierbarkeit zu machen.

""Wo haben wir jetzt verwendet, dass ® streng monoton steigend ist? Wie éndert sich das Argument,
wenn ® streng monoton fallend ist?
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a b P Pla) @) f

ABBILDUNG 34. [lustration der Transformationsformel im eindimensionalen Fall.

viel Allgemeiner als die Substitutionsregel. Zum einen gilt sie auch im mehrdimensionalen
Fall, zum anderen kann diese nicht nur auf stetige, sondern allgemeiner auch auf Lebesgue-
integrierbare Funktionen angewandt werden.

11.3. Lineare Abbildungen. Die vielleicht einfachsten C'-invertierbaren Abbildungen
sind gegeben durch Matrizenmultiplikationen. Genauer gesagt, es sei A € GL(n,R) eine
invertierbare Matrix, dann ist fiir jede offene Teilmenge U C R"™ die Abbildung

U — A(U)
r — Ax

eine C'-invertierbare Abbildung.
Wir betrachten beispielsweise den Fall

11
welcher in Abbildung 35| skizziert ist. Fiir f(x,y) = x gilt dann

A= (_1 3), U= (0,12 undV = AU),

_ 2
U=(0,1) (_1 3)
V= v

R

ABBILDUNG 35. Illustration der Transformationsformel fiir lineare Abbildungen.

fxda:dy = f f(A(z,y)) - |det Aldedy = f f 4(—x + 3y) dr dy
1% (0,1)2 — (0,1) (0,1)
T =—x+3y =4 T
Transformationssatz Satz [10.4] von Fubini
y=1z=1
= f f 4(—z + 3y) dx dy = f f —4x + 12y dx dy
T [0,1] [0,1] T y=02=0

folgt aus Satz[8:17] da sich die Definitionsbereiche Satz
nur um eine Nullmenge unterscheiden

y=1
= f [ — 2% + 12y:v] Zé dy = [ —22%y + 6y2x] Z:) = 4.
y=0" g

~
=—2+12y
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11.4. Polarkoordinaten, zylindrische Koordinaten und sphérische Koordinaten.
Die wohl wichtigsten Anwendungen des Satzes basieren auf den

(1) Polarkoordinaten,
(2) zylindrische Koordinaten, und
(3) sphérische Koordinaten,

welche wir schon in Analysis II kennengelernt hatten.
Wir betrachten die Abbildunﬂ

P:RsogxR — R?

: _ [rcosg
(r,p) = (rcose,rsing) = (rsingp)'

In Analysis I hatten hatten wir schon gesehen, dass P surjektiv ist. Wenn P(r, ¢) = (z,vy),
dann nennen wir (r, ¢) Polarkoordinaten von (z,y). Die Polarkoordinaten von einem Punkt
sind nicht eindeutig bestimmt, beispielsweise kénnen wir ¢ immer durch ¢ + 27 ersetzen.

r ist der Abstand zum Ursprung P(r, ¢) = (rcos o, 7sin @)

Winkel ¢

ABBILDUNG 36. Illustration von Polarkoordinaten.

Satz 11.2. (Polarkoordinaten) FEine Funktion f: R? — R ist genau dann Lebesgue-
integrierbar, wenn

Rzo X [O, 271'] — R
(r,p) — f(rcose,rsing)-r
Lebesgue-integrierbar ist, und es gilt dann, dass
ff(x,y)da:dy = f f(rcosg,rsinp) - rdrde.
R2 [0,00) x[0,27]
BEWwEIs. Wir betrachten die Abbildung
P: RZU X [O, 27'('] — R?
(r,p) +— (rcosp,rsing).
Es sei zudem
U := (0,00) x (0,27) und V := R*\ (Rxq x 0).
"8Piir Vektoren verwenden wir sowohl die ‘horizontale’ als auch die ‘vertikale’ Schreibweise. In vie-
len Fillen ist die horizontale Schreibweise (z,y) platzsparender. Andererseits ist manchmal die vertikale

Schreibweise ( £ ) logischer, beispielsweise wenn wir das Differential bestimmen wollen.
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In Analysis II hatten wir schon bewiesen, dass die Einschriankung von P auf die offene
Teilmenge U eine C'-invertierbare Abbildung P: U — V definiert. Zudem gilt fiir alle
r > 0und ¢ € R, dass

2] o) .
2-7'COS(Q  7-T COS Y cos@ —rsing
det(DP(r,¢)) = det % 7 % T = | _—
g?ﬂ S @ %T Sin @ S @ rCcos
Es folgt also aus, dass
f fl@y)dedy = | f(z,y)dedy = [ f(P(r,@)) rdrde = f f(P(r,@)) - rdrdep.
R?2 T v T U T [0,27] xR >0
folgt aus Satz da Transformationsformel folgt wiederum aus Satz [8.17}
sich die Definitionsbereiche nur da sich die Definitionsbereiche nur
um eine Nullmenge unterscheiden um eine Nullmenge unterscheiden [

Der folgende Satz behandelt einen typischen Spezialfall von den Polarkoordinaten.

Satz 11.3. (Polarkoordinaten) Es sei

By(0) = {(z,y) eR?*|a? +y* < d?}

die geschlossene Scheibe von Radius d, und es sei

de(O) — R

eine stetige Funktion. Dann gilzm
=27 r=d

f flz,y)dxdy = f ff(rcoscp,rsin@)-rdrdgp.

B4(0) =0 r=0

BEWEIS. In Analysis IT hatten wir gesehen, dass die Abbildung

P:U :=(0,d) x (0,2r) — V :={(x,y) € B4(0)|x <0 oder y # 0}
(ryp) = (rcose,rsing)

"Es folgt aus Satz dass das Lebesgue-Integral auf der linken Seite definiert ist.
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eine C'-invertierbare Abbildung ist. Im Beweis von Satz hatten wir schon erwéahnt,
dass det(DP(r,)) = r. Nun ist

ff(:v,y)dxdy :ff(x,y)da:dy = f f(rcose,rsing) - rdrde
By (0) T T U=(0,d) x (0,2m)
denn Bd( )\ V ist eine Nullmenge Transformationsformel
= f ffrcosw,rsingo)-rdrdwz f ff(rcosgo,rsincp)-rdrdgp
4 #€(0.2m) r€(0.d) 4 welv2n] refod
Satz [[0.4] von Fubini die Definitionsbereiche unterscheiden
sich um eine Nullmenge
p=2m r=d
= f ff(rcoscp,rsingp)~rdrdgo.
T =0 r=0
nach Satz [0.4] 0

Beispiele.

(1) Wir wollen das Lebesgue-Integral von x?+y? iiber der abgeschlossenen Kreisscheibe

B3(0) von Radius 3 bestimmen. Dann ist

2 3
34
f:z: +y d.icdy:ff rcosgp + (rsin p)? rdrdgp ff rdrdgo:27r-z
B3(0) 00 >
nach Satz 11.3

(2) Die Aussage von Satz kann nun auch abgewandelt werden um Definitionsbe-
reiche zu behandeln, welche zwar keine Scheiben sind, welche aber durch Polar-
koordinaten gut beschrieben werden. Dies trifft beispielsweise auf ‘Tortenstiicke’
oder ‘Ringe’ zu. Wir fithren dazu nun ein Beispiel aus. Es sei T' das ‘Tortenstiick’

T = {(:C,y) €R2\9€2+y2 <4 und z > 0 sowie |y| < x},

welches auch in Abbildung [37] skizziert ist. Dieses 148t sich viel leichter mit Polar-
koordinaten beschreiben, in der Tat ist

T = {(z,y) € R? mit Polarkoordinaten r € [0,2] und ¢ € [ — %, %] }.
Dann ist
I 2 I 2 .
xdxd rcos(yp) - rdrd coS r2drde = /2>,
{ Y _f bf p = _f () f @ 3

S
Analogon von Satz =3

Ganz allgemein bieten sich die Polarkoordinaten an, wenn sich der Integrations-
bereich leicht mithilfe von Polarkoordinaten beschreiben 1a8t.
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T = {(x,y) ER2|x2—|—y2 <4 und z > 0 sowie |y| < x}
oder einfacher beschrieben als

{(z,y) € R* mit Polarkoordinaten r € [0,2] und p € [ — %, %] }

ABBILDUNG 37.

Wir wenden uns nun den Zylinderkoordinaten zu. Wir betrachten dazu die Abbildung
Z: RZO X R2 — Rg
(r,p,2) +— (rcosep,rsing,z).
Aus der obigen Diskussion von Polarkoordinaten folgt, dass diese Abbildung surjektiv

ist. Wenn (z,y,z) = Z(r,p, z), dann bezeichnen wir (r,p, z) als Zylinderkoordinaten von
(x,y,2).

fiir r > 0 liegt der Punkt
P = (rcosp,rsiny, 2)
in der offenen Halbebene

H, = {(rcosg,rsing,z)|r € Ry und z € R}

Projektion P’ = (r cos g, rsinp,0) vom Punkt P auf die zy-Ebene

x
r ist der Abstand von P’ = (r cos ¢, 7 sin ¢, 0) zum Ursprung
¢ ist der Winkel vom Vektor OP’ zur z-Achse

ABBILDUNG 38. Illustration von Zylinder-Koordinaten.

Satz 11.4. Fiir aller € R>p, 9,2z € R gilt
det(DZ(r,p,2)) = 7.
BEWwEIS. Es ist

0 o) o)
Gl COSQ  ZoTCOSY T Cos cosp —rsing 0
det(DZ(r,p,2)) = det %rsingp %rsingp f%rsingo = |sing rcosg 0] =T
d d d
EZ %Z 52 0 0 1
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Beispiel. Wir betrachten

M = {(z,y,2) |yl <z,2>0224+y*><1und z € 0,27}
Wir wollen das Volumen von M bestimmen. Die Schnittmenge von M mit der xy—Ebene

ist ein ‘Tortenstiick” mit Radius 1 mit Winkel 7. Wir kénnen M mithilfe der Zylinderko-
ordinaten wie folgt beschreiben

Punkte in R® mit Zylinderkoordinaten (r, ¢, z), wobei

V= e pe [, 5] ud 2 € 0, (reos o)

Mithilfe der Zylinderkoordinaten kénnen wir nun das Volumen von M wie folgt berechnen:

e=T r=12=(rcos p)? =1 r=
VOI(M):fldxdydz f f f 1-rdzdrdp= f fr cos? pdr dy
M T Lpf—% r= 2=0 (p,_f r—=
analog zu Satz[11.3] unter Verwendung von Satz |1
$=q Y=7 =7
4 1 1 1 1
= f [ cos® ] dp = f Jcos’ pdp = f S(1+cos(2¢))dp = 5+ 5
=7 =7 T =1

es ist cos? ¢ = ;(1 + cos(2¢))

Zum Abschlufl des Kapitels erinnern wir noch an die sphérischen Koordinaten. Wir
betrachten die Abbildung
SIRZ()XRXR — R3
(r,0,0) +— (Tcosgo -sin @, rsing - sin6, 7“0089).

In Analysis II hatten wir gesehen, dass die Abbildung surjektiv ist. Fiir einen Punkt

0 ist der Winkel vom fir r > 0 und 6 € (0, 7) liegt der Punkt

Vektor OP zur z-Achse 2 P = (rsin@ - cos, rsinf -sin g, rcosb)

in der offenen Halbebene
der Abstand von P
zum Ursprung O

betrégt r

Y H,:={(scosp,ssing,z)|s € Ry und z € R}

Projektion P’ von P auf die xy-Ebene

X

¢ ist der Winkel vom Vektor OP’ zur z-Achse

ABBILDUNG 39. Illustration von sphérischen Koordinaten.
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(z,y,2) = S(r,¢,0) bezeichnen wir (r,,0) als sphdrische Koordinater"| von (z,y, 2).
Satz 11.5. Fiir alle r € R>g,p,0 € R st
det(DS(r,¢,0)) = r*sin6.

BEWEIS. Die Aussage folgt aus einer elementaren, aber etwas langwierigen Rechnung.

O

Beispiel. Wir betrachten nun die Kugel

K = {(z,y,2) eR*|a? +y* + 2% < 1}.
In sphérischen Koordinaten kénnen wir schreiben

K = {S(r,¢,0)|re0,1],¢ € [0,27] und 6 € [0,]}.
Es folgt nun, dass

r=1 ¢=27 O=m r=1 =27
Vol(K) = flda;dydz = f f 1-r?sinfdfdpdr = f f 2r% dep dr
K T r=0 ¢=0 6=0 r=0 =0

analog zu Satz unter Verwendung von Satz

r=1
4
= f47r7’2 dr = 37
r=0

80Manchmal sagt man auch ‘Kugelkoordinaten’ anstatt ‘sphirische Koordinaten’.
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12. BEWEIS DER TRANSFORMATIONSFORMEL
12.1. Vorbereitungen zum Beweis der Transformationsformel. Fiir einen Vektor
v=(v1,...,0,) € R" schreiben wir
o] == Voi+---+02 Euklidische Norm
und
lv| = max{|vi|,...,|val} Maximumsnorm.

Fiir eine quadratische Matrix A € M (n x n,R) setzen wir zudem
JA|l = max {||Av|||v € R" mit [jv|| =1}.
Das néchste Lemma folgt leicht aus Lemma 6.6 aus der Analysis II.

Lemma 12.1.
(1) Die Abbildung
M(n x n,R)
A

R>o

_>
= [JAll

15t stetig.
(2) Fir alle A€ M(n xn,R) und w € R™ gilt
[Aw][ < [JA][ - fJw]|.

Die Aussage von folgendem Lemma ist ganz dhnlich der Aussage von Lemma aus
der Funktionentheorie.

Lemma 12.2. Es sei U C R" offen und G: U — R" eine stetig differenzierbare Abbildung.
FEs seix € U und v € R™ ein Vektor, so dass x +tv € U fir alle t € [0,1]. Dann gilt

|G(z +v) — G(z)] < |v]-vn-max {||DG(x + tv)|| |t € [0,1]}.
BEWEIS. Es folgt leicht aus den Definition, dass fiir alle w € R™ die Ungleichungen
1
(%) Ll < ful < [l

gelten. Nun ist
1

Gz +v) — Gl2)] < |Gz +v) — G| - fDG(a:+tv)-vdtH
) 0

folgt aus (*) Lemma 8.3 aus der Analysis II

1 1
< [||DG(z+tv)-v||dt < [|DG(z+tv)|| ||| dt
0 0
T T
Lemma 8.3 aus der Analysis II ~ Lemma[12.1] (2)
< Jo] - v max { | DG(z + to)|| | £ € [0,1]}.
/]\

denn aus (x) folgt ||v]| < v/n|v|
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12.2. Zwei Hilfsséitze fiir den Beweis der Transformationsformel. Der erste Hilfs-
satz besagt, dass wenn eine Abbildung nahe an der Identitét ist, in dem Sinne, dass das
Differential nahe an der Identitét ist, dann wird jeder beliebige abgeschlossene Wiirfel der
Form

W(a,e) == {z eR"||z—a|<e} = [a1—€e,a1+€ x % [a, —€,a,+¢
im Definitionsbereich nur wenig gestreckt oder gestaucht.
Hilfssatz 12.3. Es seien U und V offene Teilmengen von R™ und es sei
v -V

eine Cl-invertierbare Abbildung mit Umkehrabbildung. Es seien xq € U und p € (0,1)
gegeben. Wir nehmen an, r > 0 besitzt die Eigenschaft, dass W(xo,r) C U wund auch
W(F(xo),r) C V. Zudem nehmen wir an, dass

ap [DF@)—id| < & wnd s [DF(y)—id| <
|z—z0|<T \/ﬁ ly—F(z0)|<r \/ﬁ

Dann gilt fir jeden Wiirfel der Form W = W (a,§) mit § < %r und mit g € W, dass
Vol(W) - (1 — pu)" < Vol(F(W)) < Vol(W) - (1+ u)".

Bemerkung. Die Aussage von Hilfssatz kann auch formuliert werden als

n Vol(F(W)) n
(I—p)" < Vol(W) < (14"

Die Aussage von Hilfssatz wird in Abbildung [0 illustriert.

U W (g, r) 4 W (F(x0),7)
T r
F! F(W(a,d)) liegt “zwischen”
F(b,(1=€)0) und
Wi(a,d) mit § < %r E(b, (1+ €)d)
die Einschrinkungen von F auf W (zg,r) und F~! auf W(F(zy),r) sind ‘nahe’ an der Identitit

ABBILDUNG 40. Illustration zur Aussage und dem Beweis von Hilfssatz [12.3]

BEWEIS VON HILFssATz I2.3] Es sei also W(a,d) ein Wiirfel mit § < 17 und mit

xo € W(a,0). Wir setzen b := F(a). Es geniigt folgende zwei Inklusionen zu beweisen:

Wir beweisen die beiden Inklusionen in den folgenden zwei Behauptungen.
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Behauptung. Es ist
F(W(a,6)) € W(b,(1+ p)d).

Wir machen zuerst die Beobachtung, dass W(a,d) C W(xg,r). In der Tat, denn fiir
x € W(a,od) gilt

et —xo| < |z—al+]a—z9] < d4+6 < 1

/]\
Dreiecksungleichung fiir aus xg € W(a,d) folgt,
die Maximumsnorm dass |a — xo| <6

Fiir x € W(a,d) gilt dann, dass

wir fithren F' — id ein, da wir dariiber Kontrolle besitzen

J
[F(x) =0 = [F(z) = F(a)] = |(F —id)(z) = (F —id)(a) + (z - a)]
< |(F =id)(z) = (F —id)(a)[ + [z —a| < plr—a|+]z—a] < (1+p)d.
T T
Dreiecksungleichung folgt aus Lemma angewandt auf G = F' —id

und der Voraussetzung, dass
. 0o
|DF(z) —id | < n fiir alle z € W(a,d) C W(xg,r)

Also gilt F(z) € W(b, (1 + p)d). Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

Behauptung. Es ist

Mithilfe der Voraussetzung an ||[DF~!(y) — id || zeigt man nun, fast genauso wie in der
vorherigen Behauptung, dass F~1(W (b, (1 — u)d)) C W(a,d). Die Behauptung folgt dann
durch Anwenden der Abbildung F' auf diese Inklusion. O

In Satz hatten wir gesehen, dass bei Anwenden einer Matrix A auf einen messbare
Menge sich das Volumen mit dem Faktor | det(A)| multipliziert. Der folgende Satz gibt nun
eine, gezwungenermassen, schwichere Aussage fiir C'-invertierbare Abbildungen.

Hilfssatz 12.4. Es seien U und V offene Teilmengen von R™, es sei ®: U — V eine

C'-invertierbare Abbildung und es sei xy € U. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein r > 0, so
dass fir jeden Wiirfel W =W (a,8) in U mit 6 < 3r und o € W gilt, dass

VAU | det(Da(an))| < e

BEWEIS.

Wir wissen aus Satz[7.4] dass eine Matrix A das Volumen um den Faktor | det(A)|
multipliziert. Zudem wissen wir aus Hilfssatz [12.3] dass eine C'-invertierbare Ab-
bildung F' mit DF(zy) = id das Volumen “kaum” &ndert. Wir fithren jetzt die
gewiinschte Aussage auf diese beiden Aussagen zuriick.
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F =T o ® verzerrt das Volumen kaum
Yo
T
U 0 v
T = D(ID(xo)*l v’

o1 verzerrt das
Volumen um den
Faktor (detT')™*

® verzerrt das Volumen von kleinen Wiirfeln
in der Néhe von 7y um etwa den Faktor | det(D®(xg))|

Wiirfel W mit
Seitenldnge < o

ABBILDUNG 41. Ilustration zur Aussage und dem Beweis von Hilfssatz [12.4]

Wir setzen T := D®(zy) und wir betrachten die Abbildung

=F

Die Abbildung F' ist ebenfalls C'-invertierbar. Wir setzen gy, := F (). Aus der Kettenregel
folgt, dass DF(xg) = id und DF~'(y,) = id. Wir machen nun folgende Voriiberlegung. Fiir
jeden Wiirfel W gilt

denn ® =T o F
!
Vol(®(W Vol(T'(F(W Vol(F(W Vol(F(W

= | det T'|, nach Satz

Es geniigt nun also folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Fiir jedes € > 0 gibt es ein 7 > 0, so dass fiir jeden Wiirfel W = W (a,d) in
U mit § < %r und xy € W gilt, dass

- 1 < ——.
|detT| —  Vol(W) — |detT|

€ < Vol(F(W)) €

Es sei also € > 0. Wir wihlen ein u € (0, 1), so dasﬂ

€ €
— < — n n <
et ] (1—pw" =1 und (A4p)"-1 FETak

81Warum existiert solch ein p?
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Aus der Tatsache, dass DF(zy) = id, DF~!(y,) = id, der Stetigkeit von DF und DF~!
und aus Lemma (1) folgt, dass es ein r > 0 gibt, so dass

W(zg,r) € U  und W(yo, ) < V’,
und so dass folgende Ungleichungen gelten

ow [DF@) —idll < 5 wd sw [DFy)—id] < fo
Y—Yo|Sr

|lz—x0|<T

Wir wollen nun zeigen, dass r > 0 die gewiinschte Figenschaft besitzt. Es sei jetzt also
W =W(a,d) C U ein Wiirfel mit 2o € W und § < 7. Hilfssatz besagt nun, dass

o Vol(F(W))
€ €
“TdetT]= STdetT] 0

12.3. Beweis der Transformationsformel fiir Abbildungen mit kompaktem Trager.
Der Trager einer Funktion f: R™ — R ist definiert als die Menge

Trager(f) .= {x € R*| f(x) # 0}.

Beispielsweise ist der Tréger von sin(z) ganz R.

In diesem Kapitel beweisen wir die Transformationsformel fiir stetige Funktionen f
mit kompaktem Trager. Im néchsten Kapitel werden wir den allgemeinen Fall auf diesen
Spezialfall zuriickfiihren.

Satz 12.5. Es seien U,V C R" offene Mengen und es sei ®: U — V eine C—invertierbare
Abbildung. Es sei f: V — R eine stetige Funktion mit kompaktem Trdger. Dann gilt

[ f(®(z)) - |det DO(x)|dx = [ fly
U (V)
Fiir den Beweis von Satz werden wir folgendes Lemma benétigen.

Lemma 12.6. Es sei Ay D Ay D A3 D ... eine absteigende Folge von kompakten Teilmen-
gen von R", so dass

Vol(Ag) > 0 fiir alle k € N und hm Durchmesser(A;) = 0.

Dann gelten folgende Aussagen:
(1) Es existiert genau ein zg € ) Ay.

keN

(2) Fiir jede stetige Funktion g: R™ — R mit g(z9) = 0 gilt

. 1
]gl_{gowig(z) dz = 0.
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BEWEIS. Die Existenz von z, haben wir in Ubungsaufgabe 4 von Ubungsblatt 2 bewie-
sen. Die Eindeutigkeit von z ist leicht zu zeigen. Aus der Monotonie des Lebesgue-Integrals
folgt, dass fiir jede kompakte Teilmenge M C R™ die Ungleichung

‘ig(z)dz‘ < Vol(M) -sup {|g(z)| | z € M}

gilt. Die zweite Aussage folgt nun leicht aus den Voraussetzungen und dieser Beobachtung.
O

Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz [12.5 zu.

BEWEIS VON SATz [12.5] Wir beweisen den Satz in dem Spezialfall, dass U = V = R".
Der allgemeine Fall wird ganz &hnlich bewiesen, siehe beispielsweise Seite 103 von Forster:
Analysis III.

Es sei nun f: R" — R eine stetige Funktion mit kompaktem Triger. Wir setzen

e(x) == f(®(x)) - |det DO(x)|.

Die Funktion e ist dann ebenfalls stetig. Der Tréager von f ist nach Voraussetzung kom-
pakt. Nachdem ® ein Homéomorphismus ist, ist auch der Tréager von e kompakt. Es folgt
daher aus Satz [8.20 dass die Funktion e Lebesgue-integrierbar ist. Es geniigt nun also die
Gleichheit der Lebesgue-Integrale zu beweisen.

Fiir eine beliebige messbare Teilmenge A C R" setzen wir

AA) = [ fydy — [ elv)de.
D(A) A
Wir wollen zeigen, dass A(R") = 0. Der Tréger von e ist kompakt. Es gibt also einen
Wiirfel () in R”, so dass der Tréger von e in () enthalten ist. Es geniigt also zu zeigen, dass
A(Q) =0.
Wir wollen also zeigen, dass A(Q) = 0. Fiir ‘sehr kleine” Wiirfel ist ® ‘fast linear’,
und im linearen Fall gilt A(W') = 0 fiir jeden Wiirfel W. Die Ausgangslage ist also
wie im Beweis vom Cauchyschen Integralsatz fiir Rechtecke. Auch in diesem
Fall wollten wir zeigen, dass ein Integral iiber ein Rechteck verschwindet, aber wir
hatten nur eine Aussage fiir kleine Rechtecke. Wir verfahren nun wie im Beweis
vom Cauchyschen Integralsatz fiir Rechtecke. Durch sukzessives halbieren der
Seitenldngen konstruieren wir eine Folge von immer kleiner werdenden Wiirfeln,
welche “gegen einen Punkt konvergieren”.

Behauptung. Es gibt eine Folge von Wiirfeln

Q=GCQo DR DQ2D ...
so dass gilt

(1) Fiir alle £ ist
[A@k+1)| < [AQ)]
Vol(Qrt1) — Vol(Qr)
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(2) Es ist

lim Durchmesser(Qy) = 0.
k—o0

Wir unterteilen jetzt den Wiirfel Qg := () durch Halbieren seiner Seiten in 2™ Wiirfel
Ry, ..., Ron. Dann gilt fiir alle ¢ € {1,...,2"}, dass

Vol(R) = 5= Vol(Q).
Zudem folgt aus Lemma [8.19, Satz und Satz dass
on
ZA(Ri> = AQ).
i=1

Es gibt also ein ¢ € {1,...,2"}, so dass

AR o 1AQ)
Vol(R;) — Vol(@)

Wir setzen nun ); = R;. Wir unterteilen jetzt wiederum @, in 2" Wiirfel und fithren
das gleiche Verfahren durch. Wir erhalten eine Folge von Wiirfeln mit den gewiinschten
Eigenschaften. Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

Der Beweis von Ubungsaufgabe 4 in Ubungsblatt 2 zeigt, dass es einen Punkt x( gibt,
welcher in allen Q;’s enthalten ist. Wir setzen o := ®(x).
Behauptung.
(1) Fiir jede stetige Funktion g mit g(xo) = 0 gilt

. 1
klggo\h)l(%q{cg@) de = 0.

(2) Fiir jede stetige Funktion h mit h(yg) = 0 gilt
. 1
lim ——— h(y)dy = 0.
1 g 4wy

Die erste Aussage der Behauptung folgt sofort aus Lemma [12.6] Fiir die zweite Aussage
setzen wir

C = sup{||D®(z)| |z € Q}.

Fiir alle k folgt dann aus der offensichtlichen Verallgemeinerung von Lemma [4.1] aus der
Funktionentheorie, dass

Durchmesser(®(Qy)) < C - Durchmesser(Qy).
Zudem existiert ein@ C" >0, so dass
Vol(®(Qr)) < C"-Vol(Qx).

82Wofiir bendtigen wir Satz und Satz
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Es folgt, dass

Vol(@(Q))) ~
lim e f My)dy = Jim ot wmay ) hwdy = 0
2(Qxk ——_——— ‘I)(Qk

N
beschrinkt

aus Lemma folgt klim =0
— 00

S

Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
Nun gilt, dass

\ii(%k:) - Vol(le)( f fly)dy — fe(x) dx) = (%)

®(Qr) Qk
Wir wollen nun die Integranden umschreiben, so dass wir Integrale erhalten, auf welche wir
entweder die obige Behauptung anwenden kénnen, oder welche konstant sind. Wir schreiben
also

) = v ( J s+ s - [ €fo) = clau) + () - |det DB(z)] )

( ) . :;?x) = e(zo) al;sgeschrieben
1
= Vol(Qr) ( f h(y) dy + f(yo) Vol(®(Qx)) — f g(z) dz + f(yo)| det DP(z)| Vol(Qk))
E’(Qk) Qk 5
erstes Eltegral Zweite;fntegral
v01 f M) dy ~ g [ g(a)dz + f(yo)( =t 1@ | det DCID(mO)|>
(b(Qk Qk: S 2
d h ~ d lim = 0 nach Hllfssa 7 [12.4
es ist h(yo) =0, also es ist g(xzo) = 0, also k—oo 0 ' “
folgt aus der Behauptung, folgt aus der Behauptung,
dass lim =0 dass lim =0
k—o0 k— oo
Wir haben also gezeigt, dass
O AQK) : - A@Qe)]
kh_)rrolo Vol Qr) 0, insbesondere auch kli)rrolo VollQn) 0.
Aus der Konstruktion der Folge @} folgt nun, dass
A@) _ : _
Vol @) 0, insbesondere auch A(Q) = 0. ]

12.4. Das Lebesgue-Integral und Funktionenfolgen. Fiir eine offene Teilmenge V' von
R™ schreiben wir nun £

C.(V) := Menge aller stetigen Funktionen U — R mit kompaktem Tréiger.

Wir haben im vorherigen Kapitel die Transformationsformel fiir Funktionen in C.(V') be-
wiesen. Die Idee ist nun den allgemeinen Fall auf diesen Fall zuriickzufithren. Genauer

83Warum existiert solch ein C’? Wie hiingt es mit C' und n zusammen?
84Das ‘grosse C’ in der Notation steht fiir ‘continuous’, also stetig. Das ‘kleine ¢’ steht fiir ‘compact’.
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gesagt, wir wollen eine beliebige Lebesgue-integrierbare Funktion auf V' durch Funktionen
in C.(V) ‘approximieren’.

Die folgende Definition gibt ermoglicht es uns nun den Begriff ‘approximieren’ in eine
saubere Form zu bringen.

Definition. Es sei U C R" eine offene Menge. Wir schreiben
L(U) = Menge aller Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf U.
Fir f € L(U) definieren wir zudem

Il = [ 1f]dv.
U

Das folgende Lemma fasst die wichtigsten Eigenschaften von || f||,: zusammen.
Lemma 12.7. Es sei U C R" eine offene Menge.

(1) Far f € L(U) gilt

Ifll.:=0 < f=0 fast dberall,
(2) Fir f € L(U) und c € R gilt

le- fllze = fel -1z

(3) Fir f und g in L(U) gilt

1F+ gl < Az + llglle

BEWEIS. Die erste Aussage ist eine Umformulierung von Satz [8.16] Die zweite Aus-
sage ist elementar und die dritte Aussage folgt aus der Dreiecksungleichung und aus der
Monotonie des Lebesgue-Integrals. 0

Bemerkung. Das Lemma besagt also inbesondere, dass || — ||z eine Seminorm auf dem
Vektorraum L(U) ist [

Das folgende Lemma besagt, dass das Lebesgue-Integral stetig ist beziiglich der L!-
Seminorm

Lemma 12.8. Es sei U C R" eine offene Menge und es sei { fr}ren eine Folge in L(U)
und es sei f € L(U). Dann gilt

i [[f = fillzr =0 =>;g4nngfw
BEWEIS. Dies folgt sofort aus der Beobachtung, dass

[ fdo— [ fudo| = | [f=fedo] < [If=fildo = |If = fillu.
U U U U

/I\
Satz (3) O
85Eine Seminorm || — || erfiillt alle Eigenschaften einer Norm, bis auf die Tatsache, dass aus [|v]| = 0

nicht notwendigerweise v = 0 folgt.
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Unser Ziel ist es nun folgenden Satz zu beweisen.

Satz 12.9. FEs sei U C R" offen und f: U — R eine Lebesque-integrierbare Funktion.
Dann gibt es zu jedem € > 0 eine Funktion g € C.(U) mit

I f=gllr < e

Bemerkung. Der Satz besagt also, dass beziiglich der Seminorm || — || ;1 die Menge C.(U)
dicht in der Menge £(U) liegt Y

BEwEIS. Wir beweisen den Satz nur im Spezialfall, dass U = R". Der allgemeine Fall
wird auf Seite 65 von Forster: Analysis I1I bewiesen.

Nachdem jede Lebesgue-integrierbare Funktion die Differenz zweier nichtnegativer Lebesgue-
integrierbare Funktionen ist, und nachdem || — ||;1 die Dreiecksungleichung erfiillt geniigt
es den Satz fiir nichtnegative Funktionen zu beweisen. Das Lemma folgt nun leicht aus der
Tatsache, dass || — ||z1 eine Seminorm ist und aus der folgenden Behauptung.
Behauptung.

(1) Fiir jede nichtnegative Lebesgue-integrierbare Funktion f: R"™ — R und jedes
n > 0 gibt es eine Stufenfunktion g mit
1f =gl < n.
(2) Fiir jede messbare Menge A C R™ und jedes n > 0 gibt es ein @) € Q(R™) mit

Ixa = xeller < .
(3) Fiir alle halboffenen Quader @ und alle > 0 gibt es ein g € C,.(R™) mit

Ixg —9gller < n.

Wir beweisen nun die drei Aussagen der Behauptung.

(1) Es sei also f: R" — R eine nichtnegative Lebesgue-integrierbare Funktion und
n > 0. Dann gibt es eine Folge von nichtnegativen Stufenfunktionen f;: R® — R

mit f, T f und
[ fedv t+ [ fdv.

Es folgt aus der Konvergenz der Folge von Integralen, dass es ein & € N gibt, so
dass

[fdv— [ frdv < n,

also auch
If = fellor =Tff—fkdv < [fdv— [ frdv < .
da f > f

86Gilt dies auch beziiglich anderen Normen, z.B. der Maximumsnorm?
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(2) Esseialso A C R" eine messbare Menge und es sei 7 > 0. In Ubungsblatt 11 hatten
wir schon bewiesen, dass es ein Q € Q(R™) mit Vol(Q A A) < € gibt. Daraus folgt
nun, dass

H‘XA — XQ’HLl = |[xangl = Vol(QAA) < e
(3) Es sei also
Q = [a1,b1) X -+ X [an, by)
ein halboffener Quader. Fiir £ € N und ¢ = 1,...,n betrachten wir die Funktion
fik, deren Graph in Abbildung [42| skizziert ist. ﬂ Fiir k£ € N setzen wir dann

1 Graph von f;
ABBILDUNG 42.
fk: Rn — R
(1,...,20) = fie(xr) - fog(@n)-

Diese Funktionen liegen alle in C.(R™), und es ist

:j:

Ixa = fillr = [ fi—xqdv <

f[b—az
=1

TR = 1 .
da fr. > xq klinzzo

Es folgt also, dass
Iim [[xg — fillr = 0.
— 00

Das gewiinschte g ist also durch ein f;, mit k& gro genug, gegeben.

0
8"Der Form halber ist hier noch die préazise Definition der Funktion, diese ist gegeben durch
fir: R — R
0, wenn € (—o0,a; — ],
k(t—a;— 1), WGHHSCG[(M*%, i),
x 1, wenn x € [a;, b;),
1—k(t—1b;), wennz € [b;,b;+ 1),
0, wenn z € [b; + 1,00).
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Satz 12.10. Es sei U C R"™ offen und es sei { f }m>1 €ine L'-Cauchyfolge in L(U). Dann
gibt es ein f € L(U) mit

lim ||f = fulls = 0.
m—00

Zudem gibt es eine Teilfolge { fi, }r>1, so dass
klim fm () = f(x) fir fast alle x € U.
—00

Bemerkung. Es sei U C R" offen. Wir setzen
NU) = {alle f € L(U) mit || f]|z: = 0}.

Dies ist ein Untervektorraumf von £(U) und || — ||+ definiert eine Norm auf dem Quotien-
tenvektorraum L£(U)/N (U). Satz besagt nun insbesondere, dass jede L'-Cauchyfolge
in dem normierten Vektorraum L£(U)/N(U) konvergiert, d.h. £(U)/N(U) ist ein voll-
stdndiger normierter Vektorraum, also ein Banachraum.

Bemerkung. Es erscheint auf den ersten Blick wohl etwas eigenartig, dass man in Satz[12.10]
zu einer Teilfolge { f,,, }x>1 iibergehen muss, um punktweise Konvergenz zu erzielen. Dies ist
im Allgemeinen aber unvermeidlich. Genauer gesagt, wir konstruieren eine Funktionenfolge
wie folgt. Es sei m € N. Wir schreiben m = 2" + s mit s € {0,...,2""'}. Wir betrachten
dann

fmR — R
N {1, WGHHIE[%,S;}},
0, sonst.
Dann ist
Il = [lfm@)lde = [ 1de = 5 < 5.
[5%, 55

Die Funktionenfolge { f,,}m>1 konvergiert also beziiglich der L!-Seminorm gegen die Null-
funktion. Andererseits gilt fiir alle z € [0, 1], dasﬂ

liminf f,,(z) = 0 und limsup f,(z) = 1.

Wir sehen also, dass die Funktionenfolge {f,,}m>1 auf keinem Punkt des Intervalls [0, 1]
gegen die Nullfunktion konvergiert.

Bevor wir uns dem Beweis von Satz [12.10] zuwenden halten wir noch folgendes Korollar
fest.

Korollar 12.11. Es sei U C R™ offen und es sei { fm}m>1 eine Folge von Funktionen in
L(U) mit

lm [[f = fnll = 0.
m—00

88Warum?
89Warum gilt das?
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Dann gibt es eine Teilfolge { fin, tr>1 mit
klim fm () = f(2) fir fast alle x € U.

BeEWEISs. Es sei U C R" offen und es sei {f, }m>1 eine Folge von Funktionen in £(U),
welche beziiglich der L'-Seminorm gegen f € L(U) konvergiert. Dann ist {f,, }m>1 ins-
besondere eine L!'-Cauchyfolge Es sei f/ € L(U) die Funktion aus Satz [12.10 Dann
ist ||f — fllzr = 0. Also stimmen f und f’ nach Lemma fast iiberall {iberein. Die
gewiinschten Aussagen iiber f folgen nun leicht aus den Aussagen iiber f’. OJ

In dem Beweis von Satz [12.10] werden wir folgendes Lemma verwenden.
Lemma 12.12. Es sei U C R" offen und es sei {gx}r>1 eine Funktionenfolge in L(U) mit

oo
> Mgkl < oo
k=1

Dann gibt es eine Funktion g, so dass gilt:

(1) Es gibt eine Nullmenge N, so dass

Y g(z) = g(z) firallex ¢ N.
k=1
(2) g ist Lebesque-integrierbar.

3 tim - Yol = o
(3) Jiml = Xk,
BEWEIS.
Man wiirde am liebsten einfach g(z) := >  gn(z) setzen. Aber es gibt a priori
k=1

keinen Grund, warum diese Reihe in irgendeiner Weise konvergieren muss. Wir

oo
betrachten daher zuerst »_ |g,, ()|, denn diese Reihe konvergiert zumindest gegen
k=1

ein Element in R,
Behauptung. Die Funktion ) |gx| = lim > |gx| ist Lebesgue-integrierbar.
k=1 M0 k=1
Fiir alle m > 1 gilt

[ Slgldo = Slgeln < Sllgelle < o
k=1 k=1

U k=1

Die Lebesgue-Integrierbarkeit unserer Funktion folgt nun aus dem Satz von der mo-
notonen Konvergenz von Levi angewandt auf

Yolgkl T 2 gl
=1 =1

Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
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Es folgt aus Satz [8.18 dass es eine Nullmenge N C U gibt, so dass > |gr(x)] < o0
k=1

fir alle z € U \ N. Jede absolut konvergente Reihe ist insbesondere konvergent. Fiir alle
x € U\ N existiert daher auch der Grenzwert

g() = Sgulz) € R

Fir z € N setzen wir zudem g(z) = 0.
Wir wollen nun (2) mithilfe vom Satz von der majorisierten Konvergenz beweisen.
Fiir die Partialsummen gilt die Majorisierung

Yol < Xlol < Xl
k=1 k=1 k=1

Wir hatten gerade gezeigt, dass die Funktion auf der rechten Seite Lebesgue-integrierbar
ist. Es folgt also aus Satz von der majorisierten Konvergenz, dass g ebenfalls Lebesgue-
integrierbar ist.

Es verbleibt (3) zu beweisen. Es ist

m 0o
i Jo- ol < g & ol — o
m—oo g kglgk L1 m—oo k:%JrngkHLl
T i
o0
denn g = > g5 auflerhalb denn Ilaocoh Voraussetzung
k=1 .
einer Nullmenge 15t k:%HHQkHLl <0 0

Wir sind nun in der Lage Satz [12.10| zu beweisen.
BEWEIS VON SATz [[2.10] Essei U C R" offen und es sei { f,,, };m>1 eine L'-Cauchyfolge
in L(U).
Der Gedanke ist nun die Folge f,,, als Reihe umzuschreiben, und dann Lemma|12.12
anzuwenden. Die erste Idee wére wohl

fo = fit > (o= fio)
k=2

o

zu schreiben. Aber in diesem Fall ist es nicht klar, warum > ||fx — fe_1|lzr < o0
k=2

sein soll. Wir gehen nun zu einer Teilfolge von f,, iiber, um sicher zu stellen, dass

diese Reihe dann doch konvergiert.
Nachdem {f,,}m>1 eine L'-Cauchyfolge in £(U) ist, gibt es insbesondere eine Indexfolge
my < mg < mgz<...,sodas

I frw = fone o lln < 27F  fiir alle k € N.

90Warum gibt es eine solche Indexfolge? Denken Sie an eine Cauchy-Folge (@m)m>1 von reellen Zahlen.
Warum gibt es eine Indexfolge m; < ma < mg3 < ..., so dass |am, — Gm,_,| < 2-F fiir alle k?
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Wir konnen nun Lemma [12.12] auf die Reihe

fm1 + kZ:Q (fmk - fmkﬂ) = nll_{{.l()(fml + k2=2<fmk - fmk—l))
=91 =: gi, wobei ||g|| < 2°F ~ — o

anwenden. Lemma [12.12] besagt nun, dass es ein f € L(U) gibt, so dass
lim f,,, () = f(x) fir fast allex € U,

k—o00

und
khIIl Hfm;C - fHLl = 0.
— 00

Da {f}m>1 eine L'-Cauchyfolge ist, folgt daraus auch, dass

lim [|frn = flle = 0.
m—0o0 |:|

12.5. Beweis der allgemeinen Transformationsformel. Wir beweisen nun die Trans-
formationsformel im allgemeinen Fall.

BEWEIS VON SATz [I1.7] Es seien also U,V C R" offene Mengen, es sei ®: U — V eine
C'-invertierbare Abbildung zudem sei eine Lebesgue-integrierbare Funktion f: V — R
gegeben.

Wir wollen nun zeigen, dass

e:U — R
x — e(r):= f(P(x)) - |det DO(x)]

Lebesgue-integrierbar ist, und dass

Die Lebesgue-integrierbare Funktion f ist insbesondere messbar. Nachdem ® ein Homo-
omorphismus ist folgt leicht aus Satz , dass auch fo® messbar istﬂ Nachdem | det D®|
stetig, insbesondere messbar ist, ist dann nach Lemma auch e = (f o @) - |det DD|
messbar auf U [

Es folgt aus Satz , dass es eine Folge von Funktionen f, € C.(V),k € N gibt, so

dass

lim || f — fillzr = 0.
k—o0

9n der Tat, denn fiir ¢ € R gilt {fo® < ¢} = d~1({f < ¢}).
92Wo wird im weiteren Verlauf des Beweises dieses Zwischenergebnis verwendet?
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Es folgt aus Korollar [12.11] dass wir, nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge, anneh-
men koénnen, dass es eine Nullmenge N C V' gibt, so dass

fly) = lim fi(y) fiir alle y € V\ N.

Wir setzen nun
e, = (fro®)-|det DD|.
Dann gilt
e(r) = limeg(x) fiir alle x € U\ @71(N).

k—o0

Nach Satz und Satz ist @ 1(N) eine Nullmenge in U. Wir erhalten nun also, dass

JIwdy = lim [fily)dy = lim [er(a)de = (%)
nach Lemma [[2.8 Satz
dn Jim [1f = fill = 0

Wir mochten jetzt natiirlich am liebsten sagen, dass der Grenzwert der Lebesgue-
Integrale der e’s gerade das Lebesgue-Integral von e ist. Aber aus der punktweisen
Konvergenz folgt a priori noch nicht, dass auch die Lebesgue-Integrale konver-
gieren. Im Hinblick auf Lemma wollen wir nun also die Funktionenfolge ey
beziiglich der L!-Seminorm betrachten.

Fiir alle k,1 € N gilt

lex — el = lIfe = fill -
/I\
Satz angewandt auf |f, — fi

Nachdem {fi.}1 beziiglich der L'-Seminorm eine konvergente Folge ist, ist dies auch eine
L'-Cauchyfolge. Aus der obigen Gleichheit folgt nun auch, dass {e }ren eine L*-Cauchyfolge
ist. Nach Satz existiert ein ¢/ € L(U), so dass die g beziiglich der L!-Seminorm gegen
¢’ konvergieren, und so dass eine Teilfolge der g;’s aulerhalb einer Nullmenge M punktweise
gegen €’ konvergiert. Wir konnen nun jetzt oben weiterfahren und erhalten, dass

(x) = f d(x)dr = f e(x) dx.
T U T U
Lemma [[2.§ denn e = e’ auflerhalb
der Nullmenge M U ®~1(N)

Wir miissen nun noch die “Riickrichtung” von Beweis von Satz [11.1] zeigen. D.h. wir
miissen beweisen, dass wenn

R

e:U —
r = e(z)=f(P(x))-|det DP(x)|
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(I)—I(N) ist eine ¢ = (fo®)-|det DO
Nullmenge
Nullmenge N

V

U | frx — fil
auf V'\ N gilt f = klim I
—00

ABBILDUNG 43. Skizze zum Beweis von Satz [11.1]

Lebesgue-integrierbar ist, dann ist auch die urspriingliche Funktion f: V' — R Lebesgue-
integrierbar. Dies folgt jedoch aus dem ersten Teil des Beweises angewandt auf die C'-
invertierbare Funktion ¥ := ®~!': V — U und die Funktion e. Denn in diesem Fall ist

(eoW):-|det DU| = (fo®oW).|det DPo V|- |det D¥| = f.
T T

Definition von g denn (D®) o ¥ = (D¥)" L und o ¥~ =id O

12.6. Beispiel fiir die allgemeine Transformationsformel: der Satz von Gauss.
Wir konnen jetzt zum Abschlu folgenden Satz von Gauss beweisen:

Satz 12.13. Es ist

76*x2 dv = /7.

Der Satz ist verbliiffend, nachdem man keine explizite Stammfunktion von e~ angeben

kann (weder Substitution noch partielle Integration fithren zum Erfolg), insbesondere kann
man daher das uneigentliche Integral nicht ‘einfach per Hand’ bestimmen. Es ist zudem
auch iiberraschend, dass das Ergebnis die Kreiszahl 7 enthélt.

Mithilfe von Substitution kann man nun auch leicht zeigen, dass fiir alle € R und alle
o > 0 die Gleichheit

o0 )2

_(z—n
f L o~ dr = 1

ovV22w
—o

gilt. Dieses Integral spielt eine wichtige Rolle in der Statistik.

BEwEIS. Mithilfe des Majoranten-Kriteriums fiir uneigentliche Riemann-Integrale (sie-
he Satz 15.9 in Analysis I) kann man leicht zeigen, dass das uneigentliche Riemann-Integral

o0

2
femdx
— 00
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e—p)?
f L e %2 dor=1
oV 2m
—0o0

ABBILDUNG 44.

konvergiert. Wir setzen also

oo
2 2
f eV dy = fe_” dx.
—00 R
Satz 0.7

Dann gilt
szc-fe_dey :fe_y2-C'dy
R R

:f e‘y2-fe_x2 dz dy
R R

—_——

=C
f fe_IQ eV dr dy = ffe_(’”Qerz) dz dy
R R R R

— f ((r cos p)2+(rsin ¢)2 T’d?"ng
4 [0.27)x[0,00)
Satz iiber die Polarkoordinaten

O%?

76 r rdrde
0

da e~¥" Konstante beziiglich x
= f @*+v%) da dy
TR
Satz von Fubini, bzw. Lemma [10.5| von Tonelli
2
f e " rdrdp
[0,27] [0,00)

T

Satz von Fubini, bzw. Lemma von Tonelli

= 27rfe_’"2rdr
1 0

Integrand ist konstant in ¢

/I\
Satz [9.4] und Satz [0.7

= 27r'f—%e_r2(—2r) dr
0

265
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—0o0

_ 1 . 1
—27T-f—26“du _277.[ :
T 0

Substitution u = —r?2

Durch Wurzelziehen erhalten wir also, dass C' = /7.
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