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Bearbeiten Sie folgende Aufgaben selbständig und werfen Sie das bearbeit-
ete Übungsblatt bis spätestens Freitag den 24.4. um 10.30 Uhr in die dafür
vorgesehenen Briefkästen ein.

Aufgabe 1. Für einen normierten Vektorraum (V, ‖ − ‖) bezeichnen wir

{v ∈ V | ‖v‖ ≤ 1}
als die Normkugel von ‖ − ‖.

(a) Wir betrachten R2 mit folgenden Normen:

‖(v1, v2)‖eukl :=
√

v21 + v22
‖(v1, v2)‖manh := |v1|+ |v2|
‖(v1, v2)‖max := max{|v1|, |v2|}.

Fertigen Sie in allen drei Fällen eine sorgfältige Skizze der Normkugel
an.

Eine Teilmenge K von einem Vektorraum V heißt konvex, wenn für alle
x, y ∈ K und alle t ∈ [0, 1] gilt: tx + (1− t)y ∈ K.

(b) Es sei (V, ‖ − ‖) ein beliebiger normierter Vektorraum. Zeigen Sie,
dass die Normkugel konvex ist.

(c) Gibt es zu jeder konvexen Teilmenge K von V eine Norm ‖ − ‖, so
dass K die Normkugel von ‖ − ‖ ist? Begründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 2.

(a) Es sei V der Vektorraum aller Funktionen R→ R. Zeigen Sie, dass
die Funktionen f(t) = sin(t), g(t) = 1 + t2 und h(t) = 2 − t linear
unabhängig in V sind.

(b) Es sei X ein metrischer Raum, (xk)k∈N eine Folge von Punkten aus
X und es sei x ∈ X. Zeigen Sie, dass

lim
k→∞

xk = x ⇐⇒ ∀
Umgebungen

U vonx

∃
K∈N

∀
k≥K

xk ∈ U.
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Aufgabe 3.

(a) Zeigen Sie, dass für x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn und jedes i ∈ {1, . . . , n}
gilt

|xi| ≤ ‖x‖max ≤ ‖x‖eukl ≤
√
n‖x‖max.

(b) Zeigen Sie, dass für alle x ∈ Rn und ε > 0 gilt, dass

Beukl
1√
n
ε
(x) ⊂ Bmax

1√
n
ε
(x) ⊂ Beukl

ε (x).

Aufgabe 4.

(a) Ist die Menge
{0} ∪ { 1

n
|n ∈ N}

eine abgeschlossene Teilmenge von R? Begründen Sie Ihre Antwort.
(b) Ist Q ⊂ R abgeschlossen? Begründen Sie Ihre Antwort.
(c) Es sei (X, d) ein metrischer Raum und x ∈ X. Zeigen Sie, dass
{x} ⊂ X abgeschlossen ist.


