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12. UBUNGSBLATT
Stefan Friedl und Raphael Zentner
Bearbeiten Sie folgende Aufgaben selbstéindig und werfen Sie das bearbei-
tete Ubungsblatt bis spéitestens Freitag den 10.7. um 10.15 Uhr in die dafiir

vorgesehenen Briefkiisten ein. Dies ist das letzte Ubungsblatt, welches kor-
rigiert wird.

Aufgabe 1.
(a) Zeigen Sie, nur mit Hilfe der Definitionen, dass die Funktion
RxR — R
(ty) = 2y

nicht Lipschitz-stetig beziiglich der Variablen y ist.
(b) Es seien a < b zwei reelle Zahlen. Wir betrachten

A:={p e C(la,b],R") | [l]] <1}.
Geben Sie ein Beispiel fiir eine Kontraktion
T: A— C([a,b],R"),

welche keinen Fixpunkt besitzt.
Hinweis: Die Aufgabe ist einfacher als sie wirkt.

Aufgabe 2.
(a) Finden Sie die Losung der Differentialgleichung
, 1
Yy = Eya

welche die Anfangsbedingung ¢(1) = 3 erfiillt.
(b) Finden Sie die Losung der Differentialgleichung

1
y/ = Ey + t2 Sin(t2),

welche die Anfangsbedingung ¢(1) = 4 erfiillt.
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Aufgabe 3.

(a)

Wir betrachten die Differentialgleichung
(1—t3y —ty+1=0mit t € (—1,1).

Bestimmen Sie fiir jedes s € (—1,1) und a € R die Losung ¢ der
Differentialgleichung, welche die Anfangsbedingung ¢(s) = a erfiillt.
Die Losungsfunktion muss explizit angegeben werden, d.h. alle Inte-
grale miissen bestimmt werden.

Wir betrachten die Differentialgleichung

v —ky +9y =0.
Finden Sie fiir £ = 6,0, —6 jeweils eine Losung ¢, welche die An-
fangsbedingung ¢ (0) = 2 erfiillt.
Hinweis: Wir haben in der Vorlesung noch keine Losungsmethoden
behandelt, aber sie konnen diese Aufgabe durch geschicktes ‘spielen’

mit der Exponentialfunktion und den trigonometrischen Funktionen
16sen.

Aufgabe 4. Es sei X ein metrischer Raum. Zwei Teilmengen U und V
heiflen disjunkt, wenn U NV = (). Ein metrischer Raum X heifit zusam-
menhdngend, wenn folgende Aussage gilt: wenn immer X = U UV die Ver-
einigung von zwei disjunkten offenen Mengen U und V ist, dann ist entweder
U=Xoder V =2X.

(1)
(2)

Zeigen Sie, dass der metrische Raum X = [0,1] U [2, 3] mit der tibli-
chen Metrik d(z,y) = |x — y| nicht zusammenhéngend ist.

Zeigen Sie, dass R zusammenhéingend ist.

Hinweis: Nehmen Sie an, dass U # (), d.h. Sie nehmen an, es gibt ein
b € U. Sie miissen zeigen, dass U = R. Der Beweis hat eine gewisse
Ahnlichkeit zum Beweis von Lemma 13.6.



