5 Struktur und Thermodynamik dichter Systeme I

5.1 Konfigurationsintegral und Paarverteilungsfunktion

Wenn die mikroskopische Phasenfunktionen A(7") nur von den Koordinaten abhiingen, kann man
zum Konfigurationsmittel iibergehen:

< A>= /A(FN)pN(FN)dFN (1)

Hierbei ist die Wahrscheinlichkeitsdichte im Konfigurationsraum

() = exp[_fg(ij(FN)] @)

Das Konfigurationsintegral ist

Qn = [ expl=3Un (P 3)

In den meisten Féllen wird man nicht iiber die benotigte Information zur Berechnung der
Ensemble- Mittelwerte verfiigen. Die Phasenfunktionen sind haufig nur als Funktionen weniger
Ortskoordinaten bekannt, z.B. als Funktionen von 1,2 oder 3 Ortsvektoren. Informationen iiber
die Wechselwirkungsenergien in einem N-Teilchen-System liegen meist in Form der Kenntnis
von Zweier-Wechselwirkungen zwischen den Partikeln vor, iiber Dreier- und hoéhere Wechsel-
wirkungen ist meist wenig bekannt. In diesen Féllen ist eine weitere Reduzierung der Beschrei-
bung von Ensemble-Mittelwerten durch die Einfithrung der molekularen Verteilungsfunktio-
nen ( hier im Orts- oder Konfigurationsraum) moglich. Wir gewinnen die 2,3 usw.-Teilchen-
Verteilungsfunktionen durch eine spezielle Wahl der Phasenfunktionen im Ortsraum A(77, ..., 7y).

Sei

A(7y, 7, 7,7 = VES(FL — 7)o (7 — ) (4)

d(7) ist wieder die dreidimensionale Dirac’sche Delta- Funktion A ist eine mikroskopische
Zahlfunktion. Sie beschreibt das gleichzeitige Verweilen des Teilchens 1 bei 7" und des Teilchens
2bei 7. V2 ist ein Normierungsfaktor. Bildet man das Ensemble-Mittel iiber die spezielle Phasen-
funktion A, so erhélt man die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, gleichzeitig im System ein Teilchen

bei 7 und ein zweites bei 7" anzutreffen. Die Ausfithrung der Rechnung gibt die Zwei- Teilchen-

Verteilungsfunktion go(7,7") oder auch g(7",7"):

@7 7)) = g(7, ") = VE< 57 — 7)o — ) >=

1
V5 [ expl-BUN(F, 7", T, .. T, . di (5)
Ganz analog definiert man die hoheren molekularen Verteilungsfunktionen im Ortsraum. So ist

gs(#, 77" = VB < §(% — )5y — )3 (7 — ) >=

1
vi”a /exp(—ﬁUN(F', PR R )R, . diy (6)

usw. Alle diese Funktionen sind auf 1 normiert fiir den Fall fehlender Wechselwirkungen zwis-
chen den Teilchen. Fiir homogene Systeme hingt g, nur vom Differenzvektor 7= i — i ab. Fiir



sphérisch-symmetrische Wechselwirkungen z.B. vom Hart- Kugel- ,Lennard-Jones- oder Coulomb-
Typ reduziert sich das weiter auf eine nur vom Betrag des Abstandsvektors r abhédngige Funktion,
die Radialverteilungsfunktion g(r). Sie gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, im vorgegebenen Sys-
tem im Abstand r von einem beliebig herausgegriffenen Teilchen ein weiteres Teilchen zu finden.
Wenn man in einer kristallinen Anordnung von Teilchen, z.B. in einem kubisch-flichenzentrierten
Gitter, ein beliebiges Teilchen herausgreift und die mittlere Zahl der Nachbarn N (r;) in nacheinan-
der gezogenen Kugelschalen vom Radius r; bestimmt, erhélt man eine Stufenfunktion

N(ri+ Ar) = N(r;) + AN(r;) ; AN(r;) =12,6,24, ... (7)

i

Abb. 5.1 Bestimmung der Koordinationszahl N(r) in einem idealen Kristall.
Macht man das gleiche in einem idealen Gas, erhélt man N(r) als kubische Funktion von r:

Nr) = 4700 ®)

mit der konstanten Teilchenzahldichte p =
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Abb. 5.2 Mittlere Koordinationszahl N(r) in einem idealen Kristall und in einem idealen Gas.
Die Koordinationszahl N(r) wird durch eine lokale Dichtefunktion p(r) bestimmt

Nr) = ar [ o)’ ©)

Die lokale Dichtefunktion p(r) setzt sich aus der (iiber makroskopische Bereiche konstanten)
Teilchenzahldichte p = N/V und der Radialverteilungsfunktion ¢(r) zusammen, die die Anderun-
gen im mikroskopischen Bereich beschreibt:



p(r) = pg(r) (10)
und die Anderung von N(r) ist:

dN(r) = pg(r)dV (r). (11)

Die radiale Verteilungsfunktion g(r) zu N(r) erhiilt man durch Differenzieren

N(r+Ar) — N(r)

g(r) = Algilo dmpr2Ar (12)
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Abb. 5.3 Zur Ermittlung der radialen Verteilungsfunktion g(r).

Die Haupteigenschaften von g(r) sind:

e g(r) =1 fiir grole Absténde.

e g(r) = 0 fiir kleine Absténde.

e g(r) =1 fiir ideale Gase.

e g(r) =exp(—=U(r)/kgT) fiir sehr verdiinnte Gase.

e g(r) =exp(—=W(r)/kgT) im allgemeinen Fall. W (r) ist die effektive Wechselwirkungsenergie

zwischen zwei Molekiilen in der Fliissigkeit - das Potential der mittleren Kraft.

5.2 BBGKY - Hierarchie

Wie ist die Struktur der Radialverteilungsfunktion beschaffen? Eine Aussage dazu, die auf die
angegebene Form g¢(r) = exp(—=W(r)/kgT) fiihrt, liefert die folgende Uberlegung. Wir dif-
ferenzieren die Zweiteilchen-Verteilungsfunktion nach dem Ortsvektor r; und gewinnen so einen
Zusammenhang mit der Dreiteilchen-Verteilungsfunktion -die zweite Gleichung der berithmten
Bogoljubov-Born-Green-Kirkwood- Yvon- (BBGKY)-Hierarchie.Dazu geht man von der Defini-
tionsgleichung fiir go aus

Viga2(71,72) = exp(—BUN)(V1Un) drs, ..., di'n (13)

kBTQ

( Vikennzeichnet die Gradientenbildung nach 1: 518i + ... ) Wir wollen im folgenden
X1

annehmen, dal die Wechselwirkungsenergie Uy durch eine Summe von Paarwechselwirkungen
approximiert werden kann. Die folgenden Ableitungen liefen sich auch im allgemeineren Fall
durchfiihren. Sie werden aber sehr viel komplexer. Zudem sind wegen der mangelhaften Kenntnis



von Dreierwechselwirkungen fiir sehr viele reale Systeme statistisch- mechanische Untersuchungen
auf das nun folgende Approximationsniveau beschrénkt. Also sei

Il
N —
-
M=
-

(7, 7) =Y U(i,5) ; i#J (14)

i=1j=1 i<j

Un (T, T, . ..

mit U(i, 7) als potentieller Energie der Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen. Dann wird

Jj=3

ViUy :le(1,2)+V1 (i U(l,j)) (15)

Fiihrt man die Ableitung aus, hat man zu beachten, dafl die unter der Summe stehenden
Koordinaten 3 bis N Integrationsvariablen darstellen, wir also N — 2 gleiche Terme erhalten,
welche unter Beriicksichtigung der Definition von g3 in folgender Form formuliert werden kénnen:

Viga(1.2) = HVU(L2)gs(1,2) - 57 [(L23VUM3AE)  (6)

d(3) steht abkiirzend fiir d7y . Nach Division durch g, und Ubergang zum thermodynamischen

Limes N — oo, V — oo, v p kann man die obige Gleichung als Kraftbilanz formulieren:

93(1, 2, 3)
—d(3 17
Die Durchschnittskraft —V;W(1,2) von 2 auf 1 ist gleich der direkten Kraft —V,U(1,2) von

2 auf 1 plus der gewichteten, die Lage von 2 beriicksichtigenden und integrierten mittleren Kraft
von allen anderen Teilchen (3) auf 1.

CVAW(1,2) = —V,U(1,2) + p/[—VlU(l,?))]

W(1,2) = —kgT In[gs(1,2)] (18)

ist das Potential der Durchschnittskraft von 2 auf 1, Fiir geringe Dichte p folgt das
Niedrigdichte- Limit der Radialverteilungsfunktion in Form eines Boltzmann- Faktors mit dem
direkten Potential U(1,2):

lim g2(1,2)) = exp[~GU(1,2) (19)

Fiir Lennard - Jones - Wechselwirkungsenergien, gegeben durch

U (r) R 12 R\ S
—4p* (=) — (= P
kgT ( r ) ( r ) (20
und dargestellt in Abb. 5.4
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Abb. 5.4 Lennard - Jones - Wechselwirkungsenergien und - Kriéfte

folgt z.B. fiir g(r) fiir niedrige und fiir hohe Dichten eine Form der radialen Verteilungsfunktion
wie in der Abbildung 5.5 dargestellt:
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Abb. 5.5 Radialverteilungsfunktionen eines Lennard - Jones - Systems fiir niedrige Dichten
( p* = (NR3)/V = 0.001, gestrichelte Kurve ) und fiir hohe Dichten p* = (NR3)/V = 0.8,
ausgezogene Kurve).

Die ausgezogene Kurve gilt im sehr dichten (fliissigen) Bereich . In beiden Fillen ist der re-
duzierte Wechselwirkungsparameter B* = ¢/kgT = 0.5.

5.3 Experimentelle Bestimmung von ¢(r) - statischer Strukturfaktor

Die Verteilungsfunktionen machen Aussagen iiber Ortskorrelationen im r-Raum und damit iiber
Gestalt und Nahordnung der Molekiile in dichten fluiden Systemen. Sie sind nicht direkt beobacht-
bare Groflen. Thre Fourier- Transformierten dagegen hédngen unmittelbar mit der relativen Streuin-
tensitdt zusammen, die in einem elastischen Streuexperiment am interessierenden molekularen



System mit x -, e -, oder n - Strahlen gemessen wird. Sie bestimmen den statischen Strukturfaktor
dieses Systems, wie wir nun zeigen.

Wir betrachten dazu die Streugeometrie an einem beliebig herausgegriffenen Teilchen (Atom)
beim Ortsvektor 77 des Systems mit gegebenem N, V, T Eine einfallende ebene Welle der Intensitét

Iy = P}, (21)
mit dem Wellenvektor 150 und der Amplitude

(I)O = ap eXp(iEO x 7?1) (22)

wird in eine Kugelwelle mit richtungsabhéngiger Amplitude

3,(6) = a<0>w (23)

gestreut. Wegen der Bedingung elastischer Streuung sind die die Betrdge der Wellenvektoren
von ein und ausfallender Welle gleich:

- - 2m
k1| = k1 = [ko| :lﬁ:T (24)

(X ist die Wellenléinge der einfallenden Strahlung, 6 der Streuwinkel.)

Abb. 5.6 Elastische Streuung an einem Streuzentrum

Die Grofle a(6) ist von der Polarisationsrichtung des einfallenden Strahls abhéngig. Wir betra-
chten nun ein zweites Streuzentrum bei 77:

Abb. 5.7 Zur Wechselwirkung zwischen Streuzentren



Bei Streuung in den gleichen Winkel besteht eine Phasendifferenz der von beiden Streuzentren
ausgehenden Kugelwellen. Sie ist darstellbar durch die beiden Differenzvektoren

Ty =717 (25)
k=ko— ky (26)

.0 dr . 0
k =2k 5111(5) = 5111(5) (27)

Die Streuamplitude fiir das Atom j bei 7 ist also

D, (k) = & (k) exp[—ik * (71 — 7)) (28)

®,(k), der Atomformfaktor oder die Streuamplitude eines einzelnen isolierten Teilchens (Atoms,
Molekiils), kann durch Experimente an verdiinnten Systemen oder durch theoretische Berech-
nungen ermittelt werden und wird im weiteren als bekannt angesehen. Fiir N identische Atome
ohne Korrelation untereinander ist die Bedingung unabhéngiger Streuung erfiillt und es gilt fiir
die Gesamtintensitit, die in eine bestimmte, durch den Wellenvektor k charakterisierte Richtung
gestreut wird

I(k) = Z ©; (k) @5 (k) = Z |@;(k)[* = N|@1 (k)] = Lo(k) (29)

Wegen der Wechselwirkung der Teilchen gibt es jedoch Ortskorrelationen im System. Im ein-
fachsten Fall fiihrt die Ausdehnung starrer Kugeln zu einer Anordnung, die nicht jeden Punkt in der
Nachbarschaft eines beliebig herausgegriffenen Molekiils als gleich wahrscheinlich fiir das Auffind-
en des Zentrums eines Nachbarmolekiils erscheinen 148t. Deshalb bestimmt im allgemeinen Fall
die Interferenz der Streuamplituden die Streuintensitit, und man hat die Amplituden zu addieren
und dann das Quadrat zu bilden. Die Phasenfaktoren, die in diesem Falle zu beriicksichtigen sind,
sind jedoch mikroskopische Ortsfunktionen. Makroskopisch werden nur ihre Mittelwerte gemessen.
Deshalb muf} auch eine Ensemblemittelung iiber die erhaltenen Ausdriicke durchgefiihrt werden.
Das fiithrt auf

I(k) =< I;‘Pj(k)l2 >=<[®1(F) Zlexp[—ilg* (7 = )] >= (30)
|1 (K)|* < ;;exp[—ﬂ;* (7 —75)] > (31)

Der erste Term dieser Beziehung kann durch die Intensitéit Iy ausgedriickt werden. Im zweit-
en Term, der die Ensemblemittelung enthélt, kann mit Hilfe der Dirac’schen Deltafunktion eine
Umformung vorgenommen werden. Wegen

[ 1@)ste — a')dz = f(x) (32)
hat man
S =< lz:z:lexp[—ilg * (1] — 75)] >= (33)



/ / expl—ik « (F — )] < S°S°6(F — 737 — ) > dif di” (34)

=1 j=1

Die Doppelsumme kann zerlegt werden in N Terme mit [ = j und in die N(N — 1) Terme, in
denen [ # j ist. Das fithrt auf

S:—/V<5(77'—Fj)>df'+ (35)

[ [ explifix (7 = )] < (Z Z) S(F = 7)5(7" — ) > di'di” (36)
J#l

Mit der Definition der Ein- und Zweiteilchenverteilungsfunktion im Ortsraum fiihrt das auf

5= [ityar + M2 [ feplibn (= ol #aar(37)

Damit hat man fiir die Intensitédt der Streustrahlung in einem homogenen Medium mit Korre-
lationen 77 — 7" =71

1) = (F)(1 + = [ explif » Pga(F)ir (33)

Man kann jetzt zum thermodynamischen Limes iibergehen und die unphysikalische Deltafunk-
tion vom Resultat der Rechnung abziehen, die durch die Beriicksichtigung des Grenzwertes der
Verteilungsfunktion go(7) = 1 fiir 7 — oo entstehen wiirde. In diesem Falle hitte man

L,(k) = To(k)[1 + po(k)(2m)°] (39)
mit
L o
) = Gy / exp(ik * F)dF (40)

Der § - Term entspricht der Vorwértsstreuung. Er gibt nur fiir £ = 0 einen Beitrag. Man zieht
ihn ab und definiert

i) = I(F) = To(R)po () (2m)* = B(B)[L+ p [ expik7)(0o(7) — 1)a] (41)

Damit ist die relative Streuintensitit, der sogenannte statische Strukturfaktor S(k), mit der
Fourier-Transformierten der totalen Korrelationsfunktion h(r) = g(r) — 1 verkniipft. Fiir einfache
Systeme mit sphérisch symmetrischen Wechselwirkungen hat man

S(k) = ;0(("2) — 1+ ph(k) (42)
Dabei ist
h(k) = / exp(ik * P)h(r)dF = 4% OOO sin(kr)rh(r)dr (43)

Charakteristische Formen des statischen Strukturfaktors fiir Systeme von harten Kugeln
(Durchmesser R ) verschiedener Dichte zeigt die folgende Abbildung;:
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Abb. 5.8 Statischer Strukturfaktor S(k) fiir Systeme von harten Kugeln mit verschiedenem
Raumerfiillungsfaktor 0.1 < n = (7rNR?)/(6V) < 0.5 .

Diese Kurven sind mit Hilfe der Percus - Yevick - Integralgleichungsapproximation gewon-
nen worden, die einen relativ einfachen analytischen Ausdruck fir S(k) liefert. Trotzdem wird
der Verlauf der experimentellen Daten fiir eine Reihe von Systemen (Edelgase, fliissige Metalle
) qualitativ richtig wiedergegeben. Strukturelle Ordnung wird in dichten fluiden Systemen im
wesentlichen durch die Raumerfiillung der Teilchen bestimmt, d.h. durch die repulsiven Anteile in
den zwischenmolekularen Wechselwirkungen. Diese werden fiir einfache Fluide in erster Naherung
durch Hartkugel - Modelle richtig wiedergegeben.
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