Diffraction at a slit




Diffraction at a rectangle




Diffraction pattern in Fraunhofer approximation

I Transmission function:
@ I aperture
tlr,y) = b .
; ' 0 outside aperture
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Mathematical task:

Intensitat -

Solve optical wave equation

As + k*s = 0

g — (e thT H‘.2 — k‘f - ,f'{ﬁ —+ ,l,f — ;sz2

Simpliest solution

General solution: S / / Glkz, ky) _”k-’“"ﬂ’i"nyr“”dk dk,

fey=—00 kp=—o0

At the location of the screen the field distibution is given by the incident
light. (Boundary condition)
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Diffraction at circular pinhole
with different diameter




Struktur bestimmt Beugungsmuster
Sie sind wechselseitige Fouriertransformierte
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Example: Diffraction at rectangular aperture:

Transmission function:

1 fuer |z| <z/2 und |y| < yo/2

tz,y) = (0 fuer alle anderen Werte
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Fouriertransformation of transmission
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More complex pattern
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Struktur bestimmt Beugungsmuster
Sie sind wechselseitige Fouriertransformierte
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Treatment can often simplified:

A Convolution: Transmission function can
be represented as convolution of two
simple functions

A Fourier transform of a convolution is
the product of the indvidual Fourier
transforms

A Factorization of the diffraction pattern



Convolution

A convolution is an integral that expresses the amount of overlap of
one function as it is shifted over another function
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Transmission function of periodic structure (grating)
can be described by two functions:

Aransmission function of slit
ANhere are the slits (Delta function)

/f 5(z — a)dz = f(a)
E\f xg] = F|f] * Flg]

Fouriertransform of convolution is product of
iIndividual Fouriertransforms



Wiederholung: Faltung

Definition

+00
f(2) @ h(z)] = ] F(0) * h(z — a)da = g(z)

Spalt mit dreiecksformiger tp(x) =< xo — |x| fuer |x| < ¢

Beispiel 0 fuer —xz <z
Transmissionsfunktion { 0 fuer x > xg

h(x) h(x)

_|_
i—i Die Dreiecksfunktion ist darstellbar als Faltung

= der Rechtecksfunktion mit sich selbst.

g(x)



Satz aus der Mathematik
Die Fouriertransformierte eines Faltungsproduktes ist gleich dem Produkt
der Fouriertransformierten beider Funktionen.

F(tp) = F(tr) * F(tr)
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FT der Gauf3funktion ergibt wieder die Gaul3funktion.



Grundidee:

Stelle komplexe Transmissionsfunktion als Faltungsprodukt dar.
Objekt sei periodisch angeordnet

Funktion, welche den einzelnen Funktion, welche die raumliche
Spalt beschreibt Anordnung der Spalte beschreibt

f(x) Faltung s(x)
t(x) = flr) @ s(x)

Transmissionsfunktion bestimmt Beugungsmuster
Beide sind wechselseitige Fouriertransformierte



Beugungsbild komplexer, zusammengesetzter Objekte

Beugungsbild = Fouriertransformierte der Transmissionsfunktion
T(k,)=FT t(x) wmit tx)=f(z)®s)

Fouriertransformierte des Faltungsprodukt ist das Produkt
der einzelnen Fouriertransformierten.

T'(k,)=FI f(x)-FT s(x)
T(ky) = F(ky) - S(ks)

Separation in Formfaktor und Strukturfaktor

I o |T(k)|? = |F[ka)|” % |S(ks)]?



Beispiel: Doppelspalt:

T@) = fa) + 1o

Form des
Einzelspaltes

T(k.)=FT f(x)-FT [o(x+ i) +6(x — f)]

Formfaktor

dg

S(k;f_‘) = €(+ik:13 0

T+ g) + 0(x — g)]

wo sind die Spalte
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Beugung am Doppelspalt:
Produkt aus Formfaktor F und Strukturfaktor S

A Fk,)S,(k,)
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Wie verandert sich das Beugungsbild,
wenn der Spaltabstand vergrof3ert wird,
die Eigenschaften der Spalte aber nicht verandert werden?

= Strukturfaktor verandert sich

| !
S(ky) = 2cos( :E k)

Maxima und Minima nehmen zu,
da sich die Periode des Cosinus verandert.



Verandern des Abstandes der beiden Spalte

Die Einhlllende (Intensitatsverteilung des Einzelspalts) andert sich
nicht, wahrend die Zahl der 'Gittermaxima' zunimmt.
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Beugung am Doppelspalt
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Diagram of Young’s double-slit light interference experiment (fig. a). Each of the slits F . and F,
produces a diffraction pattern on the screen &. The corresponding intensities are 7,(x) and I,(x)
(solid lines in figure b). When the two slits F, and F, are open simultaneously, the intensity /(x)
observed on the screen is not the sum 7, (x) + I,(x) (dashed lines in figures b and c), but shows oscil-
lations due to the interference between the electric fields radiated by F, and F, (solid line in figure c).




Doppelspaltversuch mit sehr
schwacher Lichtquelle

Bilder addiert Momentaufnahme



Beugung am Mehrfachfachspalt (Gitter)
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Produkt des Quadrates von
Formfaktor F und Strukturfaktor
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Gitter: Erhohung der Zahl der Spalte

Intensitatsverteilung fur rotes sowie blaues Licht
far N=2 bis N=30000 als Funktion des Winkels.

Intensitat wurde mit 1/N2 skaliert, sie wachst also enorm.

T(e)/(N=N)
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Strukturfunktion des idealen Gitters
Ist der Dirac Kamm = reziproke Gitter

rect (x/D)
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Abb.2.22. Darstellung der Strukturfunktion eines Gitters mit endlich vielen

Spalten als Produkt eines Dirac-Kamms und einer Rechteckfunktion rect(z/D)
mit D = (2N + 1)d



Beugung in diskrete Richtungenen
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Abb. 2.21. Impulsaustausch ei-
ner ebenen Welle mit einem Git-
ter mit unendlich vielen Spalten
(»Gitterstrichen“)



Ubertragung der Konzepte auf Kristalle

Optik: Rontgen -- Elektronendichteverteilung
periodische Transmissionsfunktion Neutronen -- Streuung an Kernen
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Laue Aufnahme Rontgen



Struktur 8 Beugungsmuster
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