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1 Einleitung

In der Mathematik sucht man oft Invarianten, mit denen man die betrachteten Objekte
charakterisieren oder klassifizieren kann. Haufig werden solche Invarianten durch Kohomo-
logiegruppen gewonnen.

Am é&ltesten ist diese Vorgehensweise in der Topologie, wo man zum Beispiel die singuliren
Kohomologiegruppen H*(X,Q) eines topologischen Raums X betrachtet, die durch expli-
zite ‘Zykel’ und ‘Rénder’ definiert werden. Sie geniigen zum Beispiel, um das sogenannte
Geschlecht g einer (kompakten) Riemannschen Flache X zu charakterisieren: Sieht X topo-
logisch wie eine Kugel mit g Henkeln aus:

g:]_ =z

so ist dimg H'(X, Q) = 2g. Diese Kohomologiegruppen kann man auch als Garbenkohomo-
logie (der konstanten Garbe) beschreiben.

Riemannsche Fliachen konnen auch als komplexe algebraische Kurven aufgefasst werden, also
als algebraische Kurven iiber dem Kérper C der komplexen Zahlen. Fiir beliebige algebraische
Varietdten X iiber einem beliebigen Korper k (oder beliebige Schemata) kann man ebenfalls
eine Garbenkohomologie betrachten, beziiglich der Zariski-Topologie, und diese ist niitzlich
fiir kohédrente Garben, zum Beispiel bei der Grothendieck-Serre-Dualitdt und dem Satz von
Riemann-Roch.

Die Zariski-Kohomologie einer algebraischen Varietdt X iiber C liefert aber nicht die sin-
guldre Kohomologie des topologischen Raums X (C); dies liegt daran, dass die letztere Topo-
logie viel feiner als die Zariski-Topologie ist. Weiter mochte man auch eine analoge Topologie
fiir Varietéten iiber beliebigen Kérpern £ haben. Fiir Korper positiver Charakteristik zeigte
Serre aber, dass es keine Kohomologietheorie H*(—, Q) gibt, so dass H'(X, Q) die Dimension
2g fiir eine glatte projektive Kurve von Geschlecht g hat. Eine solche Theorie war aber von
Weil gefordert worden, um die Weil-Vermutungen fiir Varietdten iiber endlichen Kérpern zu
zeigen, mittels einer Fixpunktformel wie man sie aus der Topologie kennt.

Die Losung hierfiir fand Grothendieck, indem er, zusammen mit M. Artin, die étale Kohomo-
logie entwickelte. Diese liefert fiir jedes ¢ # char(k) Kohomologiegruppen H'(X,Q,), die die
von Weil geforderten Eigenschaften besitzen, und mit denen Deligne dann auch schlieflich
die Weilvermutungen beweisen konnte.



2 Grothendieck-Topologien/Siten

Grothendiecks Ansatz fiir die étale Kohomologie (und seitdem fiir viele andere Theorien)
war, sich von topologischen Raumen zu losen. Er bemerkte, dass man nur den Begriff
‘Uberdeckungen’ mit gewissen Eigenschaften benétigt, um Garben und ihre Kohomologi-
en zu definieren, wobei man ‘offene Menge’ durch ‘Objekt in einer Kategorie’ ersetzt.

Definition 2.1 Sei X eine Kategorie und C eine weitere Kategorie. Eine Pragarbe auf X
mit Werten in C ist ein kontravarianter Funktor

P: X —=C.

Morphismen von Préagarben sind Morphismen von Funktoren.

(Wir ignorieren dabei —tatsdchlich nicht-triviale — mengentheoretische Probleme, indem wir
annehmen, dass die Kategorie X klein ist). Ist C die Kategorie Ab der abelschen Gruppen
(bzw. Rg der Ringe, bzw. ...), so spricht man von Pragarben von abelschen Gruppen [kurz:
abelsche Prigarben] (bzw. von Ringen, bzw. ...).

Beispiel 2.2 Sei X ein topologischer Raum. Diesem kann man die folgende Kategorie X
zuordnen:

Objekte sind die offenen Mengen U C X. Morphismen sind die Inklusionen V' C U. Dann
sieht man, dass eine Pragarbe auf X in Grothendiecks Sinn genau eine klassische Prigarbe
ist: Fiir jede Inklusion V' C U hat man wegen der kontravarianten Funktorialitdt einen Pfeil
P(U) — P(V), und die Funktoreneigenschaften liefern gerade die Priagarben-Eigenschaften
fiir diese ‘Restriktionen’ resy vy .

Definition 2.3 Sei X eine Kategorie.
(a): Eine Grothendieck-Topologie auf X’ besteht aus einer Menge 7~ von Familien (U; £
U)ier von Morphismen in X, genannt Uberdeckungen von 7, so dass gilt:

(T1) Ist (U; = U)jer in T und V' — U ein Morphismus in X, so existieren alle Faserprodukte
U; xg 'V, und (Uz xXyV — V)ie[ ist in 7.

(T2) Ist (U; = U)jerin T und (V;; — U;)jey, in T fiir alle i € I, so ist die durch Komposition
der Morphismen entstehende Familie

(Vij = Uiy

in 7.

(T3) Ist ¢ : U’ — U ein Isomorphismus, so ist (U’ 5 U) in 7.

(b) Ein Situs ist ein Paar § = (X,7) mit einer Kategorie X und einer Grothendieck-
Topologie T auf X. Man bezeichnet die unterliegende Kategorie X auch mit C'at(S) und die

Topologie auch mit Cov(S), also S = (Cat(S), Cov(S)). Manchmal wird auch (X, 7T) eine
Grothendieck-Topologie genannt.

Beispiel 2.4 Nimmt man im Beispiel 2.2 die iiblichen Uberdeckungen (U;);e; von offe-
nen Mengen U C X so bilden die zugehorigen Familien (U; < U);e; eine Grothendieck-
Topologie auf X. Beachte: Das Faserprodukt von offenen Mengen U C X,V C X ist der
Durchschnitt U N V.



Definition 2.5 Sei S = (X, T) ein Situs, und sei C eine Kategorie mit Produkten (also z.B.
die Kategorie der Mengen oder der abelschen Gruppen). Eine Priagarbe

F: X —=C

heiit Garbe (beziiglich 7°), wenn fiir jede Uberdeckung (U; — U);e; in T das Diagramm

FU) S TLFU) =TT P, xo Uj)

o2 1,

exakt ist, wobei rechts der Pfeil oy von den ersten Projektionen U; Xy U; — U; und der Pfeil
oy von den zweiten Projektionen U; Xy U; — U induziert wird (Dies bedeutet, dass o der
Differenzkern von oy und ay ist, sieche Alg. Geo. I, 1.A.18). Morphismen von Garben sind
Morphismen der unterliegenden Prégarben.

Bemerkung 2.6 Sei C die Kategorie der Mengen. Bezeichnen wir fiir s € F(U) die Kom-
ponente von a(s) in F'(U;) mit s|y, und fiir (s;) € [[F(U;) die Bilder von s; und s; in
F(U; xu Uj) mit si|u,xyu; bzw. sju,x,v; so erhalten ZWilr wortlich dieselben Bedingungen
wie bei iiblichen Garben auf topologischen Raumen, auler dass wir U; N U; durch U; Xy U;
ersetzen: Die Bedingungen sind:

(i) Sind s,t € F(U) und ist s|y, = t|y, fir alle ¢, so ist s = t.

(i) Ist (s:)ier € [ F(U;) mit s;

UixuU; = Sjluixpu; fiir alle i, 5 € I, so gibt es ein s € F(U)

K3
mit s|y, = s; fiir alle ¢ € 1.

Definition 2.7 (a) Ein Morphismus f : (X', 7’) — (X,7) von Siten ist ein kovarianter
Funktor f: X — X’ (!), welcher die folgenden Eigenschaften hat:

(S1) Tst (U; 25 U) in T, so ist (fO(U;) "% f0(U)) in T,
(S2) Ist (U; — U) in T und V' — U ein Morphismus in 7, so der kanonische Morphismus

FOU xp V) = fOUU;) X oy FOV)

ein Isomorphismus fiir alle 7.

Beispiel 2.8 Ist f : X’ — X eine stetige Abbildung von topologischen Raumen, so erhalten
wir einen Morphismus f : S(X') — S(X) der zugehdrigen Siten (Beispiel 2.4) durch

fflo X =5 X
U — f4U).



3 Konstruktionen fiir Pragarben und Garben

Fiir eine Kategorie X’ sei Pr(X) die Kategorie der abelschen Pragarben auf X.

Definition 3.1 (Push-forward) Sei f : (X’,T") — (X, T) ein Morphismus von Siten und sei
P’ : X' — Ab eine abelsche Prigarbe. Dann ist das direkte Bild/Push-forward fpP’ von P’
definiert als die Priagarbe

P =P x i B,

Explizit ist also (fpP')(U) = P'(f°(U)) fiir U in X und fp(p) = P'(f°(p)) : P'(f°(Us)) —
P'(f°(Uh)) fiir ¢ : Uy — Uy in X). Fiir einen Morphismus v : P{ — Pj von abelschen
Pragarben auf X erhélt man einen Morphismus

wie folgt: Fiir U in X definiere
(fro)o = (fpP)U) — (fpP3)(U)

oy POW)) = B(f(U))

Man sieht leicht, dass dies einen Morphismus von Priagarben (3.1.1) gibt und dass man so
einen Funktor
fp: Pr(X') — Pr(X)
P fPP/
Vo= fpY

erhalt.

Proposition 3.2 Der Funktor
fp: Pr(X') — Pr(X)

besitzt ein Linksadjungiertes
P Pr(X) — Pr(X').

Fiir Priagarben P € Pr(X) und P’ € Pr(X’) gilt also
(3.2.1) Hom (fF'P, Py = Homy(P, fpP'),
funktoriell in P und P’. Fiir eine Prigarbe P auf X heit f” P das Urbild/Pull-back von P.

Beweis von 3.2: Fiir U’ in X’ betrachte die folgende Kategorie I;;: Objekte sind Paare
(U,), wobei U ein Objekt in X und

VU = fU)



ein Morphismus in X’ ist. Ein Morphismus (Uy, Y1) — (Us, 12) ist ein Morphismus ¢ : U; —
U in X, fiir den das Diagramm

(3.2.2) fo(Uh)

w/’

fO(Us)
kommutativ ist. Dann haben wir einen Funktor

P: I — Ab

(Up) = P(U)
¢ — P(p)

(wobei I} die zu Iy duale Kategorie bezeichnet) und definieren

(3.2.3) (fFP)U') = lim  P(U)

(U)el;

als den induktiven Limes (Die Idee ist, dass (f7P)(U’) der induktive Limes aller Schnitt-
mengen P(U) ist, fiir die “U’ in fY(U) enthalten ist”, siche unten, Beispiel 3.4).

Ist ¢’ : U' — V' ein Morphismus in &’ so erhalten wir einen Funktor
Ly — Iy,

indem wir einem Objekt (V. V' — f(V)) in Iy das Objekt (V, U’ L f(V)) zuordnen,
und einem Morphismus ¢ : V; — V5 denselben Morphismus.

Dies liefert einen Morphismus

(F7P)(V') = lip P(U) — lim P(U) = (f"P)(U")..

1o o
Hierdurch wird f*P zu einem kontravarianten Funktor
PP X" — Ab,
also zu einer abelschen Pragarbe auf X”.
Wir zeigen nun die Adjunktion. Sei P’ eine abelsche Prégarbe auf X’ und

(3.2.4) v: ffP— P

ein Morphismus von abelschen Priagarben. Fiir jedes U in X hat man dann den Homomor-
phismus

(3.2.5) vpw)  (FPP)(f(U)) = P'(f(U)) = (fpP)(U).



Weiter ist das Paar (U, idso)) ein Objekt von Ijo«), und wir erhalten den kanonischen
Homomorphismus

(3.2.6) PU) = lim  P(V)=(f"P)(f(0)),
(Va)el %,

durch Komposition von (3.2.6) und (3.2.5) also einen Homomorphismus

(3.2.7) PU) = (fpP)(U),

der offenbar funktoriell in U ist, also einen Morphismus von abelschen Pragarben auf X

(3.2.8) w:P = fpP

Sei umgekehrt ein Morphismus w wie in (3.2.2) gegeben, und sei U" € 0b(X’). Dann hat man
fiir jedes Objekt (U, : U" — f°(U)) in Iy» den Homomorphismus

P(U) X% (fpP)(U) = P'(f°(U)) 28 Pl(U).

Dieser ist funktoriell in (U, ¢) und liefert daher einen Homomorphismus (universelle Eigen-
schaft des induktiven Limes)

(fPP)U) = lim  P(U) = P(U"),
(Ul

der seinerseits funktoriell in U’ ist und somit einen Morphismus
v: ffP— P
von abelschen Pragarben auf X’ ergibt.

Schliefflich zeigt man leicht, dass die Zuordnungen v — w und w — v zueinander invers sind.

Bemerkung 3.3 Dasselbe gilt fiir Pragarben mit Werten in einer Kategorie C, falls in C
beliebige direkte Limiten existieren, also z.B. C = Set, Ry, ....

Beispiel 3.4 Sei f: X' — X eine stetige Abbildung topologischer Réume und
FiS(X) = S(X), U f71U),
der zugehorige Morphismus von Siten. Dann sind
fr:Pr(X') — Pr(X), f":Pr(X)— Pr(X)

die iiblichen Funktoren. Dies ist klar fiir fp: Es ist (fpP")(U) = P'(f~*(U)). Aber auch fiir

f¥ erhilt man die iibliche Konstruktion: fiir U’ C X’ ist I;» die geordnete Menge (!) der

offenen Mengen U C X mit f(U’) C U, also U’ C f~1(U), und fPP(U’) = lim P(U).
fncu

Fiir einen Situs (X, 7)) sei Sh(X,T) die Kategorie der abelschen Garben (beziiglich T') auf
X. Wir haben eine volltreue Einbettung

i =i : Sh(X,T) = Pr(X).

6



Satz 3.5 Die Einbettung i besitzt ein Linksadjungiertes
a=ay:Pr(X)— Sh(X,T).

Es gibt also fiir alle Pragarben P und alle Garben F' Isomorphismen, funktoriell in P und
F,
Homp,(P,iF) = Homg,(aP, F) .

Fiir eine Pragarbe P heifit aP die (beziiglich T) assoziierte Garbe.
Zum Beweis brauchen wir einige Vorbereitungen.

Definition 3.6 Eine Verfeinerungsabbildung
(Vi = U)jes = (Ui = Uier
von Uberdeckungen von U ist eine Abbildung ¢ : J — I der Indexmengen und eine

Familie (f;);es von U-Morphismen f; : V; = Us;).

Mit den Verfeinerungsabbildungen als Morphismen, und den offensichtlichen Kompositionen,
erhalten wir die Kategorie 7 (U) der Uberdeckungen von U (beziiglich der Topologie T).
Definition 3.7 Sei U in & und P eine abelsche Préagarbe auf X.
(a) Fiir jede Uberdeckung £ = (U; — U) in T heif}t
(3, P) = ker(T] P(U3) =[] P(U; % Uj)
i as i

die nullte Cech-Kohomologie von P beziiglich §[.  Hierbei seien o und a» wie in Defi-
nition 2.5 definiert.

(b) Nenne ) )
H(U,P) = lim H°(4U, P)
U

die nullte Cech-Kohomologie von P fiir U, wobei der direkte Limes iiber die Kategorie
T (U)° gefiihrt wird.

Bemerkung 3.8 Eine Priagarbe P auf X ist also genau eine Garbe beziiglich 7, wenn fiir
alle U in X und alle U = (U; — U) in T(U) der kanonische Homomorphismus

P(U) — H°(4, P)

ein Isomorphismus ist. In diesem Fall ist auch P(U) — H°(U, P) ein Isomorphismus.

Beweis von Satz 3.5 Sei P eine abelsche Prigarbe auf X. Fiir U in & definiere
P(U) := H(U, P).

Dies liefert eine Pragarbe, denn fiir ¢ : V' — U in & haben wir einen kanonischen Homo-
morphismus

(3.5.1) ©*: H°(U, P) — H°(V, P),

7



weil wir fiir jede Uberdeckung ¢ = (U; = U) von U die Uberdeckung 8y := (U; xp V — V)

von V' erhalten, also einen induzierten Homomorphismus
(3.5.2) HO(U, P) — H°(Uy, P),

und durch Ubergang zu den Limiten dann (3.5.1).

Ein Morphismus von abelschen Pragarben
VP — P
induziert einen kanonischen Morphismus von Prégarben
(3.5.3) V: P — Py
wie folgt: Fiir jede Uberdeckung $ = (U; — U) induziert 1) einen Homomorphismus
(3.5.4) HOU, P — HO(U, P).

Dies ist vertrédglich mit Verfeinerungen und ergibt im Limes {iber 7 (U)% einen Homomor-
phismus

(3.5.5) Yy HY(U, P) — H(U, P,).

Fiir jeden Morphismus ¢ : V' — U ist dabei das Diagramm

Yy H(U, P,) — H(U, P,)
by HO(V, P) — H°(V, P»)

kommutativ. Dies liefert (3.5.3). Man sieht leicht, dass dies einen Funktor

ergibt.

Definition 3.9 Eine Prigarbe P heiit separiert beziiglich 7, wenn fiir jede Uberdeckung
(U; = U) in T der Homomorphismus

P(U) = I P(U:)

injektiv ist. (Aquivalent ist, dass P(U) — H°((U; — U), P) injektiv ist).

Lemma 3.10 (a) Ist P eine abelsche Priagarbe, so ist P separiert.
(b) Es gibt einen kanonischen Morphismus P — P.

(c) Ist P eine separierte abelsche Préigarbe, so ist P — P ein Monomorphismus und P eine
Garbe.



(d) Ist F eine Garbe, so ist F — F ein Isomorphismus.

Vorbemerkung zum Beweis: Wir werden spéter sechen (siehe 3.11 und 3.12):

1) Fiir jedes Element 5 € H°(U, P) gibt es eine Uberdeckung & = (U; — U) in T(U) und
ein Element s € HY(4, P), das unter

H°(Y, P) — H(U, P)

auf 5 abgebildet wird (wir sagen, dass § durch s reprisentiert wird).

2) Wird 5 von s; € HO(8y, P) und sy € HO(y, P) (mit Ly, 4, € T(U)) repriisentiert, so gibt
es Verfeinerungsabbildungen Us — U, 43 — sy, so dass s; und s, dasselbe Bild in H°(43, P)
haben.

Beweis von 3.10 (a): Sei (U; — U); eine Uberdeckung in 7 und 5 € ker(P(U) — [[ P(Uy)).

Zu zeigen ist 5 =0. Zu s € P(U) = H°(U, P) gibt es eine Uberdeckung (V; — U); und ein
Element s € H°((V; — U);, P), welches s représentiert.

Sei s; das Bild von s unter
HO(V; = U);, P) — H(V; xy U; — Uy);, P).

Dieses repriisentiert 3|y, = 0 € HO(U;, P). Nach der Vorbemerkung gibt es also fiir jedes
1 € I eine Verfeinerungsabbildung

derart, dass s; unter f; auf 0 in HO((W, — U;)g, P) abgebildet wird.

Durch Komposition der Uberdeckungen (Wi, — U;)y, und (U; — U); (Axiom (T2)) erhalten
wir eine Uberdeckung (W;; — U); und mittels der f; eine Verfeinerungsabbildung

f:Wy—=U)— (V; = U)j,

und unter ) )
f H(V; = U);, P) = HY (Wi, = Uy, P)
geht s nach Konstruktion auf 0. Daher ist 5 = 0.

(b): Dies wird durch die kanonischen Homomorphismen
P(U) S H(U 4 U), P) — H(U, P) = P(U)

gegeben.

(c) Sei P eine separierte abelsche Pragarbe.

Behauptung 3.10.1: Fiir jede Uberdeckung $ = (U; — U) in T ist HO(U, P) — H°(U, P)

injektiv.

Beweis Nach der Vorbemerkung geniigt es, fiir jede Verfeinerung f : (V; = U) — (U; = U)
die Injektivitédt von ] )
1 B, = U), P) — BO((V; > U), P)

9



Zu zeigen.

Betrachte dazu die als Komposition von (V; xp U; — U;) und (U; — U) entstehende
Uberdeckung
(‘/] XU Uz — U)

mit den beiden Verfeinerungsabbildungen
(Vi xp U; = U) 22 (U, — U)

(Vi xp U = U) 25 (V; - U) L (U = U).
Nach dem folgenden Lemma 3.11 sind die beiden induzierten Homomorphismen

*

. pry
HO((Ui—>U),P) = HO((V} xyU; — U),P)

prif*

gleich. Es gniigt also, die Injektivitdt von prj zu beweisen; dann ist auch prif* und damit
f* injektiv. Aber pry entsteht durch die Einschriankung von

[17(0) LN Il 1;[ P(V; xu U))

auf HO((U; — U), P), und fiir jedes i ist P(U;) — [[ P(V; xu U;) injektiv, da P separiert
J
1st.

Wenden wir Behauptung 3.10.1 auf die Uberdeckung (U — U) an, so folgt die Injektivitiit
von

P(U) = H'((U = U), P) = H(U, P) = P(U),
also die erste Behauptung von (c).

Wir beweisen nun, dass P eine Garbe ist. Sei (U; — U) eine Uberdeckung. Wir haben zu
zeigen, dass

(3.10.2) P(U) = [1P(U) =[] PUi xu U))

exakt ist. Nach (a) ist P separiert, also die erste Abbildung injektiv. Sei nun
(gz) € ker(H P(UJ = HP(UZ XU U]) .
i ij

Wihle fiir jedes i eine Uberdeckung (Vi — U;) und ein Element s; € HY((Vig, — U;), P),
welches 5; € P(U;) repriisentiert. Sei sj; das Bild von s; unter

[{[O«V;k — Ul),P) — F[O((‘/lk Xu Uj — Uz Xu U]),P)
und s3; das Bild von s; unter
H()((‘/}g — Uj),P) — ﬁo((Ul Xu ‘/}g — U; Xy U]),P) .

Die von s}; und s?, représentierten Elemente in H°(U; x Uy, P) sind gleich den Bildern von
5; bzw. 5, sind also gleich. Aus Behauptung 3.10.1 folgt also, dass s;; und s7; das gleiche
Bild in

H((Vir, xu Vie = Ui xp U;), P) C TT P(Vie Xu Vie)

k.t

10



haben. Hieraus folgt wiederum, dass

§' = (si) € ker(gP(Vzk) = I P(Vie xu Vi) = H((Vie = U), P).

/L‘?k?j’z

Das von s’ reprisentierte Element 5 in P(U) wird dabei unter P(U) — [[ P(U;) auf (5;)
abgebildet. Damit ist auch die zweite Behauptung von (c¢) bewiesen.

(d) folgt sofort aus Bemerkung 3.8. Damit ist 3.10 bewiesen.
Aus Lemma 3.10 folgt Satz 3.5: Ist P eine abelsche Priagarbe, so setzen wir

aP =

o

Nach 3.10 (a) ist P separiert, und nach 3.10 (c) ist P eine Garbe. Weiter erhalten wir nach
3.10 (b) einen kanonischen Morphismus von abelschen Priagarben

ccm:P—>]5—>1§:aP.
Ist nun F' eine abelsche Garbe und
Vv :P— F(=iF)

ein Morphismus von abelschen Prégarben, so erhalten wir wegen der Funktorialitidt der
benutzten Konstruktionen (Zuordnung P +— P, Morphismus P — P) ein kommutatives
Diagramm

p-Y.oF

[
pPtF,
| nly

aP:ﬁL;‘:aF

wobei rechts nach 3.10 (d) Isomorphismen stehen. Setzen wir nun

so haben wir ein kommutatives Diagramm

P can aP

7/’\4 %mp =y’

F,

wobei 10" eindeutig ist: Hierfiir geniigt es zu zeigen, dass in einem kommutativen Diagramm




der rechte Morphismus p eindeutig ist (Hieraus folgt durch zweimalige Anwendung, dass v/
eindeutig ist). Wegen der Additivitit geniigt es, dies fiir ¢» = 0 zu zeigen. Ist aber ¢ = 0 und
(U; — U) eine Uberdeckung in 7, so folgt aus dem kommutativen Diagramm

P(U) — H((U; = U), P)— [, P(U;) 2~ P(U)

R oL b

F(U) == H((U; = U), F)—, F(U;) = F(Uy)
dass p = 0.

Lemma 3.11 Seien
fr9:(U; = U) = (U — U)

zwei Verfeinerungsabbildungen von Uberdeckungen in der Grothendieck-Topologie 7. Dann
sind fiir jede abelsche Prigarbe P die induzierten Abbildungen

frg" H(U; = U), P) = H((U; — U), P)
gleich.

Beweis Sei f = (¢, (f;)) und g = (6, (g;)). Wir haben ein Diagramm

[1P(U,) —"=2=% [] P(U,, xu Us,)

11,82

AT 1
[1P(U) = T P %0 U

J1,32

wobei Al durch
(A's); = P((f,95)u0)(s=().507))

definiert ist, mit dem kanonischen Morphismus
(f5:99)u = Uj = Uiy Xu Usgs -

Man rechnet nach, dass
Alodozg*—f*.
Daher sind f* und g* auf ker d® = H((U; — U), P) gleich.

Durch dieses Resultat konnen wir den Limes

H°(U, P) = limn HO(4, P)
T(U)°

besser verstehen: Fiir zwei Uberdeckungen £, £ in 7 (U) nenne 8’ feiner als 4 (Bezeichnung
" > $1), wenn es eine Verfeinerungsabbildung f : 1" — 4 gibt. Definiere die Aquivalenzrelation
~ auf der Menge ob(T (U)) der Uberdeckungen von U durch

U~ o U< und Y < L.
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Dann wird die Menge der Aquivalenzklassen
T (U)o = ob(T(U))/ ~

zu einer geordneten Menge, mit der Ordnung induziert von <. Diese ist induktiv geordnet:
Fiir zwei Uberdeckungen Y = (U; — U); und U = (V; — U), gibt es die gemeinsame
Verfeinerung 20 = (U; xy U; — U); ; mit den offensichtlichen Verfeinerungsabbildungen

U+—W =T,

gegeben durch die Abbildungen ¢ «i(4, j) — j und die Projektionen U; < U; xy U; — Uj;
es ist also 4,0 < 7.

Nach Lemma 3.11 erhalten wir weiter fiir &’ > $f durch Wahl einer Verfeinerungsabbildung
f ' — 4l einen eindeutig bestimmten Homomorphismus

(3.11.1) HO(U, P) — H(W, P).

Corollar 3.12 Es ist
H(U,P) = limn HO(LU, P),
T(U)o
der induktive Limes iiber die induktiv geordnete Menge 7 (U ).

Hieraus folgt die Vorbemerkung zum Beweis von Lemma 3.10.

Wir kommen nun zum Push-Forward und Pull-Back fiir Garben. Sei
f:XT)—= (X, T)

ein Morphismus von Siten.

Lemma 3.13 Ist F’ eine abelsche Garbe auf (X”,7"), so ist fpF’ wieder eine Garbe.
Beweis: selbst!

Lemma /Definition 3.14 (a) f.F’ := fpF’ heifit das direkte Bild (oder Push-Forward) von

F’ (beziiglich f).

(b) Fiir eine abelsche Garbe F auf (X,7) heifit f*F := af”F das (Garben-)Urbild (oder
Pull-Back) von F.

(¢) Der Funktor
[ =af": Sh(X,T) = Sh(X', T

ist linksadjungiert zum Funktor

fo: SH(X',T') = Sh(X,T).

Beweis Fiir Garben F’ auf (X’,7") und F' auf (X, 7) ist kanonisch
Homgy,(f*F, F') = Homgy(af"F,F") = Homp,(f"F,iF")
= Homp,(F, fpiF") = Homgsy(F, f.F"),
funktoriell in F" und F”.
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4 Die abelschen Kategorien der Garben und Priagarben

Sei X eine Kategorie.

Satz 4.1 (a) Die Kategorie Pr(X) der abelschen Prigarben auf X bildet eine abelsche
Kategorie.

(b) Eine Sequenz von abelschen Prégarben
0P —-P—P' =0
ist genau dann exakt, wenn fiir alle U € ob(&X') (:= Objekte von X') die Sequenz
0— P (U)— PU)—P'(U)—=0
exakt in Ab ist.

Beweis: Vollig analog zum klassischen Fall eines topologischen Raums (vergleiche Alg. Geo.
I1, Definition 3.18 fiir die Definition von Kernen und Cokernen).

Satz 4.2 Sei (X, T) ein Situs.

(a) Die Kategorie Sh(X,T) der abelschen Garben auf X beziiglich T ist eine abelsche
Kategorie.

(b) Der Kern eines Morphismus ¢ : F; — F5 von abelschen Garben ist gleich dem Prégarben-
Kern ker” ¢ (d.h., (ker )(U) = ker(py : Fy(U) — Fo(U)) fiir alle U in X.

(c) Der Cokern eines Morphismus ¢ : F; — F, von abelschen Garben ist gleich a coker® o,
d.h., die assoziierte Garbe zum Priigarben-Kokern coker? ¢ (definiert durch (cokert p)(U) =
coker(py : F1(U) — F5(U)) fiir alle U in X).

(d) Insbesondere ist ¢ : Fy — Fj ein Epimorphismus in Sh(X,T) genau dann, wenn es zu
jedem U in X und jedem s € F5(U) eine Uberdeckung (U; — U) in T gibt, sowie Schnitte
s; € F1(U;), die unter ¢ auf s|y, abgebildet werden.

Beweis Die Eigenschaften (a) - (c¢) folgen leicht aus 4.1 und der universellen Eigenschaft
der assoziierten Garbe. Fiir (d) bemerken wir, dass ¢ genau dann ein Epimorphismus ist,
wenn cokery = 0, also wenn a(cokert p) = 0. Dies bedeutet aber, dass es fiir jedes U in X
und jedes 5 € (coker”)(U) eine Uberdeckung (U; — U) gibt mit 3|y, = 0 fiir alle i. Wegen
(coker? p)(U;) = coker(py, : F1(U;) — Fy(U;)) folgt die Behauptung.

Satz 4.3 (a) In Pr(X) und Sh(X,T) existieren beliebige Limiten (inverse Limiten) und
Kolimiten (direkte Limiten).
(b) Der Funktor i : Sh(X,T) < Pr(X) ist linksexakt.
(c) Der Funktor a : Pr(X) — Sh(X,T) ist exakt.
Beweis (a) In Pr(X) ist
(Lim"” ) (U) = lim P(U;)
P P

i
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analog fiir direkte Limiten. Ist nun (F});cr ein Diagramm von Garben, so ist 1<i£1p P; wieder

K2
eine Garbe, da inverse Limiten miteinander vertauschen. Wir kénnen also l<i£1Fi = lgnp E;

setzen. Der direkte Limes ist Z Z
lim F; = a(lim” F}),
- —
denn wir haben fiir jede Garbe G die universelle Eigenschaft
Homgp(a li_n>1PE-, G) = Hompr(li;n F,,iG) = 1<i£n Homp,(F;,iG) = ligl Homgy(F;, G)

)

(b) Aus der Adjunktion von i und a folgt sofort, dass i linksexakt und a rechtsexakt ist
(siche Lemma 4.5 unten).

(c) Wegen aP = P geniigt es zu zeigen, dass der Funktor P —» P linksexakt ist. Aber es ist

P(U)= lim H°Y,P),
_>
L(E‘I(U)o

die Zuordnung P + HO(4, P) ist linksexakt, und die Bildung des induktiven Limes von
abelschen Gruppen ist ein exakter Funktor (siche auch Anhang 4.B).

Satz 4.4 Sei f: (X', T") — (X, T) ein Morphismus von Siten.
(a) fp: Pr(X’) — Pr(X) ist exakt und f¥ : Pr(X) — Pr(X’) ist rechtsexakt.

(b) Existieren endliche Limiten in X und X’, und vertauscht f° : X — X’ mit diesen, so ist
1t exakt.

(¢) fo : SK(X',T") — Sh(X,T) ist linksexakt und f*: Sh(X,T) — (X', T’) ist rechtsexakt.

(d) Existieren endliche Limiten in X und X’, und vertauscht f°: X — X’ mit diesen, so ist
f* exakt.

Beweis (a) Die Exaktheit von fp ist nach 4.1 klar, und wegen der Adjunktion ist % rechtsex-
akt (siehe unten).

(b) Aus der Voraussetzung folgt, dass fiir jedes Objekt U’ in X’ die Kategorie I (siehe Be-
weis von 3.2) kofiltriert ist (siche Anhang 4.B.2). Denn in Iy existieren nach Voraussetzung
endliche Limiten: Fiir dies ist die Existenz von endlichen Produkten und Differenzkernen
zu zeigen. Aber fiir Objekte U’ — f°(U;) und U’ — fO(Us) in Iy ist das Produkt der
Produktmorphismus U’ — fO(Uy) x fO(Us) = fO(U; x Us), und fiir Morphismen

fo(Uy)
U @ |20

fo(Uh)
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B
(mit Uy = Uy) existiert der Differenzkern

fo(ker(a, B)) = ker(f%(e), f2(8))

/

U/

fo(Uh)

(universelle Eigenschaften nachrechnen!). Da I}, kofiltriert ist, ist I} filtriert. Hieraus folgt,
dass die Bildung des direkten Limes iiber I;}) exakt ist (siche Anhang 4.B.3).

(c) Da f.F' = fpiF"’, folgt die Behauptung fiir f., da i linksexakt (4.3(b)) und fp nach (d)
exakt ist. Weiter ist f* rechtsexakt, da linksadjungiert zu f, (siehe 4.5).

(d) Nach (b) ist f¥ exakt, also f* = affi auch linksexakt, da a exakt und 7 linksexakt ist.

Lemma 4.5 Seien A und B abelsche Kategorien, und seien F' : A — Bund G : B — A
Funktoren, so dass G rechtsadjungiert zu F' ist (< F ist linksadjungiert zu G). Dann ist G
linksexakt und F' rechtsexakt.

Beweis Nach Voraussetzung haben wir bifunktorielle Isomorphismen
Homa(A,GB) = Homg(F A, B)

fir A € ob(A) und B € ob(B).
(a) Sei

(4.5.1) 0— By — By — B3 =0

exakt in B. Wir haben zu zeigen, dass

(4.5.2) 0 =GBy — GBy — GB;

exakt ist. Dies bedeutet, dass die Sequenz

(4.5.3) 0 — Homa(A,GBy) = Homa(A,GBy) — Hom4(A, GBs)

fur alle A € ob(A) exakt ist (& GBj ist der Kern von GBy — GBs). Per Adjunktion
identifiziert sich (4.5.3) aber mit

(4.5.4) 0 — Homp(FA,By) - Homp(FA, By) - Homg(F A, Bs) .

Diese Sequenz ist wegen Exaktheit von (4.5.1) exakt.
(b) Die Rechtsexaktheit von F' ist analog (bzw. dual).
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4.A Darstellbare Funktoren, Limiten, und Colimiten

Sei C eine Kategorie.

Definition 4.A.1 (a) Ein kontravarianter Funktor
F :C — Sets

heifit darstellbar, wenn es ein Objekt X in C gibt, so dass F' isomorph zum kontravarianten
Hom-Funktor (siche Alg. Geo. I 9.A.21)

hx = Home(—,X) @ C — Sets
A — Home(A, X)

ist, d.h., wenn es einen in A funktoriellen Isomorphismus
F(A) = Home(A, X)
gibt.

(b) Ein kovarianter Funktor
G :C — Sets

heifit darstellbar, wenn er isomorph zum kovarianten Homfunktor

h* = Home(X,—) : C — Sets
A — Home(X,A)

fiir ein Objekt X in C ist, d.h., wenn es eine in A funktorielle Bijektion
G(A) = Home(X, A)

gibt.

Nach Definition sind hyx und h* darstellbar. In der Situation von 4.A.1(a) (bzw. (b)) heift
X darstellendes Objekt fiir F' (bzw. G). Das Objekt X ist — wenn es existiert — jeweils
bis auf Isomorphie eindeutig: Dies folgt aus dem berithmten

Lemma 4.A.2 (Yoneda-Lemma) (a) Ist
F :C — Sets

ein kontravarianter Funktor, so hat man fiir jedes Objekt X in C eine kanonische Bijektion

ex : Hom(hx,F) = F(X)
¢ = ox(idx).
(b) Ist
G :C — Sets
ein kovarianter Funktor, so hat man fiir jedes Objekt Y in C eine kanonische Bijektion
ey : Hom(hY,G) = G(Y)
Y = gDy(Zdy)
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Beweis (a): Die Umkehrabbildung mx ordnet einem Element a € F(X) den folgenden
Morphismus mx (a) := ¢ von Funktoren zu

0% hx(A)=Homc¢(A, X) — F(A)
o= o4(f) = F(f)(a).

Beachte: Fiir f : A — X haben wir F(f) : F(X) — F(A), da F kontravariant ist. Dies ist
wirklich ein Morphismus von Funktoren: Fiir einen Morphismus g : A — A’ in C haben wir
ein kommutatives Diagramm

‘PGA/

Home (A, X)) —— F(A)

g*l J{F(g)

Home(A, X) ——=F(A)

F(g (a))

flg——=F(f'g)(a

da F(f'g) = F(g) o F([").

Esist exmyx = id: Fiir a € F(X) ist ex(¢®) = ¢%(idx) = a, da F(idx) = idp(x). Umgekehrt
ist myex = id: Sei ¢ : hy — F gegeben und ex () = ¢x (idx) € F(X); sowie ¢°x(#) : hy —
F wie oben konstruiert. Fiir jedes A € 0b(C) sind dann die Abbildungen

P = a4 Home(A, X) — F(A)

gleich, denn es ist
@ZX(@)(][) = F(f)(px(idx)) = alf),
da das Diagramm
idy € Home (X, X) “—F(X)

L o

f € Home(A, X) 22—~ F(A)
kommutativ ist (¢ ist Morphismus von Funktoren).

Der Beweis von (b) ist analog.
Durch Anwendung von 4.A.2 auf F' = hy bzw. G = h* folgt:
Corollar 4.A.3 Fiir Objekte X, Y in C hat man kanonische Bijektionen

~

HOmc(X,Y) — HOm(hx,hy)
Home(X,Y) = Hom(hY, h¥)

18



Hieraus folgt, dass die darstellenden Objekte bis auf Isomorphie eindeutig sind: Ist
hX = F = hY ’

so ist X 2 Y'; entsprechend fiir kovariante Funktoren. Aus 4.A.3 folgt auch

Corollar 4.A.4 (Yoneda-Einbettung) Der Funktor

C — C~ := (kontravariante Funktoren F': C — Sets)
X hX

ist volltreu, liefert also eine Einbettung von C in C~. Das essentielle Bild ist die volle Unter-
kategorie der darstellbaren Funktoren.

Wir definieren nun Faserprodukte und Fasersummen.

Definition 4.A.5 Seien
Y

|s
X =-S5
Morphismen in C. Das Faserprodukt von oo und 3 — oder von X und Y iiber S, Bezeichnung

X xgY, wird durch die folgende Eigenschaft charakterisiert:

(a) Es gibt ein kommutatives Diagramm

X xg YV 22y

N

X—*—S5
(Man nennt pry bzw. pry die erste bzw. zweite Projektion).
(b) Ist

Ay

B

X—S
ein weiteres kommutatives Diagramm, so gibt es genau einen Morphismus v : W — X xgV
mit priy = @ und pryy = [, d.h., derart dass das Diagramm

™ %

W
\

~ &
|
y ~ \H.'y
\ pra

h EN
X xg Y22y
A
\\\Pﬁ l B
S «
X S

kommutativ ist.

Bemerkung 4.A.6 (a) Faserprodukte miissen nicht existieren; wenn sie existieren, sind sie
aber bis auf kanonische Isomorphie eindeutig (Ubungsaufgabe!).
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(b) In der Kategorie Sets der Mengen existieren Faserprodukte: Es ist fir Abbildungen
M5 TE N von Mengen

M xp N ={(m,n) € M x N|a(m)=p75(n)}.

(c) Die universelle Eigenschaft eines Faserproduktes X x ¢Y in einer Kategorie C ist dquivalent
dazu, dass fiir jedes weitere Objekt Z in C die Abbildung

Home(Z, X xgY) — Home(Z,X) X Home(z,5) Home(Z,Y)
v = (priy,pray)

bijektiv ist. Das rechte Faserprodukt ist hierbei vermoge der Abbildungen

Home(Z,Y) g

s

Home(Z,X) =~ Home(Z, S) By

fi af
genommen.

(d) Eine etwas andere Deutung ist wie folgt: Sei C/S die Kategorie der Objekte in C iiber
S: Objekte in C/S sind Objekte X in C zusammen mit einem Morphismus « : X — S; man
kann auch a selbst als Objekt auffassen, denn durch aist X bereits gegeben. Ein Morphismus
von o : X — S nach o/ : X’ — S ist ein Morphismus f : X — X', der das Diagramm

f X/

N

X

kommutativ macht.

Dann ist ein Faserprodukt X xg Y dasselbe wie ein Produkt von X — S und ¥ — S in
C/S, weil sich die universellen Eigenschaften entsprechen.

Lemma 4.A.7 Die Eigenschaften aus Lemma 1.14 (Kommutativitit, Assoziativitiat, Tran-
sivitdat und Funktoralitit) gelte fiir Faserprodukte in einer beliebigen Kategorie C (wenn sie
existieren).

Beweis Wir zeigen zum Beispiel die Funktoralitdt. Wir haben ein kommutatives Diagramm

in C

X Y
X y

f S g
AN

X/ Y’
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d.h., X, X’ Y und Y’ sind Objekte iiber S (vermoge «, ¢/, 5 und f') und f und g sind Mor-
phismen von Objekten iiber S (Kommutativitéit der Dreiecke). Existieren die Faserprodukte,
so haben wir ein Diagramm

X xgY pr Y
N Jh l
- g
A prl2
pr1 X' xgV —=Y’
prii lﬁ’
x—— 1 x_ o g

wobei das innere und das duflere Quadrat kommutativ sind (beachte o/ f = o und p'g = ).
Nach der universellen Eigenschaft von X’ x gY” gibt es genau einen Morphismus b : X xgY —
X' xgY’ der das ganze Diagramm kommutativ macht; diesen bezeichnen wir mit f x g, und
er erfiillt die Behauptung von Lemma 1.14 (d).

Bemerkung 4.A.7 Durch Umdrehen aller Pfeile erhélt man den Begriff der Fasersumme
XT[gY fiir ein Diagramm

sy
X

wobei man die dualen universellen Eigenschaften und anderen Eigenschaften hat.

Beispiel 4.A.8 In der Kategorie der Ringe existiert fiir jedes Diagramm von Ringhomomor-
phismen

rR-".B
A

die Fasersumme und ist durch das Tensorprodukt gegeben: Man hat ein kommutatives Dia-
gramm

rR—2 .1
A——= A®rB
und fiir jedes Diagramm von Ringen
R—'—~B
S AN
N EDN
! \x\c

mit fa = gf existiert ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismus h, der das gesamte
Diagramm kommutativ macht.
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Wir kommen nun zu der allgemeinen Theorie von Limiten und Colimiten.

Definition 4.A.9 Eine Kategorie I heifit klein (oder Diagrammkategorie), wenn die Objekte
eine Menge bilden.

Beispiele 4.A.10 Oft sind die betrachteten kleinen Kategorien “wirklich klein” in dem
Sinne, dass man alle Objekte und Morphismen hinschreiben kann.

(a) Die diskrete Kategorie [ iiber einer Menge I hat die Elemente von [ als Objekte und
nur die Identitdten als Morphismen.

(b) Es bezeichne

N\

/

[ ]
die Kategorie, die drei Objekte hat (durch Punkte gekennzeichnet) und aufler den Identitéaten
nur die beiden angegebenen Pfeile (alle Kompositionen sind dann klar!).

(c) Fiir jede Gruppe G hat man die kleine Kategorie G mit einem Objekt * und allen
Elementen o € G als Morphismen (Alg. Geo. I, 9.A.2 (e)).

(d) Fiir jede geordnete Menge (I, <) hat man die Kategorie mit Objekte ¢ € I und genau
einem Morphismus i — j, wenn i < j (Alg. Geo. I, 9.A.2 (¢)).

Definition 4.A.11 Sei I eine kleine Kategorie, und sei C eine beliebige Kategorie. Ein
Diagramm in C iiber I (oder ein I-Objekt in C) ist ein (kovarianter) Funktor X : I — C.

Die I-Objekte in C bilden eine Kategorie
CI

wobei die Morphismen die Morphismen von Funktoren sind. Man bezeichnet oft die Objekte
von [ mit kleinen Buchstaben i, j,... und schreibt X; fiir X (7).

Beispiele 4.A.12 Sei C eine Kategorie.

(a) Fiir die Kategorie ¢ — e «— @ aus 4.A.6 (b) ist ein zugehoriges Diagramm in C wirklich
durch ein Diagramm

X -LyLz
mit Morphismen « und /5 in C gegeben. Morphismen solcher Diagramme sind kommutative
Diagramme

xX—“.y-? 7

L,

X 2>y <=7

(b) Betrachte die kleine Kategorie ¢ — o (2 Objekte, auler den Identitdten nur ein Pfeil).
Diagramme hieriiber sind C sind einfach Morphismen

AL B
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in C, wobei Morphismen von diesen wiederum kommutative Diagramme

A-1.B
o
sind. Dies nennt man die Kategorie der Pfeile in C, Bezeichnung Ar(C).

(c) Ist (I, <) eine induktiv geordnete Menge, aufgefasst als Kategorie nach 4.A.6 (d), so ist
ein kovarianter Funktor
X : (I, =»¢C

dasselbe wie ein induktives System tiber I in C (Definition Alg. Geo. I, 9.A.12). Ein kontra-
varianter Funktor
X (I, = C

ist dasselbe wie ein projektives System in C iiber I (loc. cit. 9.A.13).
Sei nun [ eine kleine Kategorie und C eine beliebige Kategorie.

Definition 4.A.13 Fiir ein Objekt A € C definiere das konstante /-Objekt A als den

Funktor
A I — C

T = A
1—J — idg.

Beispiel 4.A.14 Im Beispiel 4.A.12 (a) I = ¢ — @ <— e ist das konstante Objekt A

PNy Ny

Definition 4.A.15 (a) Man sagt, dass der Limes (oder inverse Limes) eines I-Objekts (A;);es
in C existiert, wenn der kontravariante Funktor

C — Sets
X = HOTTLcl<X (AZ>ZEI)

==

darstellbar ist. Das darstellende Objekt heifit der Limes von (A;);cr, Bezeichnung

lim (A;);er oder hIIll A;.
1€

(b) Man sagt, dass der Kolimes (oder direkte Limes) von (A;);c; existiert, wenn der kovariante

Funktor
C — Sets

X = HOmCI((Ai%e[,X)
darstellbar ist. Das darstellende Objekt heifit der Kolimes von (A;);cr, Bezeichnung

colim (A;);er = colim A; .
i€l
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Wir machen diese elegante Definition nun expliziter.

Bemerkungen 4.A.16 (explizite Beschreibung) (a) Ein Element aus Homer (X, (A;)ier) ist
offenbar durch das Folgende gegeben:

(i) Fiir jedes @ € I hat man einen Morphismus in C
(i) Fiir jeden Morphismus ¢ — j in [ ist das Diagramm

A

i
N

4;
kommutativ, wobei der vertikale Morphismus zu i — j gehort (man hat einen Funktor
a: I — C, wir schreiben a(i) = A;, und dann ist der rechte Morphismus a(i — 7)).

(b) Existiert lim (A;);er (andere Bezeichnung li}n a), und fixieren wir einen in X funktoriellen

Isomorphismus

==

(4.A.16.1) a: Home(X, li}n (Ay) = Homer(X, (Ay)),

so erhalten wir fiir X = lim (A;);er als Bild von idjim4,) ein Element """ € Home:r(lim(A;), (A;)),

7

nach (a) also Morphismen p; : lim(A4;) — A; fiir alle ¢ € I und kommutative Dreiecke

(4.4.16.2) A

fiir jeden Morphismus ¢ — j in I. Der Morphismus p; heifit die i-te Projektion. Ist weiter
ein Element av € Homer (X, (A;)) gegeben, also Morphismen ¢; : X — A; fiir alle i € I und

==

kommutative Diagramme

(4.A.16.3) A

fiir alle Morphismen ¢ — j, so gibt es genau einen Morphismus

v X — lim(4;)
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(ndmlich das Urbild von « unter (4.A.16.1)) mit
Vi = Pi¥

(dies folgt aus der Wahl von ¢*"* und der Funktorialitit von (4.A.16.1)).

(c) Fiir colim (A;) erhélt man analoge Aussagen, durch Umdrehen aller Pfeile.

Beispiele 4.A.17 (a) Ist I eine Menge und I die diskrete Kategorie zu I (4.A.10 (a)), so ist
ein I-Objekt in C einfach durch eine Familie (A;);c; in C gegeben (es gibt keine Morphismen
zwischen i # j), und es ist

L iel
falls dieses Produkt in C existiert, denn die universellen Eigenschaften von li}n (A;) (4.A.16
(b)) und [ A; (Alg. Geo. I, 9.A.8) sind gleich. Entsprechend ist

iel

Collim (Az) = H Az s

I il
die Summe oder das Koprodukt der A; (Alg. Geo. I, 9.A.9), falls dies in C existiert.

(b) Entsprechend zeigt man: Ist (I, <) eine filtrierend geordnete Menge (aufgefasst als Ka-
tegorie), so ist fiir jedes I-Objekt in C, also jedes induktive System (A;);e; iiber I in C,

colim (Ai)iel = 1£I>1AZ

i€l

der induktive Limes des Systems (siehe Alg. Geo. I, 9.A.12), falls dieser existiert. Entspre-
chend ist fiir jedes I°-Objekt (A;);cr in C (wobei I° die duale Kategorie zu I bezeichnet),
also jedes projektive System iiber I in C

lim (Ai)ielo = 1(1&1142

ier
der projektive Limes des Systems (siehe Alg. Geo. I, 9.A.13), falls dieser existiert.

(c) Betrachte die Kategoriec ¢ — o «<— o 4.A.10 (b). Fiir ein entsprechendes Diagramm

Z

|

X—Y
in C folgt aus den universellen Eigenschaften, dass der Limes das Faserprodukt
X Xy Z
ist C ist — wenn dieses existiert.
Wir kommen nun zu einem speziellen, aber sehr wichtigen Beispiel. Betrachte die folgende

kleine Kategorie
e =0
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(zwei Objekte, und abgesehen von den beiden Identitdten nur die beiden angegebenen Pfeile).
Ein Diagramm in C hieriiber ist

A=B.
B

Definition 4.A.18 (a) Der Limes dieses Diagramms heifit der Differenzkern von o und g,
Bezeichnung

ker(a, ) .
(b) Der Kolimes dieses Diagramms heiit der Differenzkokern von o und 3, Bezeichnung
coker(a, 3) .

(Jeweils wenn diese in C existieren).

Wir beschreiben nun die universellen Eigenschaften:

Lemma 4.A.19 (a) Man hat einen Morphismus
ker(a, 5) 5 A

mit oi = fi. Ist

X5 A
ein weiterer Morphismus mit oy = (3, so gibt es genau einen Morphismus v : X — ker(«, )
der das Diagramm

ker(c, ) ! A

u_|'4

Q\/
/

/

x

kommutativ macht.

(b) Man hat einen Morphismus B - coker(a, 3) mit 7a = (3. Ist
B5 X

ein weiterer Morphismus mit pa = pf, so gibt es genau einen Morphismus p’ : coker(a, §) —
X, der das Diagramm

coker(a, f3)

7
e
p -

4

X

kommutativ macht.
Beweis: Dies folgt sofort aus der expliziten Beschreibung in 4.A.16.

Differenzkerne und -kokerne sind nicht-additive Analoga von Kernen und Kokernen in addi-
tiven Kategorien (siche 3.A.7). Wie dort gilt:

Lemma 4.A.20 Seien «, 3 : A — B Morphismen.
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(a) Falls ker(«, ) existiert, so ist
i:ker(a,f) = A

ein Monomorphismus.

(b) Falls coker(c, 3) existiert, so ist
7 : B — coker(a, )
ein Epimorphismus.

Beweis (a): Seien f,g : Z — ker(a, ) zwei Morphismen mit if = ig. Wegen i = i gilt
auch
arf = Pif.
Nach der universellen Eigenschaft des Differenkerns (4.A.19 (a)) gibt es also genau einen
Morphismus h : Z — ker(a, 5) mit
ih = if.

Da auch noch ¢ f = ig gilt, muss h = f = g gelten, also insbesondere f = g.

Der Beweis von (b) ist dual.
Differenzkerne und-kokerne spielen wegen des folgenden Resultats eine Rolle.

Satz 4.A.21 (a) In C existieren genau dann beliebige (bzw. beliebige endliche) Limiten, wenn
in C beliebige Differenzkerne und beliebige (bzw. beliebige endliche) Produkte existieren.

(b) In C existieren genau dann beliebige (bzw. beliebige endliche) Kolimiten, wenn in C
beliebige Differenzkokerne und beliebige (bzw. beliebige endliche) Summen existieren.

Hierbei spricht man von endlichen Limiten oder Kolimiten, wenn die zugrundeliegende In-
dexkategorie I endlich ist, d.h., endlich viele Objekte und nur endliche Morphismenmengen
hat.

Beweis Wir beweisen nur (a); dann folgt (b) durch Ubergang zur dualen Kategorie, wodurch
Kolimiten zu Limiten, Summen zu Produkten und Differenzkokerne zu Differenzkernen wer-
den.

Sei I eine kleine (bzw. endliche) Kategorie. Sei ob(I) die Menge aller Objekte in I und
sei mor(l) die Menge aller Morphismen in /. Fiir einen Morphismus f : A — B in C sei
q(f) := A die Quelle und z(f) := B das Ziel von f. Fiir ein I-Diagramm a : I — C betrachte
die Morphismen

(4.A4.21.1) I1 a<¢>% [T a0t

i€ob(I) femor(I)

die wie folgt definiert sind (nach Voraussetzung existieren die jeweiligen Produkte): Die “f-
Komponente” von « (siehe die universelle Eigenschaft des Produkts, Alg. Geo. I 9.A.8) ist
der Morphismus

IT ) ™=% atz(5)),



die f-Komponente von g ist der Morphismus

T () ™% ata(f) “B a(=(1))

Behauptung: ker(a, ) = 1jrr11a(z').
S

Beweis: Nach der universellen Eigenschaft von ker(«, ) entspricht ein Morphismus Z —
ker(a, #) einem Morphismus

o Z = Ha(i)

icob(I)

mit ap = Bp. Nach der universellen Eigenschaft des Produkts entspricht ¢ der Vorgabe von
Morphismen
wi + Z — ai)

fiir alle 2 € I, und ap = Py bedeutet gerade, dass fiir jedes f : 7 — 7 in I das Diagramm
(4.A.21.2) a(i)

kommutativ ist. Dies ergibt gerade die universelle Eigenschaft von hIIIl a(i) (siehe 4.A.16)
S
fir Z = ker(a, ), da das obige Argument zeigt, dass alle Diagramme (4.A.21.2) iiber das
Diagramm
afi)

e

ker(a, ) a(f)

a(j)
faktorisieren.
Satz 4.A.22 Sei C eine Kategorie mit endlichen Produkten. Dann ist dquivalent:

(a) C besitzt Faserprodukte.
(b) C besitzt Differenzkerne.

f
Beweis (a) = (b): Fiir A= B betrachte das Faserprodukt-Diagramm
9

K- .4
p1 l i (id,g)
A B
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Dann ist K 23 A der Differenzkern von f und g. Sei némlich h : C — A gegeben mit
fh = gh. Dann ist

(id, f)h = (h, fh) = (h, gh) = (id, g)h,
also existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus
h:C — K mit pth = h = psh.

Weiter folgt mit der ersten Projektion ¢; : A x B — A, dass py = ¢1(id, f)p1 = qi(id, g)ps =
po; wir haben also einen eindeutig bestimmten Morphismus K — A mit der gewiinschten
Eigenschaft.

(b) = (a): Betrachte ein Diagramm

(1) A
X
C
Az
B
In dem assoziierten Diagramm
(2) A
qA T f
pa i
q ! 2 fpa
K AXx B C
3 4 grB
aB e g

sei K der Differenzkern von fps und gpg, und sei g4 = paq und g = gpq. Dann sind alle
Dreiecke 1 bis 4 kommutativ. Wir behaupten, dass K mittels g4 und ¢p ein Faserprodukt
von (1) bildet.

Wegen fpaq = gppq (nach Voraussetzung!) gilt ndmlich fq4 = fpaq = gppq = gqp. Hat
man weiter Morphismen h : D — Aund k : D — B mit fh = gk, so gilt fiir den Morphismus

(h,k) : D — A x B per Definition
fpalh, k) = fh =gk = gpg(h, k),
also existiert genau ein Morphismus
(:D— K
mit ¢¢ = (h, k), und es ist dann per Definition
gal = pagl = h und qpl = ppgl = k.

TN

T
DK L AxB C
B

Weiter ist das Diagramm

k

/

9

| %



kommutativ, und die Eindeutigkeit von ¢ folgt, da ¢ ein Monomorphismus ist (universelle
Eigenschaft des Differenzkerns).
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4.B Filtrierte Kategorien

Die folgende Definition verallgemeinert den Begriff einer induktiv geordneten Menge und
eines induktiven Limes. Entsprechend werden die dualen Begriffe behandelt.

Definition 4.B.1 (a) Eine Kategorie I heiit pseudo-filtriert, wenn gilt

S

(1) Jedes Diagramm der Form

kann zu einem kommutativen Diagramm

S

erweitert werden.

(2) Jedes Diagramm der Form

kann zu einem kommutativen Diagramm

erweitert werden (d.h., ya = v[3).
(b) I heifit zusammenhéngend, wenn es fiir beliebige Objekte ¢ und j in I Morphismen

T =014 J1 =l ... ]J
gibt.
(c) I heift filtriert, wenn I pseudo-filtriert und zusammenhéngend ist.

(d) I heiBt (pseudo-)kofiltiert, wenn I (pseudo-) filtriert ist.

Beispiele 4.B.2 (a) I ist filtriert , wenn I endliche Kolimiten besitzt: In (1) kann man
dann die Fasersumme von j und j’ iiber ¢ nehmen, in (2) den Differenzkokern, und in (b)
die Summe ¢ — ¢[1j < j. Entsprechend ist I kofiltriert, wenn I endliche Limiten besitzt.

(b) Sei M eine geordnete Menge, aufgefasst als Kategorie mit < als Morphismen. Dann
ist M genau dann filtrierend, wenn M induktiv geordnet ist (jeder Morphismus = < y ist
eindeutig).

31



Satz 4.B.3 Sei [ eine filtrierte Kategorie und f : I — C ein kovarianter Funktor, wobei
C = Set oder C = Ab. Dann existiert der direkte Limes

! .
im /(i)

el
in C, und die Bildung dieses direkten Limes ist exakt (vertauscht mit endlichen Limiten und

Kolimiten).

Beweis Explizit ist
lglf(i) = (L @)/ ~,

il iel

wobei fir z € f(i) und y € f(j) gilt:

T~y < esexistieren i1 — k,j — k, so dass x und y
dasselbe Bild unter f(i) — f(k) und f(j) — f(k) haben.

Hieraus folgt leicht die Exaktheit.
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5 Kohomologie auf Siten

Sei (X, T) ein Situs.

Proposition 5.1 Die abelschen Kategorien Pr(X) und Sh(X,7) haben geniigend viele
Injektive, d.h., jedes Objekt P in Pr(X) besitzt einen Monomorphismus P < [ in eine
injektive Priagarbe I, und entsprechendes gilt in Sh(X, 7).

Wir benutzen hierzu eine Methode von Grothendieck. Sei A eine abelsche Kategorie.

Lemma/Definition 5.2 Eine Familie (£;);c; von Objekten aus A heifit eine Familie von
Erzeugern, wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen gelten:

(a) Der Funktor
A — Ab
A — ] Homu(E;, A)

i€l
ist treu, d.h., fiir alle Objekte A, A" in A ist die Abbildung
Hom (A, A") — Hom(H Hom(E;, A), H Homy(E;, A"))
il il
injektiv.
(b) Fiir jedes Objekt A in A und jedes Unterobjekt B G A existiert ein Morphismus E; — A,
der nicht {iber B faktorisiert.

Beweis der Aquivalenz von (a) und (b):

(a) = (b): Wir haben die exakte Sequenz
05BSADS A =A/B—0,

und nach Voraussetzung ist A" # 0. Daher ist 7 # 0, und nach (a) gibt es ein ¢ € I, fiir das
die induzierte Abbildung
Hom(E;, A) — Hom(E;, A)

nicht null ist. Ist ¢ : E; — A nicht im Kern, so faktorisiert ¢ nicht iiber B.
(b) = (a): selbst.

Beispiele 5.3 Ist R ein Ring mit Eins, so ist £ = R ein Erzeuger fiir Modg, denn fiir jeden
R-Modul M ist kanonisch

Definition 5.4 Man sagt die abelsche Kategorie A erfiillt die Eigenschaft

(AB3), wenn in A beliebige direkte Summen ‘621 A; existieren (da in A Kokerne existieren,
folgt, dass beliebige direkte Limiten existierenj siehe 4.A.21),

(AB4), wenn (AB3) gilt und die Bildung direkter Summen ein exakter Funktor ist,
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(AB5), wenn (AB3) gilt und die Bildung induktiver Limiten ein exakter Funktor ist.
Die Eigenschaften (AB3*), (AB4*) und (AB5*) werden dual definiert.

Definition 5.5 Eine abelsche Kategorie heifit Grothendieck-Kategorie, wenn sie (AB5)
erfiillt und eine Familie von Erzeugern besitzt.

Die Kategorie im Beispiel 5.3 ist eine Grothendieck-Kategorie, denn die Eigenschaft (AB5)
gilt fiir sie, wie man leicht sieht, und die zweite Eigenschaft gilt nach 5.3.

Satz 5.6 Eine Grothendieck-Kategorie hat geniigend viele Injektive.

Beweisidee: Wegen (AB3) besitzt A einen Erzeuger E (fiir eine Familie (E;);e; bilde E =
@ E;). Fir den Ring mit Eins R = Hom4(FE, E) betrachtet man dann den treuen Funktor
iel

A — MOdR
A ~ Homyu(E,A).

Fiir den Beweis von 5.1 geniigt es also zu zeigen:
Satz 5.7 Pr(X) und Sh(X,T) sind Grothendieck-Kategorien.
Beweis: Wir betrachten zunéchst Erzeuger.

Lemma/Definition 5.8 (a) Fiir ein Objekt U in X definiere die abelsche Prigarbe Z[
durch

ZEWV)= @ Z= & Zf firVinX.
Hom(V,U) feHom(V,U)

Fiir jede abelsche Pragarbe P auf X gilt dann
Hompyx)(Z(;, P) = Homz(Z, F(U)) = P(U),

funktoriell in P (d.h., Zf stellt den Funktor P+ P(U) dar).

(b) Definiere die abelsche Garbe Z; als die assoziierte Garbe
Ly = aZi; .
Dann gilt funktoriell fiir Garben F' auf (X, 7)

HomSh(Xj)(ZU, F) = F(U) .
Beweis (a): Jeder Morphismus f : ZI; — P ist eindeutig durch fy(1;4,) € P(U) bestimmt.
(b) folgt aus (a) durch die Adjunktion von a und i.
Corollar 5.9 Pr(X) und Sh(X,T) besitzen eine Familie von Erzeugern.

Beweis: (a) Ist P — P’ nicht null in Pr(X), so ist P(U) — P’(U) nicht null fiir ein Objekt
Uin X.
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(b) Entsprechendes gilt in Sh(X,T).
Lemma 5.10 Pr(X) und Sh(X,T) erfillen (AB5).

Beweis Fiir Pr(&X') sind (AB3) und (AB5) klar nach (dem Beweis von) Satz 4.3 (a), (da diese
Aussagen in Ab gelten), und es folgt aus 5.8 (a), dass (Zy)vex eine Familie von Generatoren

bildet.

Fiir Sh(X,T) gilt ebenfalls (AB3) (beliebige Limiten und Kolimiten existieren nach 4.3(a)),
und (ABS5) folgt aus der expliziten Beschreibung der Kolimiten im Beweis von 4.3 (a) und
der Exaktheit des Funktors P~ aP (siehe 4.3 (c)). Damit ist Proposition 5.1 bewiesen.

Definition 5.11 Sei (X, T) ein Situs und U ein Objekt in X'. Der Funktor

HY(U,-):=H(UT;-) : Sh(X,T) — Ab
F ~ HYUF)

ist die i-te Rechtsabbildung (siehe Vorlesung Alg. Geo. III, WS 12/13, Kap. 6) des linksex-
akten Funktors
Fis F(U) = T(U,F) = H(U, F).

H(U, F) heiit die i-te Kohomologie von F' auf U (oder i-te Kohomologiegruppe auf U mit
Koeffizienten in F).

Nach Konstruktion ist also H(U, F) = H'(I'(U)), wobei F < I eine injektive Auflésung
von F in Sh(X,T) ist.

Beispiel 5.12 Ist X ein topologischer Raum und F' eine Garbe auf X, so ist H/(X, F') die
ibliche Garbenkohomologie auf X.

Definition 5.13 Sei f : (X', 7") — (X, T) ein Morphismus von Siten. Dann ist R'f, die
i-te Rechtsableitung des linksexakten Funktors

£t SWX, T = (Sh(X,T).

R f.F heifit das i-te hohere direkte Bild von F.
Hier ist also R'f.F' = H'(f.I'), wobei F' < I eine injektive Auflésung in Sh(X’,T") ist.

Bemerkung 5.14 (a) Nach allgemeinen Eigenschaften von rechtsabgeleiteten Funktoren
(siche Alg. Geo. III, WS 12/13, Satz 6.25) hat man fiir jede kurze exakte Sequenz

(5.14.1) 0=>F -F—=F'—0

von Garben auf (X,7) und jedes Objekt U in X eine lange exakte Kohomologiesequenz

0 — H'(U,F) — HUJF) — H'UF" > H\UF)

~ H“U,F') — H"(U,F) — H"UF") > H"YU,F) —

Diese ist funktoriell in U und funktoriell in den kurzen exakten Sequenzen (5.14.1).
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(b) Entsprechend erhélt man fiir jeden Morphismus von Siten f : (X', 7") — (X, 7T) und
jede kurze exakte Sequenz von Garben auf (X', 7T”)

(5.14.2) 0-G —-G—-G =0

eine lange exakte Sequenz

. S R'f.G' = RL.G = RAG" S RIUAG

Diese ist funktoriell in den kurzen exakten Sequenzen (5.14.2).

Satz 5.15 (a) Sei F' eine abelsche Garbe auf (X, 7). Fiir jeden Morphismus a: V' — U in
X hat man kanonische Restriktionshomomorphismen

(5.15.1) o H(U,F)— H(V,F) (i>0),

die fir ¢ = 0 mit der Restriktion F(U) — F(V) iibereinstimmen, funktoriell in F' sind,
und mit den exakten Sequenzen aus 5.14 (a) vertrdglich sind (d.h., auch vertraglich mit
Verbindungsmorphismen).

(b) Hierdurch erhalten wir eine abelsche Pragarbe
H'(F):Uw H(U,F)
fiir jedes 7 > 0.

Beweis Ist F' < [ eine injektive Auflosung, so haben wir einen Homomorphismus von

Komplexen
I'U)—1(V),

und die Abbildungen (5.15.1) entstehen durch Ubergang zur Kohomologie. Es folgt sofort,
dass man fiir einen weiteren Morphismus g : W — V die Beziehung (a)* = f*«a* hat, wegen
der Transitivitdt der Restriktionen fiir I'. Weiter gilt id;; = id, so dass wir (b) erhalten.
Die weiteren Funktorialitidten in (a) sind ebenfalls aus der Konstruktion klar: Fiir einen
Morphismus von Garben F' — G finden wir einen Morphismus

G——J

]

F——T

von injektiven Auflésungen, der nach Definition die Funktorialitit der Kohomologie liefert,
néamlich die kanonischen Morphismen H*(U, F) = H'(I'(U)) — H'(J (U)) = H(U,G). Dies
zeigt die Vertriglichkeit mit o*. Der Fall der exakten Sequenzen, die aus einem exakten
Diagramm

O T ]f Ff O
0 r J K 0

von Auflésungen folgen, ist analog.
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Satz 5.16 Sei f : (X',T") — (X,T) ein Morphismus von Siten. Fiir jede Garbe F' €
Sh(X’,T") und jedes i > 0 ist R'f,F die Garbe, die zur Priigarbe

U H(f'(U),F)
auf X' assoziiert ist.

Beweis Sei F' < [ eine injektive Auflésung in Sh(X’,T"). Dann ist R f,F = H'(f.I') die
Garbe, die zum Préagarben-Quotienten

U — ker” (f.I' — £ I)(U)/imP(f,. """ — £,1)(U)
ker(I'(fO(U)) — I (fO(U)) fim(I'= 1 (f2(U)) /T (£(U)))

H'(f(U), F)

assoziiert ist.
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6 Spektralsequenzen

Sei A eine abelsche Kategorie.

Definition 6.1 Eine Spektralsequenz in A
Elqu = E’p+q

besteht aus
(a) Objekten E7'? in A fiir alle p, q € Z,
(b) Subquotienten EP? = ZP4/BP4 von EP? fiir alle r > 2,

(c) Morphismen (genannt die Differentiale der Spektralsequenz)

D,q . P4 p+r,q—r+1
art . EPt — EF ,

q
,
(p+rqg—r+1)
P
so dass ot
D,q . D,q pTT,q—
e ker(dbd : EP9 — EF )
r+1 7 ’

im(df_r’qﬂ_l . E;J—T,q-i-r—l N Ef#])
(d) Subquotienten EP? = ZP:4/BP1 von EV? so dass
fiir alle » > 1 (also E24 “kleiner als EP fiir alle r > 17),
(e) Objekten (E™),ez in A mit absteigenden Filtrierungen
E"2...DFPE" D FPTE" D ...

und I[somorphismen
EPa = FpEp+q/Fp+1Ep+q
fiir alle p,q € Z.
Definition 6.2 Die Spektralsequenz heifit endlich konvergent, wenn es fiir jedes (p, q) € Z?
gilt
EPY = FEPI fir r>>0,
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und wenn fiir jedes n € Z die Filtrierung F?E™ endlich ist, d.h.,

0 fiir p>>0,

P n
FrE _{E” fir p<<O.

Manche Spektralsequenzen beginnen auch mit E}?; dann gibt es keine EY?) und alle EP¢
sind Subquotienten von E5.

Wir erkldren nun einiges zum Arbeiten mit Spektralsequenzen.

1) Die Schichten: Fiir jedes r betrachtet man die E,-Schicht aller Terme EP9 und ihrer
Differentiale

q
E1-Schicht: dy
*r———0—0—=0
o =0 =0 =0
p
q
E»-Schicht: ? ¢
. da
[ ] [ ] L ]
p
q
FE,.-Schicht:
p

Es ist d,d, = 0 und F,,; = kerd, /imd,.
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2) Limes/Konvergenz: Sei
EP? = EPta (oder EY? = EP*1)

eine endlich konvergente Spektralsequenz. Wir erhalten das folgende Bild:

\n o

ELn
p+g=mn

/

E'IL,O
"
e

Die Terme, die zu E™ beitragen, stehen auf der Geraden p+¢ = n. Wir haben eine (endliche)
Filtrierung

E"D...DFE"D FPT'E"D ...
und
FPE"/FPHE" = EP1 | ptg=n.
Links steht ein Subquotient von E™, rechts steht ein Subquotient von EPY; weiter ist B4 =

EP fiir r >> 0.

3) Spektralsequenzen im 1. Quadranten: Sei E}'? = EPT? (bzw. EY? = EPT9) eine endlich
konvergente Spektralsequenz mit EY"? = 0 (bzw. EY? = 0) fiir p < 0 oder ¢ < 0.

Lemma/Definition 6.3 (a) Es ist E2? = EP? fiir r > max(p,q + 1).
(b) Fiir E{"? = EP*? gibt es kanonische Morphismen

E* 5 E)"
EM 5 Er.

Diese heifien Kantenmorphismen (edge morphisms).
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(c) Fiir EY? = EPT1 gibt es kanonische Kantenmorphismen

EM 5 EY"
EPY 5 En

Beweis (a):

p—1
(pq) q+1

N

Ist 7 > ¢ + 1, so wird das aus EPY ausgehende Differential dP¢ null (weil es in 0 landet). Ist
r > p, so ist das in EP einlaufende Differential (explizit: d?~"7""~1) null. Gilt beides, so ist
EP =kerd,/imdy, = EP1/0 = EP?. Da dies fur alle hoheren r gilt (und die Spektralsequenz
konvergiert), ist EP? = EPA.

(b): Ist EP = 0 fiir p < 0, so ist (wegen der Konvergenz) E™ = F'E™ und
0,n
BV = ker(E" Ty BT C B0
fiir alle 7, also E%" C E)™. Wir erhalten
e:E" — FOE"/F'E" = EO" s B0

Ist E29 = 0 fiir ¢ < 0, so ist wegen der Konvergenz F"+!'E" = 0 und E!", = coker(E!""~! LN

E™0 ein Quotient von E”. Also haben wir EJ"* — E™° und einen Morphismus
e: B’ — En0 > pnpn PR < B
(c) ist analog.

Lemma 6.4 (Exakte Sequenz der niedrigen Terme) Sei EY"? = EP*9 (oder E5Y = EPT) eine
endlich konvergente Spektralsequenz im 1. Quadranten. Dann hat man eine exakte Sequenz

dO,l
0— E,° S EY S EQV 2 20 5 2

wobei e immer den Kantenmorphismus bezeichnet.
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Beweis Das Bild

(oder der Beweis von 6.5 (a)) zeigt
EY =P E% =kerdy', FE%° = cokerds’.
Hieraus erhalten wir exakte Sequenzen
0— E' S E' S kerdy' — 0

0,1
1 14 2
0— kerdy' — EJ' 2 EYO - E20

und durch Zusammensetzen und Komposition mit F2° C E? die behauptete Sequenz.

Satz 6.5 (a) Sei A* ein Komplex in A, und sei FPA* eine absteigende Filtrierung durch
Unterkomplexe. Dann gibt es eine Spektralsequenz

BP9 = HPTI(FPA*[FPHLAY) = EPY = H7(AY)

(b) Ist die Filtrierung F? bireguldr, d.h.,

0 fir p>>0,

p AT _
Fra _{A” fir p<<0

fiir jedes n € Z, so ist die Spektralsequenz endlich konvergent.
(c) Das FE;-Differential

AP BP9 = HPY(FPATJFPTEAY) — HPYTH(FPHLAT J PP AT = EPT
ist der Verbindungshomomorphismus zur exakten Sequenz von Komplexen

0 — FPHLAYJFPY2A* 5 FPA*JFPT2A* — FPA*JFPYIA* 5 0.

Beweis (a): Fiir r > 1, p € Z und ¢ := n — p setze

FPH™(A") = im(H"(FPA*) — H"(A"))
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sowie

7Pt = im(H"(FPA* [ FPr A% — 22 {n(FPA* | FPHLA®) = BD9)
700 = im(H"(FPA*) o HM(FPA*FPHLAY))

é
B = im(H"L(A* /FPA*) o H™(FPA* ) FPHLA%))
B = im(H Y (Frr i A JFP A% 2 [ (FPA*JFPHLAY))

Hier werden die Morphismen «, a”" und das obere kommutative Diagramm durch das kom-
mutative Diagramm

Fr/prtr 22 pe ) et
Fr " pp/prtl

induziert, wobei wir F™ fiir F"*A* schreiben.

Die Verbindungshomomorphismen 9, 6” und 6" sowie die weiteren kommutativen Diagram-
me werden durch die folgenden kommutativen Diagramme und die zugehorigen langen ex-
akten Kohomologiesequenzen induziert:

5 0 FP A A* | FP 0
&P 0—— FP/Fptl A* [ Fr! A* | FP 0
P 0— = FP/Fptl s pprtljprbl o portljpe ()

Wir erhalten kommutative Diagramme mit exakten Zeilen

opt+rir+l

(1) (Fp/Fp-i-rH) . Hn(Fp/Fp-i-r) o gt (Fp+r/Fp+r+1)

]

Fp/FerrH)ap T+ n(Fp/Ferl) Hn+1(Fp+1/Fp+r+1)

(2) H" (FPEL /PP H"(FP[F7T)) — " H"(F? [ F7*)

l’ép_w,ﬁ\ l

Hn(Fp+1/Fp+r) 6Pt T (Fp+r/Fp+r+1) Hn—i—l(Fp—i—l/Fp—irr—i-l)

Aus (1) folgt ZP%, C ZP9, und aus (2) folgt (durch Umnummerieren p+r ~» p) B2? C B,

Damit folgt insgesamt

O:Bif,q g . qu C Bffl g g ng] g Zgo,q g fol g qu C Zf’q :Ef’q
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Wir benutzen nun das folgende Lemma

Lemma 6.6 Ist
N
©
AT A g

ein kommutatives Diagramm in .4, mit exakter Zeile, so ist im(y’) C im(p), sowie kanonisch

im(p)/im(¢") = im(y).

Beweis: Die erste Behauptung ist klar, und wegen kern = im ¢’ C im ¢ induziert n einen
[somorphismus

imp/im¢ =imp/kern = n(im ) = im(np) = im .

Durch Anwendung von 6.6 folgt nun ein Isomorphismus

(1) (2)

. . (- 2 . q—r+1 —
Opd ZP9 700 = im P [im Pt 22 im B2 im P i P = Bfﬂq Tt petrasrl

Damit definieren wir die Differentiale

517,(1
P9 . P4 — 7P9q | RP:G D9 | 7P9 " p+r,q—r+1 / pptr,g—r+1 p+r,g—r+1 / pp+r,g—r+1
dr 'Er _Z’/‘ /BT _»ZT /Zr+1—>B /Br ;)Zr /Br .

- r+1
Es folgt
kerd? = ZP4 /BPT | imdP? = BYipOTTT prirarl
und damit
kerd?? Z% Epa
im dg—r,q—i—r—l - Bffl - 41

Schliefflich ergeben die kommutativen Diagramme mit exakten Zeilen

(3) H™(FP)
H"(FPt) — H"(A") — H"(A"/F"™)
(4) H" 1 (A" /FP) S H"(F?) H"(AY)

e

H' (A FP) -2 HM(FP ) FPY) —— H(A)FPY

zusammen mit Lemma 6.6 die Beziehungen FPT1H™(A*) C FPH"(A*) sowie

ORNC)
EPY = 729/ BP9 = im oP [im 6" = im p = FPH™(A*)/FPH H™(A*)

Damit sind alle Eigenschaften einer Spektralsequenz gezeigt.
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(b): Die Zusatzbehauptung iiber die Konvergenz ist klar, da die n-te Kohomologie eines
Komplexes C* nur von C"~! — C™ — C™*! abhingt.

(c): Fiir r = 1 lauten die Diagramme (1) und (2)

(1) Hn(Fp/Fp+2) Hn(Fp/Fp-‘rl) srtl2 Hn+1(Fp+1/Fp+2)
l p,1 \
Hn<Fp/Fp+2) L’Q_ Hn<Fp/Fp+1) ﬂQHnJrl(Ferl/FerQ)
(2) 0= HU(F/FrH H" (PP [FPH) — L Hn (PP [ FPH)
i(SPJrL?\ l
0= Hn(Fp+1/Fp+1) 5p+1’1Hn+1(Fp+1/Fp+2) _ Hn+1(Fp+1/Fp+2)

Aus der Definition von d}*? (mit p + ¢ = n) folgt nun, dass d}"* = 6?*12, also der Verbin-
dungshomomorphismus zur exakten Sequenz

0 — FPHY/FPi2 — PPt 5 pP/FPt 0

wie behauptet, denn wegen der Gleicheiten in den obigen Diagrammen ist di? = g = P12,
Ein wichtiges Beispiel fiir Spektralsequenzen ist:

Satz 6.7 (Grothendieck-Leray-Spektralsequenz) Seien F' : A — B und G : B — C links-
exakte Funktoren zwischen abelschen Kategorien, wobei A und B geniigend viele Injektive
haben und F Injektive in G-azyklische abbildet. Dann gibt es fiir jedes Objekt X in A eine
endlich konvergente Spektralsequenz

EP? = RPG(RIFX) = RP(G o F)X

Der Beweis erfordert einige Voriiberlegungen.

Definition 6.8 (a) Ein naiver Doppelkomplex C** in A ist ein kommutatives Diagramm
von Objekten CP7 € A

dP,CH'l
- >~ OP—La+1 > Opatl L, optlgtl N

P,q p+1,9
dry drg
dp—l,q dz[),q

s (rLg ! P4 cptla o

p,q—1
dry

o > P~ Lla—1 > (OPa—1 > Optla—1 - ..

(b) Ein Doppelkomplex in ein entsprechendes Diagramm, in dem alle Quadrate antikommu-
tativ sind, d.h., es ist d?T @28 + db a9 = 0 fiir alle p, q € Z.

45



(c) Der assoziierte Doppelkomplex zu einem naiven Doppelkomplex wie in (a) ist der Dop-

pelkomplex, in dem dy} durch (—1)Pd}} ersetzt wird.

(d) Gibt es ein N € Z mit C?? = 0 fiir p < N oder ¢ < N, so ist der assoziierte totale

Komplex zu einem Doppelkomplex der Komplex T'ot(C**) mit Komponenten

Tot(C**)" = @ (P4

pt+q=n

und Differential
d=d;+dr,

dh. dlera = &+ &

Die folgende Konstruktion ist sehr wichtig fiir die Behandlung und Definition von Spektral-
sequenzen.

Konstruktion 6.9 Sei Tot(I**) der totale Komplex assoziiert zum Doppelkomplex, der
assoziiert zum naiven Doppelkomplex I** ist. Dieser besitzt zwei absteigende Filtrierungen:

(6.9.1) FiTot(I"")"= & I™ , und
rtg;n
(6.9.2) FPTot(I)" = @& I,
r+s=n
s2q

Die entsprechende Spektralsequenzen nach Satz 6.5 lauten wegen
FPTot(I**)/FP  Tot(I**) = IP*[—p)

und
FPTot(I**) ) FE Tot (1) = I —¢]

fiir die erste Filtrierung

ELY = P ) = HOIP) = B0 = HY0(Tot(™)),
und fiir die zweite Filtrierung

nEPY = HPT(1—q]) = HP(I%7) = EPT9 = HPT9(Tot(I™")).
Das d;-Differential der Spektralsequenz ;E*? = EP*? ist der Morphismus

(EPT = HUIP*) — HI(IPT) = BV
der durch den Morphismus von Komplexen
AN LA Lo

induziert wird. Nach 6.5 (c) ist ndmlich fir einen filtrierten Komplex (A*, F?A*) wie in 6.5
das d;-Differential

d;i)’q : Ef’q = HP+Q<FPA*/FP+1A*) N HP+Q+1 (Fp+1A*/Fp+2A*) — E;erl,q
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der Verbindungsmorphismus zur exakten Sequenz von Komplexen
0 — FPHY/ P2 pP/ppt2 o pP/EPEL s ()

In unserer Situation lautet die Sequenz

0—> Fp+1/Fp+2 Fp/Fp+2 Fp/Fp+1 — =0
P —p — 1]
00— [Pt [—p — 1] —==Tot Tany —— [P*[-p] —0,
1P [=p —1]

wobei a und 5 die offensichtlichen Morphismen sind.

Ausgeschrieben erhalten wir eine exakte Sequenz von Komplexen

0 —— Jrtlatl o [ptlg+l o) Jpat2 o [pat2 )

(1)p+1d11T Td T(—l)pdu

+1, +1, q+1 q+1
0 Jptla tla g ratl o ratl ()

a+———(a,0),(a,b) ——b
wobei der mittlere Pfeil, in Elementen ausgedriickt, die Zuordnung

(a,b) — ((=1)""dyza + dib, (—1)7d;1b)

ist. Nach der Standard-Beschreibung des Verbindungsmorphismus (b € 79! mit d;b = 0
wird zu (0,b) € [PTH4 @ [P9+1 geliftet, unter d auf (drb, 0) abgebildet, welches das Bild von
drb € PPl ist) sehen wir, dass dieser die Klasse von b auf die Klasse von d;b abbil-
det, also durch d; induziert ist wie behauptet. Die analogen Aussagen gelten fiir die zweite

Spektralsequenz.

Als nichstes erinnern wir an das bekannte

Lemma 6.10 Sei 0 - A - B — C' — 0 eine kurze exakte Sequenz in A. Hat A geniigend

viele Injektive, so gibt es zu gegebenen injektiven Auflosungen
A= TI"und C — K~

eine exakte Sequenz von injektiven Auflésungen

0 A B C 0,

die gradweise zerfillt.
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Beweis: Man beginnt mit einem Diagramm

0—=1"— '3 K° K° 0
aj X T(B,'Y) TV
0 A B C 0,

in dem 3 eine Fortsetzung von « auf B ist (diese existiert, da I° injektiv ist). Dann sieht man
leicht, dass der mittlere Pfeil (3, 7) ein Monomorphismus ist. Nach dem Schlangenlemma ist
die Sequenz

0—-A'=B'=-C"=0

der Cokerne von «, (3,7) und 7 exakt, und man fihrt fort mit A* < I' und C* — K*, usw.
Wir erhalten hieraus induktiv:

Satz 6.11 (Cartan-Eilenberg-Auflosung) Ist A* ein nach unten beschrénkter Komplex in A,
etwa A" = 0 fiir n < N, so gibt es einen naiven Doppelkomplex (I**, dy, dr;) mit 1P = 0
fiir p < N und ¢ < 0 und einem Morphismus von Komplexen

N0 an.0 JN+1,0 dN+1’DAN+2,0

I

AN aN AN+ aN+1 AN+2

—_— ...

so dass gilt:

(a) Fiir alle p ist AP — IP* eine injektive Auflosung.

(b) Fiir alle p sind ZA? — ZIP* BA? — BIP* und HP(A*) — HY(I**) injektive Auflésungen.
Hierbei sei HY(I**) = HP((I**,d;)) = Kohomologie von [P~1* L N (N /T

ker(AP — APTY) BAP = im(AP~! — AP), ZIP* = ker(IP* a IPT4*) und BIP* = im(IP~1* a
IP*), so dass HY(I**) = ZIP* | BIP*.

Beweis Ohne Einschrinkung sei A™ = 0 fiir n < 0. Dann haben wir eine Kette von Mor-

phismen
ZA® s A" — BA' < ZA' < A — BA? s .

Wiihlen wir injektive Auflssungen ZA° — Z1%* und BA! — BI%*, so erhalten wir nach 6.9
eine exakte Sequenz von injektiven Auflésungen

0 ——= Z1%%C 10+ BI'Y* ——=0

J

0 —— Z A A° BA! 0.

Wihlen wir weiter eine injektive Auflssung H'(A*) < HI™*, so finden wir nach 6.9 eine
exakte Sequenz von injektiven Auflosungen

0 BIY ZIY —— HI[" ——(

0 BAl“—— 7 A! H'(A*) —>0.
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Nun wihlen wir ein injektive Auflosung B2A* — BI%** und erhalten eine exakte Sequenz
von injektiven Auflosungen

0——ZI" ——= " ——= BI** ——0

Jo L)

0—— ZAK Al BA? 0.

Wir koénnen so fortfahren und erhalten einen naiven Doppelkomplex I** mit einer Co-
Argumentation
A*— I

die eine Auflosung von A* in der Kategorie der Komplexe ist, wobei das erste Differential d;
durch die Komposition

Ay Pt — BIPTY sy Z[PTE oy [P

gegeben wird, so dass tatsichlich BIP*1* das Bild von d? und ZIP* der Kern von d?™"*,
sowie HIP* = ZIP* | BIP* = HP(I**,dy).

Wir kommen nun zum Beweis von Satz 6.7. Seien F : A — B und G : B — C linksexakte

Funktoren zwischen abelschen Kategorien mit geniigend vielen Injektiven, wobei F' Injektive
auf G-azyklische Objekte abbildet.

Sei X ein Objekt in A und X < [* eine injektive Auflosung. Fiir A* = FI* ist nach
Definition H"(A*) = H"(FI*) = R"F(A).

Sei
J*,*

]

A*
eine Cartan-Eilenberg-Auflosung wie in Satz 6.11.

Wir betrachten die erste Spektralsequenz des Doppelkomplexes G J**
BV = HYGJP*) = EPT = HPT9(Tot(J**)).

Da AP = FI? G-azyklisch ist, ist H1(GJP*) = 0 fiir ¢ > 0 und H°(GJP*) = ker(GJP? 2y
GJP') = GAP. Hieraus folgt, dass die Kantenmorphismen

R"(GF)(X)=H"(GFI") = H"(GA*) — H"(Tot(GJ""))
alle Isomorphismen sind.
Wir betrachten die zweite Spektralsequenz fiir den Doppelkomplex G J**,
BV = HP(GJY) = EP? = HPY(Tot(GJ"))

Es ist
nEYY=Z,GJ"B,GJP = G(Z;J") By J™9)
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und nach Voraussetzung ist
R"FX = H"(A") — H;(J"")
eine injektive Auflosung. Daher ist
BT = HYy(GH (") = R'G(RIFA)

und wir erhalten die gewiinschte Grothendieck-Spektralsequenz.
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7 Der étale Situs

Definition 7.1 (a) Eine Klasse F von Morphismen von Schemata heile zuldssig, wenn gilt
(M1) Alle Isomorphismen sind in £,

(M2) FE ist abgeschlossen unter Kompositionen (sind ¢ : Y — X und ¢ : Z — Y in FE, so
auch Yo : Z — X),

(M3) E ist abgeschlossen unter Basiswechsel (Ist ¢ : Y — X in £ und ¢ : X’ — X ein
beliebiger Morphismus, so ist der Basiswechsel ¢’ : Y =Y xy X' — X' in E).

(b) Sei E zulissig. Eine E-Uberdeckung (U; <2+ X);c; eines Schemas X ist eine Familie von
E-Morphismen (Morphismen in E) mit Ug,;(U;) = X.

Beispiele 7.2 Wichtige Beispiele von zuldssigen Klassen sind

(a) die Klasse (Zar) aller offenen Immersionen,

(b) die Klasse (ét) aller étalen Morphismen,

(c) die Klasse (fl) aller flachen Morphismen, die lokal von endlichen Typ sind.

¢

Bemerkung 7.3 Sind die betrachteten Schemata nicht lokal noethersch, so sollte man “von
endlichem Typ” durch “von endlicher Prisentation” ersetzen, auch in der folgenden Erinne-
rung.

Erinnerung 7.4 (‘Kohomologie von Schemata’, §3, §4) (a) Ein Morphismus f : Y — X von
Schemata heifit unverzweigt, wenn er die folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt:

(i) f ist lokal von endlichem Typ, m,Oy, = m,, wobei Oy, und Oy, die lokalen Ringe bei
y und z sind und m, und m, deren maximalen Ideale, und fiir alle y € Y ist k(y)/k(z) eine
endliche separable Korpererweiterung, = = f(y) € X.

(ii) f ist lokal von endlichem Typ, und Q%// < =0.

iii) f ist lokal von endlichem Typ, und die Diagonale Ay/x : Y < Y X x Y ist eine offene
(iii) f yp g /
Immersion.

(iv) f ist lokal von endlichem Typ und formal unverzweigt.

(b) Ein Morphismus f : Y — X heifit étale, wenn er die folgenden dquivalenten Bedingungen
erfiillt:

(i) f ist flach und unverzweigt,

(ii) f ist lokal von endlichem Typ und formal étale.

Lemma/Definition 7.5 (a) Sei C eine Kategorie von Schemata und E eine zuléssige Klasse
von Morphismen. Dann bildet C mit den E-Uberdeckungen einen Situs, der mit Cg bezeichnet
wird.

(b) Der kleine FE-Situs eines Schemas X besteht aus allen X -Schemata ¥ — X, deren
Strukturmorphismus Y — X in F liegt, zusammen mit den F-Uberdeckungen, und wird
mit Xg bezeichnet.
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Definition 7.6 Dies definiert insbesondere den kleinen étalen Situs X eines Schemas X.
Unter einer étalen Garbe auf X versteht man im Allgemeinen eine Garbe F' auf dem kleinen
Situs X und ihre étale Kohomologie ist

H.L(X,F):= H(X&, F)
die in Definition 5.3 definierte Kohomologie auf diesem Situs.

Bemerkung 7.7 Nach Alg. Geo. III, Proposition 3.10 sind alle Morphismen in X étale:

Ist
! Y,
X

ein Morphismus von étalen X-Schemata (d.h., ein kommutatives Diagramm mit étalen ¢,
und @), so ist f étale.

Y3

Lemma/Definition 7.8 Seien £ und E’ zwei zuléssige Klassen von Morphismen. Ein Mor-
phismus
f:X' =X

von Schemata definiert einen Morphismus von Siten
f . X/E/ — XE‘

vermoge
fO : Xg — Xi?’
V = V xx X’ ,
falls fiir Vi — V5 in X der Basiswechsel V] xx X' — V5 xx X’ in E’ ist. In diesem Fall
erhalten wir Funktoren

fp: Pr(Xp) — Pr(Xg)
ff Pr(Xg) — Pr(X}y)
fo: Sh(X) — Sh(Xg)

£ Sh(Xp) — Sh(XL),

wobei ff linksadjungiert zu fp und f* linksadjungiert zu f, ist. Die Funktoren fp, ff und
f* sind exakt, der Funktor f, ist linksexakt.

Diese Situation liegt insbesondere fiir £’ = E vor, also insbesondere fiir £ = E = ét. Wir
haben also adjungierte Paare

fp: Pr(X') — Pr(X) ffo Pr(X) — Pr(X'),
fo:r SMX)) — Sh(X«), f*: Sh(Xe&) — Sh(XL),

wobei f, linksexakt ist und die anderen Funktoren exakt sind.

Beweis der Behauptungen: f° definiert einen Morphismus von Siten: Ist Y — X in Xp
(also ein E-Morphismus) und (U; — Y') eine E-Uberdeckung (also eine surjektive Familie
von E-Morphismen), so ist nach Voraussetzung Y x x X’ — X’ in X7,; weiter ist

(Uz XxXI%YXXX/)

52



eine E’-Uberdeckung: die Morphismen sind nach Voraussetzung E’-Morphismen, und fiir
jede surjektive Familie
(Y; == Y)

von Schema-Morphismen und jeden Schema-Morphismus X' — X ist
Vixxy X' =5 Y xx X' =Y

wieder eine surjektive Familie: Ist 4 € Y’ mit Bild y in Y, so gibt es ein i fiir das m; ' (y) =
(Y;), = Yi Xy k(y) nicht-leer ist. Dann ist auch (7)1 (y) = (Vixx X') Xyxyx ¥y = Yixyy =
(Y; Xy y) Xy k(y') = (Y; Xy k(y)) Xie) k(y') # 0. Dies zeigt Eigenschaft (S1) aus 2.7 fiir f°.
Weiter ist fiir jedes Z — X in Xp und jeden X-Morphismus Z — Y (also jeden Morphismus
in Xg) der kanonische Morphismus

(Uz Xy Z) X x X — (Uz Xx X/) XY xxX! (Z X x X,)

ein Isomorphismus. Dies zeigt 2.7 (S2).

Die Exaktheitsbehauptungen folgen aus Satz 4.4, da in Xp und X}, endliche Produkte,
Faserprodukte und damit endliche Limiten existieren (siehe 4.A.22).

Corollar 7.9 Unter den Voraussetzungen von Lemma/Definition 7.8 fiithrt der Funktor
fe : Sh(X%) — Sh(XEg) injektive Garben in injektive Garben iiber.

Beweis Da f, linksexakt ist und das exakte Linksadjungierte f* besitzt, folgt dies aus dem
folgenden Lemma.

Lemma 7.10 Sei F' : A — B ein linksexakter Funktor zwischen abelschen Kategorien.
Besitzt F' einen linksexakten linksadjungierten Funktor G : B — A, so fithrt F' injektive
Objekte in injektive Objekte iiber.

Beweis: Sei I injektives Objekt in A. Dann ist FI injektiv genau dann, wenn fiir jeden
Monomorphismus B’ — B der Morphismus

Homg(B, FI) — Homp(B', FI)
surjektiv ist. Mit der Funktorialitét der Adjunktion erhalten wir ein kommutatives Diagramm

Hompg(B, F1I)

Homg(B', FI)
.

Homy(GB,I)

l

Homy(GB',I)

wobei GB’' < G B ein Monomorphismus ist, da G linksexakt ist. Da I injektiv ist, ist die
untere Abbildung ein Monomorphismus, also auch die obere Abbildung.

Corollar 7.11 In der Situation von Lemma 7.8 haben wir fiir jede Garbe F' auf Xg eine
Grothendieck-Leray-Spektralsequenz

ED? = H?(Xp, RUf.F') = H"(Xpg, F).
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Beweis: Dies folgt mittels Satz 6.7 aus der Tatsache, dass
HY(Xp, f.F) = H(Xp, F')
und der linksexakte Funktor f, Injektive in Injektive, also auch H°(X g, —)-azyklische iiberfiihrt.

Definition 7.12 Sei X ein Schema.

(a) Ein geometrischer Punkt von X ist ein Morphismus
iz : T = Spec(Q) — X,
wobei € ein separabler abgeschlossener (z.B. ein algebraisch abgeschlossener) Korper ist. Ist

x =iz(T) € X, so sprechen wir auch von einem geometrischen Punkt tiber .

(b) Fiir eine étale Prigarbe P auf X und einen geometrischen Punkt wie oben heif3t
Py = (iLP)(z) € Ab
der Halm von P bei 7.

Bemerkung 7.13 (a) Der Funktor

PT(Xét) — &
P —  Ps

ist exakt. Denn nach 7.8 ist il : Pr(X¢) — Pr(Te) exakt. Weiter ist der Funktor

PT(fét) — @
Q@ — Q)

exakt.

(b) Der Adjunktionsmorphismus P — (iz)p(if) P liefert einen Homomorphismus von abel-
schen Gruppen
P(X) = ((iz)p(iz)" P)(X) = ((iz)" P)(@) = P5.

Definition 7.14 Sei F' € Sh(Xe), s € F(X), und T ein geometrischer Punkt.

(a) Das Bild von s unter F'(X) — Fz wird mit sz bezeichnet und heifit der Keim von s bei

x.

(b) Ist U — X étale, so gibt es im allgemeinen keine kanonische Abbildung F'(U) — Fy, aber
jeder Lift von T — X zu U definiert eine solche, und wir bezeichnen das Bild von s € F(U)
in F; wieder mit sz (Offenbar existiert immer ein Lift, wenn es einen Punkt u € U gibt, der
auf das Bild z € X von T — X abgebildet wird).

Definition 7.15 Eine étale Umgebung eines geometrischen Punktes * — X ist ein kom-
mutatives Diagramm

T——U

\ étale

X
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Ein Morphismus von étalen Umgebungen ist ein kommutatives Diagramm

Us

wobei U; und U; étale iiber X sind.

Bemerkung 7.16 Ein kommutatives Diagramm von Schemata

X —=Y

N\

X

entspricht einem X’-Morphismus X’ — Y X x X', d.h., einem kommutativen Diagramm

X' Y xx X'

\A %
X/

bzw. einem Schnitt von pry : Y xx X' — X’ (Kurz ausgedriickt ist Homyx(X')Y) —
Homx/ (X' Y xx X')). Dies zeigt, dass eine étale Umgebung von T — X sich mit einem
Morphismus

T—U Xx T

in Ty identifiziert, wobei U — X étale ist, also einem Objekt in der Kategorie I3 fiir den
Morphismus von Siten Tg; — Xe¢i, U — U xx T (siehe 7.8), der fiir die Definition von if

verwendet wird. Weiter entsprechen auch die Morphismen étaler Umgebungen von 7 — X
den Morphismen in Iz, ndmlich den X-Morphismen U; — U, fiir die

U1 Xx T

T /
T

U2 Xx T

kommutativ ist. Zusammen mit der Definition von iL folgt, dass fiir eine étale Priigarbe P
auf X gilt:

(7.16.1) P;=1im P(U)
—
wobei der induktive Limes iiber alle étalen Umgebungen von 7 — X lduft.

Lemma 7.17 (a) Ist U — X étale und s € F(U) nicht-trivial, so gibt es einen geometrischen
Punkt T von U mit sz # 0 in F5.
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(b) Insbesondere gilt: F' = 0 < F5 = 0 fiir alle geometrischen Punkte T von X.

Beweis (a): Gibt es keine solchen geometrischen Punkte, so besitzt jeder Punkt u € U eine
étale Umgebung V,, — U mit s|y, = 0, und mit der Separiertheit von F' folgt s = 0 (die V,,
tiberdecken U).

(b) ist klar hieraus.

Lemma 7.18 Sei f : &’ — S ein Morphismus von Siten. Bildet f Garben auf Garben ab,
so ist kanonisch fPa = af? (priziser: fPia = iaf" fiir die Einbettungen i : Sh(S) — Pr(S)
und i : Sh(S") — Pr(S")).

Beweis: Sei P eine Prigarbe auf S und F' Garbe auf &’. Dann haben wir Isomorphismen
Hompys(fFiaP,iF) = Homp,s)(iaP, fpiF) = Homps)(iaP,if.F)
= Homgps)(aP, foF) = Hompy(s)(P,ifoF) =2 Hompys) (P, fpiF)
>~ Hompys)(fFP,iF) = Homgpsh(af"P, F)

Hieraus folgt die Behauptung: Nach Voraussetzung ist ffiaP = iG fiir eine Garbe G, und die

erste Gruppe ist isomorph zu Homgys)(G, F). Mit dem Yoneda-Lemma folgt G = afF P,
also fPiaP = jaf"P.

Corollar 7.19 Fiir eine étale Pragarbe P auf X und einen geometrischen Punkt  von X
iSt Pf - (ap)f

Beweis: Fiir iy : T — X gilt P = (il P)(Z) = (@il P)(Z) 2 (iLaP)@) "2 (aP), denn if
fithrt Garben in Garben iiber: Fiir eine Garbe F' auf X gilt
(i F)(117) = [1(£ F)(@),

il il

denn fiir ein Diagramm

N \l
X

existiert die Faktorisierung

d.h., die oben stehenden Morphismen sind kofinal in der Kategorie Iy, und wir kénnen fiir

(fPF)(V) den Limes iiber diese bilden; weiter ist F(IU) =11F ().

Corollar 7.20 Eine Sequenz
(7.20.1) 0=>F —-F—=F' —0
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von étalen Garben auf X ist genau dann exakt, wenn die Sequenzen der Halme
(7.20.2) 0— F,— Fr— F/—0

fiir alle geometrischen Punkte  von X exakt sind.

Beweis (a) Ist (7.20.1) exakt, so ist
0= F —F—F"

exakt als Sequenz von Priagarben, nach Bemerkung 7.13 (a) also
0— FL— Fy — FY

exakt.

(b) Sei umgekehrt 0 — Fi. — Fz — FZ exakt fiir alle geometrischen Punkte 7 von X.

(i) Dann ist I/ — F ein Monomorphismus: Ist ndmlich U — X étale und s € F'(U) im
Kern von F'(U) — F(U), so ist fiir jeden geometrischen Punkt Z von U der Keim sz von s
im Kern von FL — F; , also null, da diese Abbildung injektiv ist. Hieraus folgt aber s = 0
nach 7.17 (a).

(ii) Sei s im Kern von F(U) — F"(U) fiir U — X étale. Nach Voraussetzung liegt dann fiir
jeden geometrischen Punkt T von U der Keim sz im Halm F. — F%. Fiir jedes u € U gibt
es dann einen étalen Morphismus V,, — U, so dass sy, in der Untergruppe F'(V,,) C F(V,,)
liegt. Da (V,,)ucu eine étale Uberdeckung von U ist und F’ und F Garben sind, liegt s in
F'(U) C F(U). Nach (i) und (ii) ist also

0—F —F—F"
exakt.
(c) Sei P der Prégarben-Kokern von F' — F”, also
F{U)— F'(U)— P(U) =0
exakt fiir alle étalen Morphismen U — X. Dann ist
F—F"—aP—0

eine exakte Sequenz von Garben, da der Funktor a (assoziierte Garbe) exakt ist und aF' = F,
aF’" = F'. Damit gelten die Aquivalenzen

F — F' Epimorphismus von Garben

aP =0

(aP)z = 0 fir alle geometrischen Punkte T (nach 7.17 (b))
P; =0 fiir alle geometrischen Punkte T (nach 7.19)

F; — FI surjektiv fiir alle geometrischen Punkte 7,

Tt

da die Halmbildung exakt ist auf der exakten Sequenz von Pragarben
F—-F —-P—=0

(siehe 7.13 (a)).
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Corollar 7.21 Ein Morphismus

(7.21.1) p: = F

von étalen Garben auf X ist genau dann null, wenn die Halmabbildungen

(7.21.2) oz (F1)z — (F2)z

null sind fiir alle geometrischen Punkte = von X.

Beweis: Fiir die nicht-triviale Richtung sei Fjy der Kern von ¢. Fiir die exakte Sequenz
0— Fy— F — I

ist dann .
0— (Fo)z = (F1)z — (F2)z

exakt fiir alle geometrischen Punkte . Wie in (ii) folgt, dass fiir jeden étalen Morphismus
U — X jeder Schnitt s € F1(U) bereits in Fy(U) liegt, also ¢y : F1(U) — Fy5(U) gleich null
ist.
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8 Der étale Situs eines Korpers

Der folgende Satz ist Grothendieck’s Version der (unendlichen) Galoistheorie.

Satz 8.1 Sei k ein Korper, ks ein separabler Abschluss von k und Gy, := Gal(ks/k) die
absolute Galoisgruppe von k. Dann ist der Funktor

¢ = Homy(Spec(ks), —) : Spec(k)ss — C(Gy) = Kategorie der diskreten Gp-Mengen
Y — oY) :=Y(ks) = Homy(Spec(ks),Y)

eine Aquivalenz von Siten, wobei die Grothendieck-Topologie auf C(G},) durch die surjektiven
Familien (M; — M), gegeben ist.

Bemerkung 8.2 (a) Mit der Krull-Topologie (Umgebungsbasis der 1 aus den Untergruppen
Gal(ks/L), fir L/k endlich) ist Gy, eine pro-endliche Gruppe, d.h., ein projektiver Limes von
endlichen Gruppen
Gy = 1}21 Gal(L/k) .
L/k endl. gal., LCks

(b) Gy, operiert von links auf kg, daher von rechts auf Spec k,, daher von links auf ¢(Y).

(c) Eine Gp-Menge M heifit diskret, wenn fiir jedes m € M der Stabilisator Stab(m) := {g €
Gy | gm = m} offen (und damit von endlichem Index) in G, ist.

Fiir mehr Tatsachen iiber pro-endliche Gruppen und unendliche Galoistheorie siche Algebra
IT, SS 2007, Kapitel 1-3.

Wir benutzen (siehe Alg. Geo III, Satz 3.8 (¢))

Lemma 8.3 Ist Y — Spec(k) étale, so ist Y = [] Spec(L;), wobei L;/k endliche separable
icl
Korpererweiterungen sind. Ist Y von endlichem Typ iiber k, so ist I endlich.

Beweis: Fiir die zweite Behauptung siehe loc. cit.. Allgemein besitzt also jedes y € Y eine
offene Umgebung U = ]_[ Spec(L;). Dies zeigt, dass jeder Punkt offen ist, also dass Y die
diskrete Topologie tragt Zusammen folgt die erste Behauptung.

Beweis von Satz 8.1: 1) Ein Umkehrfunktor zu ¢ ist der Funktor

Yv:M=]]M ~— []Spec(Homg,(M;, ks)).

jeJ jeJ

Hierbei sei M; zusammenhéngend, d.h., G}, operiere transitiv auf M;, und Homg, (M;, ks)
wird zur k-Algebra durch die k£ Algebrenstruktur von k. Offenbar ist jede zusammenhéngende
diskrete Gy-Menge von der Form Gy /U mit U < G, offen, und die Zuordnung ist

G /U + Spec(kY).

1 ist quasi-invers zu ¢: Es geniigt, dies fiir zusammenhéngende Gj-Mengen bzw. fiir endliche
separable Korpererweiterungen zu priifen. Sei also M zusammenhéngend diskrete Gp-Menge,
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ohne Einschrinkung M = Gy /U fiir eine offene Untergruppe U C Gj. Dann ist

(M) = Home, (GyJU, k) 5 KV = L Ck,
a — «al)

ein Algebrenisomorphismus. Umgekehrt ist
¢(Spec(L)) = Homy(Spec(ks), Spec(L)) = Homy(L, ks) = Gy /U ,

ein Isomorphismus von diskreten Gp-Mengen, indem die Einbettung L — k, auf 1 € G,
abgebildet wird.

Wir erhalten also eine Kategoriendquivalenz zwischen étalen k-Schemata Y und diskreten G-
Mengen, durch Wahl einer k-Einbettung L < k; fiir jede endliche separable Korpererweiterung
L/k. Aus den folgenden beiden Tatsachen folgt, dass ¢ auch eine Aquivalenz von Siten ist:

2) Es gilt (Y’ xy Y") = (Y xy Y")(ks) = Y'(K;) Xy @, Y"(ks)

3) Ist Spec L' — Spec L étale, so ist L C L’ eine separable Korpererweiterung von k in k;
und die Abbildung Homy (L', ks) — Homy (L, ks) ist surjektiv, wie aus der Algebra bekannt
ist.

Corollar 8.4 Es gibt eine Kategoriendquivalenz

Sh(Spec(k)s) — (diskrete Gy-Moduln),
F —  Fz

wobei Fy der Halm im geometrischen Punkt T = Spec(ks) — Spec(k) ist.
Beweis: Wir zeigen eine allgemeinere Tatsache.

Definition 8.5 Fiir einen Situs & = (X, 7T) sei (X,7)™~ die Kategorie der Garben von
Mengen auf S; diese heif3t auch der Topos zu S.

Satz 8.6 Fiir einen Korper k ist der Funktor

(Spec(k)s)~ — (diskrete Gx-Mengen) ,
F - F;

eine Kategoriendquivalenz.

Hieraus folgt Corollar 8.4, weil sich unter 8.6 offenbar die abelschen Garben und die diskreten
Gr-Moduln entsprechen (als die abelschen Gruppenobjekte in diesen Kategorien).

Beweis von Satz 8.6: Wir haben funktorielle Isomorphien fiir jede Garbe F' auf Spec(k)g:

Fr = li_n>1 F(Spec(L)).
kCLCks
L/kendl. separabel

Da die Kategoriendquivalenz aus Satz 8.1
Spec(L) — Gy /U
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mit U = Gal(ks/L) < Gy zuordnet, und die k C L C k; wie oben allen offenen Untergruppen
U < G}, entsprechen, folgt die Behauptung aus dem folgenden Satz.

Satz 8.7 (a) Sei G eine Gruppe und M(G) die Kategorie der linken G-Mengen. Dann
bilden die surjektiven Familien (M; — M) von G-Mengen eine Grothendieck-Topologie T4
auf M(G), die sogenannte kanonische Topologie. Der Funktor

®: (M(G),Te)” — M(G)
F — Mp=F(G)

ist eine Kategoriendquivalenz mit Quasi-Inversem

v
Fy = Homg(—, M) <+ M.

(b) Sei G eine pro-endliche Gruppe (d.h., ein projektiver Limes von endlichen Gruppen,
versehen mit der pro-endlichen Topologie) und sei C(G) die Kategorie der stetigen G-Mengen
(beziiglich der diskreten Topologie auf diesen Mengen). Dann bilden die surjektiven Familien
(M; — M) von diskreten G-Mengen eine Grothendieck-Topologie, die sogenannte kanonische
Topologie, die wieder mit 75 bezeichnet sei. Der Funktor

o:(C(G),Te)” — C(G)
F o= Mp=F(G) = lm F(G/U)

U<G offen

ist eine Kategoriendquivalenz mit Quasi-Inversem

v
Fy = Homg(—, M) <+ M

Beweis (a) Sei G eine diskrete Gruppe.
(i) F(G) wird wie folgt eine Links-G-Menge: fiir g € G ist die Rechtstranslation mit g

R,: G = G
g = gy
ein Morphismus von Links-G-Mengen und wir definieren eine Links-G-Operation auf F(G)
durch

gr = F(R,)(x)
(Es ist F(Ryy) = F(Ry o Ry) = F(R,) o F(R,), da F kontravariant ist). Die Zuordnung
F~~ F(G) ist dabei offenbar funktoriell.
(i) Fas ist eine Garbe: leicht.
(iii) Wir haben einen funktoriellen Isomorphismus Mp,, — M, da die Abbildung
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(iv) Wir haben einen funktoriellen Isomorphismus Fyy, — F, d.h.,
Homg(N, F(G)) = F(N),

denn fir N = [[ N; ist F(N) = [[ F(IV;) und Homg(N, F(G)) = [[ Homa(N;, F(G));
i€l iel i€l

durch Betrachtung der Bahnen ist also 0.E. N = G JU fir U C G Untergruppe. Wir be-

trachten die Garbenbedingung fiir die Uberdeckung G — G/U. Wir haben eine Bijektion

von G-Mengen

HG — GXG/UG

uelU
gu = (9,9u);
daher ist
F(G/U) = F(G) = F(G Xg/UG):) [T F(G)
uelU
(.osfy)
= Ot eew

exakt, also kanonisch

FG/U) S FG)Y ={fe FU),uf = ffiralleuec U} = Homg(G/U,F(Q))
p(1) ¢

wie gewiinscht.

2. Fall Sei G pro-endlich.
(i) Es ist
Mp = lgn F(G/U),

U<G offener
Normalteiler

und dies wird ein diskreter G-Modul, da nach dem 1. Fall F/(G/U) ein G/U-Modul ist.
(ii) Es folgt auch wieder leicht, dass Fj; eine Garbe ist.
(iii) Fiir M in C(G) ist

Mp,, = lim  Homg(G/U, M) 5 lim MY 5 M.

V<G offen V <G offen

(iv) Nach dem 1. Fall ist weiter fiir jede offene Untergruppe U < G und jeden offenen
Normalteiler U’ < G mit U' C U

F(GJU) S {f € F(G/U') | Tf = f firr alle @ € U/U'},

also insgesamt

F(G/U) = (Mp)" .

und wie oben folgt
Fy(N) = Homg(N, Mgp) = F(N),

denn fiir N = G/U mit U offen in G erhalten wir

f

IR
P
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Bemerkung 8.8 Aus 8.1 und (dem Beweis von) 8.4 folgt: Wir haben eine Kategorienidquivalenz

Sh(Spec(k)e) — C(Gg) = (diskrete Gx-Moduln)
F — F;

mit Quasi-Inversem

M s F mit F(Spec(L)) = M“* fiir L/K endlich separabel .

Corollar 8.9 Sei k ein Korper mit separablem Abschluss ks, und sei Gy = Gal(ks/k)
die absolute Galoisgruppe von k und T : Spec(ks;) — Spec(k). Dann gibt es funktorielle
Isomorphismen fiir alle étalen abelschen Garben F' auf Spec(k) und alle i > 0

H(Spec(k), F) = H'(Gy, Fx),
vertréglich mit langen exakten Kohomologiesequenzen.

Beweis Dies folgt aus der Kategorienédquivalenz

Sh(Spec(k)e) — C(Gg) = (diskrete G-Moduln)
F — F;

und den folgenden beiden Tatsachen:

(i) Es gibt kanonische funktorielle Isomorphismen (siehe 8.8)
F(k) := F(Spec(k)) = FS* .
(ii) H'(G, —) ist per Definition der i-te rechtsabgeleitete Funktor von

M — HY(Gy, M) = M

Etale Kohomologie von Korpern ist also Galoiskohomologie.
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9 Henselsche Ringe

Die Henselschen Ringe und insbesondere die strikt Henselschen Ringe spielen in der étalen
Topologie die Rolle, die in der Zariski-Topologie die iiblichen lokalen Ringe spielen.

Sei A ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m und Restklassenkorper & = A/m.

Lemma/Definition 9.1 Sei x der abgeschlossene Punkt von X = Spec(A).

A heiflt Henselsch, wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen gelten.

(a) Ist f € A[X] normiert und f = go - ho mit go.ho € k[X] normiert und koprim (d.h.,
(g0, ho) = k[X]), so gibt es normierte Polynome g, h € A[X| mit f = g-h, § = go und h = hg

(Hierbei sei f = f mod m in k[X]; entsprechend fiir g und &). Die Polynome g, h sind strikt
koprim (d.h., (g, h) = A[X]).

(a') Ist f € A[X]und f = go-ho mit go  normiert und go und hg koprim, so gibt es g, h € A[X]
mit g normiert, f = g-h, g = go und h = hyg.

(b) Jede endliche A-Algebra ist direktes Produkt von lokalen Ringen B;.

(b") Ist B endliche A-Algebra, so ldsst sich jedes Idempotente e € B/mB (d.h., €2 = eg) zu
einem Idempotenten e € B liften.

(c) Ist f:Y — X quasi-endlich (siehe unten) und separiert, so ist

Y=YV ... 0y,,
wobei gilt: x ¢ f(Yy) und fiir 7 > 1 ist Y; endlich tiber X und Y; = Spec(B;) fiir einen lokalen
Ring B;.

(d) Ist f : Y — X étale und hat Y einen Punkt y mit f(y) = z und k(z) = k(y), so hat f
einen Schnitt s : X — Y (d.h., fs =idy).

(d') Seien fi,..., fn € A[Xy,...,X,] und sei a = (ay,...,a,) € k" mit fi(a) = 0 fiir alle
i=1,...,nund det(0f,;/0z;(a)) # 0. Dann existiert ein ¢ € A" mit ¢ = a und f;(c) = 0 fiir
1=1,...,n.

Definition 9.2 Ein Morphismus f : Y — X von Schemata heifit quasi-endlich, wenn er
endlich préisentiert (bei noetherschen Schemata: von endlichem Typ) ist und endliche Fasern
hat (f~!(z) ist endlich fiir alle z € X).

Ist f étale und endlich présentiert/von endlichem Typ, so ist f quasi-endlich.

Beweis der Aquivalenz der Bedingungen in 9.1:

(a') = (a) ist trivial, bis auf den letzten Satz in (a). Ist f aber normiert, so ist A[z]/(f)
endlich iiber A. Wegen f € (g, h), d.h., (f) C (g, h) ist also auch D = A[X]/(g, h) endlich
iber A, und nach dem Nakayama-Lemma ist D = 0, da D/mD = k[z]/{go, ho) = 0.

(a) = (b): Sei B eine endlich A-Algebra. Nach dem going-up-Theorem (Alg. Geo. I, Satz
6.4) liegt jedes maximale Ideal von B iiber m; also ist B genau dann lokal, wenn B/mB lokal
ist.
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Spezialfall: Sei B = A[X]/(f) mit einem normierten Polynom f.

Ist f eine Potenz eines irreduziblen Polynoms, so ist B/mB = k[X]/(f) lokal, also B lokal.
Andernfalls erhalten wir nach (a), dass f = g - h mit g, h normiert mit Grad > 1 und strikt
koprim, und mit dem chinesischen Restsatz folgt

B = AX]/(f) = A/(g) x A/(h).
Durch Induktion iiber die Anzahl der Primfaktoren von f folgt die Behauptung.

Allgemeiner Fall: Angenommen, B ist nicht lokal. Dann existiert ein b € B, so dass b
ein nicht-triviales Idempotentes in B/mB ist (B/mB ist eine Artinsche k-Algebra, also ein
Produkt von lokalen Ringen). Da b ganz iiber A ist, gibt es ein normiertes Polynom f € A[X]
mit f(b) = 0. Wir haben dann einen Ringhomorphismus (durch Einsetzen von b)

p:C=AX]|/{f)=B , Xw—b.
Betrachte die Reduktion mod m

%:C/mC = k[X]/(f) = B/mB.

4

Ist f =[] p}" mit irreduziblen Polynomen p;, so ist

kIX]/(F) = LLKX1/ i)
und fiir den Quotienten im () gilt

im(P) = k[X]/{g0) = IT KX/ (2}")

mit go = [[p" | f. Dies zeigt, dass das Idempotente b € im (%) zu einem Idempotenten

e € C/mC liftet (die Zerlegungen sind eindeutig). Nach dem ersten Fall existiert also ein

Idempotentes e € C mit e mod m = €, also ¢(e) = b. Daher ist ¢(e) ein nicht-triviales
Idempotentes in B.

Dies liefert eine Ringzerlegung B = Be x B(1 — e) in zwei nicht-triviale Ringe, und induktiv
tiber die (endliche) Anzahl der Komponenten von B/mB folgt die Behauptung.

Beachte: Es gibt eine bijektive Entsprechung fiir kommutative Ringe mit Eins R:

Zerlegung in ein Produkt Idempotente
R =Ry x Ry — (1,0) und (0,1)
R = Re x R(1—¢) +~ eundl-—e
(Beachte: e Idempotentes = 1 — e Idempotentes).
Dies zeigt auch (b) < (V).
(b) = (c): Wir bendtigen:
Satz 9.3 (Stein-Faktorisierung/Zariskis Hauptsatz) Sei f : Y — X ein quasi-endlicher,

separierter Morphismus von Schemata, wobei X quasi-kompakt ist. Dann gibt es eine Fak-
torisierung



wobei f’ endlich und j eine offene Immersion ist.

Bemerkung 9.4 Sei f: Y — X ein Morphismus von Schemata.

(a) f heifit affin, wenn fiir jede affine offene Menge U C X auch f~!(U) affin ist.

(b) f heiit endlich, wenn f affin ist, und fiir jede affine offene Menge U C X der Ringho-
momorphismus I'(U, Ox) — T'(f~1(U), Oy) endlich ist.

Beweis von Satz 9.3: Ohne! Siehe Referenzen in Milne ‘Etale Cohomology’, Seite 6.

Damit betrachte f :Y — X = Spec(A), quasi-endlich und separiert, mit A ein lokaler Ring
wie oben. Sei

vy Ly Lox
eine Stein-Faktorisierung wie in Satz 9.3. Da f’ affin ist, ist Y’ = Spec(B’) affin. Nach (b)
1st

Y'=11Y,
i=1
wobei Y; = Spec(B;) fiir eine lokale endliche A-Algebra B; ist. Sei

Y. =1V

el

das Produkt derjenigen Y;, deren abgeschlossener Punkt y; in Y liegt. Dann ist Y, offen und
abgeschlossen in Y’ und liegt in Y, denn die kleinste offene Umgebung von y; € Y; ist Y;.
Damit ist Y, auch offen und abgeschlossen in Y, und es folgt

Y:)/E)H}/*7

wobei x ¢ f(Yy), also (c).

(c) = (d): Sei f:Y — X = Spec(A) étale und y € Y mit f(y) = z und k(z) = k(y).
Indem wir Y durch eine affine offene Umgebung von y ersetzen, ist ohne Einschrankung f
quasi-endlich und separiert. Nach (c) ist dann ohne Einschrénkung Y = Spec(B) mit B lokal
und endlich iiber A. Da f étale ist, ist

B/mB = B/mp =k(y) =k(z) = A/m.

Nach dem Nakayama-Lemma wird also B als A-Modul von 1 € B erzeugt. Hieraus erhalten
wir eine exakte Sequenz
0—2a—=A—-DB—=0

mit einem Ideal a C A. Da B flach iiber A ist, ist
0—»a®sB— A, B5B®sB—0
exakt. Der Homomorphismus £ identifiziert sich mit
is:B—>B®,4B , b—1®b.

Dieser ist injektiv, da die Komposition mit p : B ®4 B — B, by ® by +> b1by, die Identitét
ist. Es folgt a ®4 B = 0, also auch a = 0, da A — B als flacher Homomorphismus lokaler
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Ringe auch treuflach ist (siehe Corollar 10.4 unten). Also ist A = B und dies liefert den
gewiinschten Schnitt.

(d) = (d): Sei B = A[Xy,...,X,]/{f1,..., fo) und @ = (ay,...,a,) € k” mit f,(a) = 0
(t=1,...,n) und det(9f;/0X;(a)) # 0 in k. Dann entspricht a einem maximalen Ideal von
(B/mB also auch von) B; sei dies mit n bezeichnet. Dann ist det(9f;/0X;) eine Einheit in
B,, also existiert ein b € B ~\ n mit det(0f;/0X;) Einheit in By. Es ist aber

By = A[X1, ..., X, T)/(fry o s bT — 1)

und die zugehorige Jacobi-Determinante ist det(0f;/0X;)b, also eine Einheit. Nach dem
Jacobi-Kriterium ist B, étale iiber A (Alg. Geo. 111, Satz 4.12). Weiter liefert n ein maximales
Ideal von B, iiber m mit Restklassenkorper isomorph zu k& = A/m. Nach (d) existiert also
ein Schnitt s : Spec(A) — Spec(By), d.h., ein A-Homomorphismus B, — A und dies liefert
ein c € A" mit fi(¢c) =0firi=1,...,n und ¢ = a (da n iiber m liegt).

(d') = (a'): Sei f(X)=ap,X"+...+a1 X +ag € A[X] und f = go - ho mit go normiert vom
Grad > 1. Es gilt genau dann
fX)=9g(X) - h(X)=(X"4+b 1 X"+ +by)(cs X+ ... +cp)

mit r + s = n, wenn (b, ...,b,_1,¢o,...,cs) € A" das folgende Gleichungssystem in den
n + 1 Variablen (X, ..., X,_1,Yy,...,Y;) lost:

XoYo = ao
X1+ XYy = o

XoYo + X0Y1 + XoYy = a
(9.1.1) ,

X,aYs+Yer = an
Y; = an

(n + 1 Gleichungen). Die zugehorige Jacobische ist

r S
Yo O Xo O
Yi Yo X1 Xo
Yo V1 Y Xo Xo
J = det Y*s
Y,
1

Dies ist gerade Res(G, H), die Resultante von

G = 2"+ X127 '+ ...+ Xo
H = Ya2*+Y, 12 ' +... +Y,

(siehe etwa Bosch ‘Algebra’, Kap. 4.4). Nach (d') gibt es also eine Losung von (9.1.1), wenn
Res(go, ho) # 0 in k (da dann der Vektor (b,¢) der Koeffizienten von gy bzw. hg das System
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(9.1.1) modulo m 16st und J(b,¢) # 0 ist). Aber nach klassischer Algebra (loc. cit. Korollar
8) ist Res(go, ho) genau dann 0, wenn deg(gy) < r und deg(hg) < s, oder wenn g und hyg
einen gemeinsamen Faktor haben; beides ist nach Voraussetzung nicht der Fall.

Corollar 9.4 Ist A henselsch, so auch jeder lokale Ring B, der endlich iiber A ist, also
insbesondere jeder Faktorring A/.J.

Beweis: Dies folgt mit Kriterium 9.1 (b), da eine endliche B-Algebra auch endlich iiber A
ist.

Corollar 9.5 Ist A henselsch, so ist der Funktor
Bt B®Ra k= B/mB
eine Kategoriedquivalenz

endliche étale ~ endliche étale
A-Algebren k-Algebren

Beweis: Dies folgt mit den Kriterien 9.1(b), (b’) und (d). Details: selbst!

Jeder Korper ist ein henselscher Ring, ebenso jeder artinsche Ring (da jeder artinsche Ring
Produkt von lokalen Ringen ist). Auflerdem gilt:

Proposition 9.6 Jeder vollstéindige lokale Ring ist henselsch.

Beweis Wir benutzen Kriterium 9.1 (d). Sei B eine étale A-Algebra, und sei sg : B/mB — k
ein Schnitt von £ — B/mB. Um einen Schnitt

s:B— A=limA/m"
<

von A — B zu finden, geniigt es, kompatible A-lineare Abbildungen
sy B— A/m"

can

zu finden. Fiir 7 = 1 nehmen wir s; : B =% B/m =% A/m = k. Ist nun s, fiir ein r > 1
gefunden, so folgt die Existenz von s,,; aus der formalen Glattheit von B iiber A (Koh.
Sch., Definition 4.2): Im folgenden Diagramm existiert der Lift s,.; von s,

B%A/mr

NS4l
T ) h SOT
N

A——s A/m™t1
da ker(p,) = m”/m"*! ein nilpotentes Ideal ist.

Lemma/Definition 9.7 Sei A ein lokaler Ring. Es gibt einen henselschen Ring A" mit
der folgenden universellen Eigenschaft: Es gibt einen lokalen Homomorphismus i : A — A",
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und jeder lokale Homomorphismus ¢ : A — B in einem henselschen lokalen Ring B fakto-
risiert eindeutig iiber i (es gibt genau einen Homomorphismus ¢, der folgendes Diagramm
kommutativ macht):

AP heiit die Henselierung von A.
Zur Konstruktion von A" benétigen wir

Definition 9.8 Sei A lokal mit maximalen Ideal m. Eine étale (bzw. essentiell étale) Um-
gebung von (A, m) ist ein Paar (B,n), so dass B eine étale A-Algebra ist (bzw. eine Lo-
kalisierung einer solchen) und n C B ein Ideal iiber m, so dass die induzierte Abbildung
k=A/m — B/n = k(n) ein Isomorphismus ist (Es folgt, dass n ein maximales Ideal ist).

Lemma 9.9 (a) Sind (B,n) und (B’,n’) (essentiell) étale Umgebungen von (A, m) mit
Spec(B’) zusammenhéngend, so gibt es hochstens einen A-Homomorphismus f : B — B’
mit f~!(n') = n.

(b) Sind (B,n) und (B’,n’) (essentiell) étale Umgebungen von (A, m), so gibt es eine (essen-
tiell) étale Umgebung (B”,n”) von A und A-Homomorphismen

mit f~1(n”) =nund (f')"1(n") =1
Beweis: (a) folgt aus dem folgenden allgemeineren Resultat:

Lemma 9.10 Seien f, g : Y/ — Y Morphismen von X-Schemata, wobei Y’ zusammenhéngend
ist und Y étale und separiert iiber X ist. Gibt es einen Punkt 3/ € Y/ mit f(v') = g(¢') =y
und so dass die von f und g induzierten Abbildungen k(y) — k(y') iibereinstimmen, so ist

/=g

Beweis Seien 'y, I'; : Y’ — Y’ x x Y die Graphen von f bzw. g (I'y = (idy, f), analog fiir g).
Dies sind Schnitte von pry : Y/ xx Y — Y’ und prq ist étale und separiert, als Basiswechsel
von Y — X. Die Voraussetzung impliziert, dass I's(y') = I'y,(y/) (Man benotigt auch die
Bedingung an k(y) — k(y), wie das Beispiel y = Y’ = Spec(k’), k" endlich galoisch/k,
X = Speck, zeigt!). Aus Alg. Geo. III, Corollar 3.13 folgt nun, dass I'y = I',, also die
Behauptung, da f = prool'y und g = pro o I'y.

Fiir (b) betrachte B” = B ®4 B’. Die Homomorphismen B — k(n) = k und B’ — k(n') = k
induzieren einen Homomorphismus « : B” — k. Sei n” = ker o, dann leistet (B”,n”) das
Verlangte.
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Hieraus folgt, dass die zusammenhéingenden étalen (bzw. essentiell étalen) Umgebungen von
A ein induktives System bilden, und wir definieren

(A" mh) = lim (B,n) = limn (B,n).
(B,n) étale (B,n) ess. étale
Umgeb. von (A, m) Umgeb. von (A, m)

Beachte: die étalen A-Algebren B sind von endlicher Prisentation und bilden daher ohne
Einschréankung eine Indexmenge.

1) A" ist lokal mit maximalen Ideal m”": Es geniigt zu zeigen, dass A" \ m" aus Einheiten
besteht. Sei € A" repriisentiert durch y € B, (B,n) étale Umgebung von (A, m). Ist
r ¢ m" soist y ¢ n, also y Einheit in B,. Daher existiert ein b € B — n, so dass y eine
Einheit in By ist. Dann ist (B, n,) eine étale Umgebung von (A, m), und das Bild des Inversen
von y in By ist ein Inverses von x, d.h., z ist eine Einheit.

2) Offenbar gilt k¥ = lim B/ng = A"/m".
%

3) A — Al ist ein lokaler Homomorphismus, da m in m” abgebildet wird.

4) AP ist henselsch: Wir benutzen das Schnittkriterium 9.1 (d): Sei A* — C étale, ¢ C C ein

Ideal iiber m" mit k& = k(m") = k(c). Da C von endlichem Typ iiber A" = lim B ist, existiert
H

eine étale Umgebung (By,ng) von (A, m) mit C = By ®4 A" (Betrachte eine Prisentation
C=AMXy, ..., X,]/{f1,..., fm) und ein By, so dass die endlich vielen Koeffizienten der f;
im Bild von By — A" liegen). Damit erhalten wir einen Schnitt

C=By®4limB — lim B
— —
von A" — O wie folgt: Wir betrachten ohne Einschrinkung die kofinale Familie der étalen

Umgebungen (B, n) mit (eindeutig bestimmten!) Morphismus (By,ng) — (B,n), und dann
ist der obige Homomorphismus induziert von den Homomorphismen

By®s B— B , bo ® b+ bob.

5) Universelle Eigenschaft: Sei (C,n¢) henselsch und ¢ : A — C ein lokaler Morphismus.
Wir suchen den Homomorphismus ¢, der das Diagramm

in eindeutiger Weise kommutativ macht. Es geniigt zu zeigen: Fiir alle étalen Umgebungen
(B,n) von (A, m) existiert genau ein Homomorphismus ¢pg, der das Diagramm

x A@B
C

kommutativ macht. Aquivalent ist: In dem kommutativen Diagramm

B®sC

N A

C
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existiert genau ein A-linearer Schnitt B ®4 C' — C von . Aus k = A/m = B/n erhalten
wir aber einen surjektiven Homomorphismus ¢ : B®4 C' — C'/n¢ und einen Isomorphismus
C/nc = (B®4 C)/ker(1)). Da C henselsch ist, erhalten wir also nach 9.1 (d) einen Schnitt
von C' — B ®4 C' wie gewiinscht. Dieser ist eindeutig nach Alg. Geo. III, Corollar 3.13.

Proposition 9.11 (a) A" ist flach iiber A.

(b) Seien
A = limA/m"
&
Ah = lim A"/ (m")"

T

die Komplettierungen von A bzw. A". Dann ist A Al ein [somorphismus.

Beweis (a): A" ist flach als direkter Limes von flachen A-Algebren (Das Tensorprodukt
vertauscht mit direkten Limiten).

(b) Es geniigt zu zeigen, dass A/m” = B/n" fiir alle étalen Umgebungen (B, n) von (A, m).
Aber A/m = B/n und mB = n nach Voraussetzung; also m”"B = n" fiir alle r und

(9.11.1) m"/m 2w /M @y, B/ m'B/m T B =" /n

woraus die Isomorphie A/m" = B/m"*! induktiv folgt, mit dem kommutativen Diagramm
mit exakten Zeilen

0—m"/m™ —=A/m™! ——= A/m" ——0
] |
0——n"/n* ——B/n* —B/n"——0.

Die mittlere Isomorphie in (9.11.1) erhalten wir aus der Flachheit von B iiber A: Deswegen
erhalten wir ndmlich aus der exakten Sequenz

0—=m™ sm" —>m/m =0

die Exaktheit der oberen Zeile im kommutativen Diagramm

(9.11.2) 0—mt'®y B—sm" ®AB*>m’”/mT+l ®a B——0
i i |
0 m B m’B m'B/m"B——0

und die vertikalen Isomorphismen, da die Injektion m” < A wegen Flachheit von B iiber A
eine Injektion m" ® 4 B — A ®4 B = B mit Bild m"B induziert (entsprechend fir r 4 1).
Dabher ist die rechte vertikale Abbildung ein Isomorphismus.

Bemerkung 9.12 Man kann zeigen:

(a) Ist A noethersch, so ist A" auch noethersch.

(b) Sei A integer und normal, mit Quotientenkorper K. Sei K ein separabler Abschluss
von K, Ay der ganze Abschluss von A in K, m C A, ein maximales Ideal {iber m und
Z= C Gal(K,/K) = G die Zerlegungsgruppe, so ist A" = AZw.
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Definition 9.13 Sei X ein Schema und z € X ein Punkt. Eine étale Umgebung von x ist
ein Paar (U,y), mit f: U — X étale, f(y) = z und k(x) = k(y).

Lemma 9.14 (a) Mit den offensichtlichen Morphismen (U, y) — (U’,y'), ndmlich

NS

X

U

U/ 9 y'—>y/7

bilden diese eine kofiltrierende Kategorie.

(b) Es ist
O = lim T(U0Oy) = lim Op,.
X,z =y ( I U) N Uy
U étale (U,y) étale
Umgeb. von = Umgeb. von x

Beweis Analog zum Beweis von 9.7.

Definition 9.15 Ein strikt henselscher Ring ist ein henselscher Ring, dessen Restklas-
senkorper separabel abgeschlossen ist.

Lemma 9.16 (a) Zu jedem lokalen Ring (A, m) existiert ein strikt henselscher Ring (A", mh)
und ein lokaler Morphismus 7 : A — A*", der die folgende universelle Eigenschaft erfiillt: Ist
¢ : A — C ein lokaler Morphismus in einem strikt henselschen Ring (C,m¢), und ist eine
k = A/m-Einbettung

wo : A Jmh — C/ng

vorgegeben, so existiert genau ein lokaler Morphismus ¢ : A%" — C, der das Diagramm

kommutativ macht und die Einbettung ¢y der Restklassenkorper induziert.

(b) Fiir ein Schema X, einen Punkt € X und einen geometrischen Punkt T von X iiber z
1st

h o o~ L . . .
Og(* T = OX,E = llm F(U, OU) = hm OU7 Bild von T -
’ — —
U étale U étale
Umgeb. von © Umgeb. von ©

Beweis Analog zu 9.7.

Lemma 9.17 Sei X ein strikt lokales Schema, also das Spektrum eines strikt lokalen Rings.
Sei x der abgeschlossene Punkt, betrachtet als geometrischer Punkt von X. Dann gibt es fiir
Garben F auf X einen funktoriellen Isomorphismus

F, = H(X,F)
und es ist HY(X,F) = 0 fiir ¢ > 0.
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Beweis: Sei X’ eine étale Umgebung von x. Nach 9.16 existiert genau ein lokaler Schnitt von
X" — X, so dass X initial in der Menge aller étalen Umgebungen von x ist. Nach 9.14 (b)
ist also F, = H°(X, F), funktoriell in F. Da der Halmfunktor exakt ist, ist H?(X,F) = 0
fiir ¢ > 0.

Lemma 9.18 Sei f : X — Y ein endlicher Morphismus, wobei Y ein strikt lokales Schema
ist. Fiir eine étale Garbe F auf X gilt dann

HY(X,F) = [] F,

Xy

HI(X,F) = 0 fir ¢ > 0.

Beweis Da X — Y endlich ist und Y strikt lokal, ist

X = H Spec(Ox ),

wobei x {iber die endlich vielen abgeschlossenen Punkte von X lauft, die gerade die Punkte
tiber den abgeschlossenen Punkten y von Y sind (sieche Lemma 9.1). Jeder der Ringe Ox ,
ist henselsch (sieche Lemma 9.1), und sogar strikt henselsch, da k(x) als endliche Erweiterung
des separabel abgeschlossenen Korpers k(y) wieder separabel abgeschlossen ist.
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10 Beispiele von étalen Garben

Zuerst betrachten wir durch Schemata dargestellte Garben (von Mengen).

Bemerkung 10.1 In einer Kategorie X ist ein Morphismus f : ¥ — X genau dann ein
Epimorphismus, wenn fiir jedes Objekt Z in X der Morphismus

f*:Hom(X,Z)— Hom(Y, Z)
injektiv ist.
Definition 10.2 Sei X eine Kategorie mit Faserprodukten. Ein Morphismus f : ¥ — X
heifit strikter Epimorphismus, wenn fiir alle Objekte Z in X die Sequenz
pri

Y xx Y3V L X

pr2

exakt ist, d.h., f der Differenzkokern von pr; und pry ist, d.h., wenn fiir alle Objekte Z in
X die Sequenz

* pri
Hom(X,Z) 55 Hom(Y, Z) = Hom(Y xx Y, Z)

pr3
exakt ist, d.h., f* der Differenzkern von pri und prj ist (Dies bedeutet insbesondere, dass
f* injektiv fiir alle Z ist, d.h., dass f ein Epimorphismus ist).

Definition 10.3 Ein Morphismus von Schemata f : Y — X heifit treuflach, wenn f flach
und surjektiv ist.

Das folgende Lemma zeigt, dass dies fiir affine Schemata mit Alg. Geo. III, Definition 8.9
iibereinstimmt.

Lemma 10.4 Sei ¢ : A — B ein flacher Ringhomomorphismus. Dann ist dquivalent
(a) ¢ ist treuflach, d.h., fiir einen A-Modul M ist M =0, wenn M ®4 B = 0 ist.

(b) Eine Sequenz M’ — M — M" von A-Moduln ist exakt, wenn B @4 M’ — B®4 M —
B ®4 M" exakt ist.

(c) Spec(B) — Spec(A) ist surjektiv.
(d) Fiir jedes maximale Ideal m von A ist mB # B.

Beweis (a) = (b): Angenommen, M’ 5 M % M" wird exakt nach Tensorieren mit B.
Wegen der Flachheit von B iiber A ist im (@) ® 4 B = im((¢ ® id) o (¢ ®id)) = 0, nach (a)
also im(yp) = 0, d.h., ¥y = 0. Ebenso ist ker(¢) /im(p) @4 B = ker(¢ ®id) /im(poid) = 0,
also ker(y)/im(p) = 0.

(b) = (a): 0 = M — 0 ist genau dann exakt, wenn M = 0.
(a) = (c): Fiir jedes Primideal p C A ist B ®4 k(p) # 0, also

Spec() ™" (p) = Spec(B @4 k(p)) # 0.
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(¢) = (d) ist klar, da die Primideale iiber m den Primidealen von B/mB entsprechen.

(d) = (a): Sei 2 € M,z # 0, und N = Ax C M. Wegen der Flachheit von B iiber A
geniigt es zu zeigen, dass B ®4 N # 0 (dann ist auch B ®4 M # 0). Aber N = A/J fur
ein Ideal J ; A, also B4 N = B/JB. Ist m C A ein maximales Ideal mit J C m, so ist
JB CmB # B, also B/JB # 0.

Corollar 10.5 Ein flacher Morphismus von lokalen Ringen ¢ : A — B ist treuflach.

Beweis Dies folgt aus 10.4 (d), da nach Voraussetzung ¢(m) C n fiir die maximalen Ideale
m und n von A bzw. B.

Satz 10.6 Sei f : Y — X ein Morphismus von Schemata. Ist f treuflach und von endlichem
Typ, so ist f ein strikter Epimorphismus.

Beweis Fiir jedes Schema Z haben wir die Exaktheit von
Hom(X,Z) — Hom(Y,Z) = Hom(Y xx Y, Z)

Zu zeigen.

1. Fall: Seien X = Spec(A),Y = Spec(B) und Z = Spec(C) alle affin. In diesem Fall
identifiziert sich die obige Sequenz mit

Hom(C,;A) - Hom(C,B) = Hom(C,B ®4 B),
und die Behauptung folgt aus der Exaktheit von

A —- B — B®aB ,
b — b1—-1®5b

die (fiir treuflaches A — B) in Alg. Geo. 111, Satz 8.12 gezeigt wurde.

2. Fall Seien X = Spec(A) und Y = Spec(B) affin und Z beliebig. Sei h € Hom(Y, Z)
gegeben, mit hpry = hpry. Wir haben zu zeigen, dass genau ein g € Hom(X, Z) mit gf = h
existiert.

Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit von ¢ (falls es existiert). Seien ¢i,9o : X — Z
gegeben mit g, f = ¢of. Dann miissen g; und go als Abbildungen topologischer Raume
iibereinstimmen, da f surjektiv ist. Sei € X, und sei U eine affine offene Umgebung von
g1(z) = g2(x) in Z. Dann gibt es ein a € A mit g;(D(a)) = g2(D(a)) C U. Weiter ist B,
treuflach iiber A,. Aus dem 1. Fall folgt also ¢1|p(@) = g2|p(a) als Schema-Morphismen, also
die Eindeutigkeit von g.

Sei nun A : Y — Z mit hpr;y = hpry gegeben. Wegen der bewiesenen Eindeutigkeit von g
geniigt es, g lokal zu definieren. Sei x € X, y € Y mit f(y) = z, und U C Z eine affine offene
Umgebung von A(y) in Z. Wir benutzen nun

Lemma 10.7 Sei f : Y — X flach und von endlichem Typ. Dann ist f eine offene Abbildung.
Beweis Siehe Milne, ‘Etale Cohomology’, S. 14, Th. 2.1.

In unserer Situation ist also f(h~*(U)) offen in X. Wir haben ein Diagramm

75



y x
Y XXY:;Y—f>X:SpeC(A)
h

h(y) e U C Z

Nach 10.7 existiert ein @ € A mit z € D(a) C f(h~'(U)). Dann ist f~'(D(a)) € A~ 1(U),
denn ist x; € D(a), also x; = f(y1) mit h(y1) € U, und ist yo € Y mit f(y2) = x1, so gibt
es wegen f(y1) = f(ye) einy € Y xx Y mit pri(y') = y1 und pra(y’) = y2 (betrachte einen
Punkt von 3; X, y2 und dessen Bild in Y x x V). Es folgt

h(y2) = hPM(?/) = hp?”l(?/) =h(p) €U,

also yo € h™1(U).
Ist b € B das Bild von a, so ist D(b) = f~}(D(a)), also h(D(b)) C U, und nach dem 1.

Fall erhalten wir g|p(). Wie vorher erklért, verkleben sich diese lokalen Losungen zu einem
globalen g.

3. Fall: Seien X,Y und Z beliebig. Es ist leicht, auf den Fall zu reduzieren, wo X affin
ist (withle eine affine offene Uberdeckung und deren Urbild in Y'; wegen der Eindeutigkeit
verkleben sich die Morphismen g auf der Uberdeckung). Da f quasi-kompakt ist, ist ¥ =
Y; U...UY, dann endliche Vereinigung von affinen offenen Teilmengen. Sei

n

Dann ist Y* affin und Y* — Y treuflach. Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

Hom(X,Z)—— Hom(Y, Z) Hom(Y xxY,7Z)

i |

Hom(X,Z)——= Hom(Y*,Z) —= Hom(Y* xx Y*, Z),

in dem die untere Zeile nach dem 2. Fall exakt ist. Weiter ist die mittlere vertikale Abbildung
offenbar injektiv (Hom(—, Z) ist eine Zariski-Garbe auf V). Die Exaktheit der oberen Zeile
folgt nun durch eine Diagrammjagd.

Bevor wir Satz 10.6 zur Konstruktion von Garben verwenden, stellen wir noch ein niitzliches
Garbenkriterium vor.

Proposition 10.8 Eine Prigarbe P (von Mengen oder abelschen Gruppen) auf X4 (bzw.
Xj) ist genau dann eine Garbe, wenn gilt:

(a) Fiir jedes U € X¢ (bzw Xj) ist die Restriktion von P auf U eine Zariski-Garbe.
(b) Fiir jede étale Uberdeckung (U’ — U), wobei U und U’ affin sind, ist

P(U)— PU") = P(U xy U

exakt.
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Beweis Offenbar sind die Bedingungen notwendig. Gilt umgekehrt (a), so gilt fiir jede dis-

junkte Summe V' = [[V; von Schemata
J

pV)=11PV)).

Fiir eine Uberdeckung (U; — U) ist also die Sequenz

isomorph zur Sequenz
(10.8.2) P(U) — P(U") = P(U xy U")
fiir die Uberdeckung U’ — U mit U’ = [[ U;, denn

(ITU:) xu (I1V:) = LJIU xu Uj.

Gilt (b), so ist die Sequenz (10.8.1) fiir jede Uberdeckung (U; — U);c; mit endlichem [
und affinen U; und U exakt, da dann [[U; affin ist: Spec(A) ][] Spec(B) = Spec(A x B).
Fiir beliebiges (U; — U) schreibe U als die Vereinigung von affinen offenen Mengen U,
U = UU;, und schreibe f:U =11Uj - U. Dann ist f~'(U;) = Y U}, mit affinen offenen

j
Teilmengen U/, C f~1(U;). Da U’ — U flach und lokal von endlichem Typ ist, ist U}, — U;
von endlichem Typ (da beide Schemata affin ist), also f(U},) offen in U; nach Lemma 10.7. Da
U; (als affines Schema) quasi-kompakt ist, gibt es daher eine endliche Indexmenge E; C K;
mit U; = kéJE f(UL), d.h., (U, — Urer, ist eine Uberdeckung. Indem wir alle Morphismen

der Form U}, — f(U},) fir k € K; — E; hinzunehmen, kénnen wir annehmen, dass alle K
endlich sind, und U’ = UU},.. Betrachte dann das kommutative Diagramm

P(U) P(U) PU xy U")

|

TP

} 3

[1PU: <o U;) "I PULNT;,).

ij Kkt

[TITP(U} xu U)
ikt

Nach 10.8 (a) sind die beiden ersten Spalten exakt, und nach der Vorbemerkung iiber
(b) ist die zweite Zeile exakt (k lduft in der endlichen Menge K; fiir die U},). Daher ist
P(U) < P(U’) injektiv, also die Priagarbe P separiert (da (U; — U) beliebig war). Hieraus
folgt wiederum die Injektivitat des unteren Pfeils. Eine leichte Diagrammjagd zeigt nun die
Exaktheit der oberen Zeile.

Corollar 10.9 Fiir jedes X-Schema Z ist der durch Z dargestellte Funktor

Homx(—,Z):Uw Z(U) := Homx(U, Z)
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eine Garbe von Mengen auf X und Xy.

Beweis Bedingung 10.8 (a) ist bekannt (Verkleben von Morphismen). Bedingung 10.8 (b)
folgt aus Satz 10.6: Ist f : U’ — U ein surjektiver étaler (oder flacher) X-Morphismus, mit
U und U’ affin, so ist f treuflach und von endlichem Typ, nach 10.6 also

Hom(U,Z) — Hom(U', Z) = Hom(U' xy U, Z)

exakt. Seien 7y : U — X, 7y : U — X und 7z : Z — X die Strukturmorphismen. Wir
haben ein kommutatives Diagramm

mx(U Z HHOmx(U/ Z) s HOmx(U/ XU U/,Z)

|

Hom(U xy U', Z)

Hom(U, Z)——— Hom(U', Z)

(
o e
(

Hom(U, X C—>HOTrL(U’,X)

Ty
in dem die mittlere Zeile fiir alle Schemata Z exakt ist, so dass auch der untere Morphismus
f* injektiv ist. Weiter gilt
Homx((U,Z)={g9€ Hom(U,Z) | (72).(9) = 129 = 7},
entsprechend fiir Homx (U’, Z). Hieraus folgt die Exaktheit der oberen Zeile im Diagramm.

Corollar 10.10 Fiir jedes (abelsche) Gruppenschema G {iber X ist der durch G dargestellte
Funktor eine Garbe von (abelschen) Gruppen auf X¢ und Xj.

Beispiele 10.11 (a) Die Garbe Go x = X Xgpeez) Gaz = X Xspec(z) Spec(Z[T)) liefert fiir
jedes X-Schema U
Gux(U)=T(U,0p),

und heilt die additive Gruppe iiber X.

(b) Die Garbe Gy, x = X Xspec(z) Gm, mit G,, = Spec(Z[T, T~']) liefert fiir jedes X-Schema
U
Gm7X(U) - F(U7 C)U)>< = F(Uv O;}) 5

und heilt die multiplikative Gruppe iiber X.

(c) Fiir jedes n € N sei pu,, die Garbe X Xgpee(z) Spec(Z[T]/(T™ — 1)). Diese liefert fiir jedes
X-Schema U
pn(U) = {a € (U, Oy)*|a" =1},

und heifit die Garbe der n-ten Einheitswurzeln.

Lemma 10.12 Die Sequenz von Garben

1= pu,—G,, > G,
a — a"
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ist exakt.

Beweis: Fiir jedes X-Schema U ist

n

1 1y (U) —— G

AaF—>aq

exakt.

Proposition 10.13 Sei n invertierbar auf dem Schema X (< Fiir alle z € X wird n nicht
von char(k(zx)) geteilt). Dann ist die Sequenz von étalen Garben auf X

1= pup, =G, >G,, =1
exakt. Fiir beliebiges n ist die Sequenz
1=ty =G 5G,, =1

von flachen Garben exakt. Die obigen Sequenzen heiflen die Kummersequenzen.

Beweis Es ist nur zu zeigen, dass G,, — G,,, unter den gemachten Annahmen ein Epimor-
phismus ist. Wir benutzen das Kriterium 4.2 (d). Sei U ein Schema und s € G,,,(U). Durch
Ubergang zu einer affinen offenen Uberdeckung ist ohne Einschrinkung U = Spec(A) affin
und s = a € ['(U,Op)* = A*. Dann ist B = A[T|/(T™ — a) eine treuflache A-Algebra
von endlichem Typ, also V = Spec(B) — Spec(A) = U eine flache Uberdeckung, und fiir
a € A* C B* gibt es ein b € B* (némlich das Bild von 7" in B) mit " = a. Nach dem
Exaktheitskriterium von 4.2 (d) ist G,, -+ G,, also ein Epimorphismus von flachen Garben.
Ist n invertierbar auf X, so ist n € A* und daher B eine étale A-Algebra, also G,, — G,,
ein Epimorphismus von étalen Garben.

Lemma 10.14 Sei X ein Schema. Fiir jede Gruppe G ist die zugehorige konstante Zariski,
étale oder flache Garbe Gx (d.h., die Garbe assoziiert zur konstanten Prigarbe G mit
GP(U) = G fiir alle U — X) darstellbar durch das Gruppenschema

QX:HX:HX[Q]

geG geG

mit dem offensichtlichen Gruppengesetz.

Beweis Betrachte die Kategorie Sch/X aller X-Schemata. Man sieht sofort, dass fiir jedes
X-Schema Y gilt:

Gy (Y)=Homx(Y,Gx)={¢:Y — G | ¢ lokal konstant}

(Ist ¢ : Y — G lokal konstant gegeben, so ist Y = ] ¢~ *(g)). Weiter ist G eine Garbe
geG
fiir alle drei betrachteten Topologien, nach 10.10. Schliellich ist fiir die zu G assoziierte

Zariski-Garbe G4
GZ(Y)={p:Y = G| plokal konstant}
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(Alg. Geo. 11 UA 13). Da dies bereits eine Garbe fiir alle drei betrachteten Topologien liefert,
folgt die Behauptung.

Bemerkung 10.15 Ist X lokal-noethersch, so gilt
Gx(Y) = G

fiir alle Y — X, die lokal von endlichem Typ (und damit wieder lokal-noethersch) sind, siehe
Alg. Geo. I1 UA 13).

Proposition 10.16 Sei X ein Schema der Charakteristik p > 0 (< der Morphismus X —
Spec(Z) faktorisiert iiber Spec(FF,) < fiir jedes offene U C X ist pI'(U, Opy) = 0). Sei

F Ga,X — Ga,X
der Frobenius-Homomorphismus: Fiir U — X flach (oder étale) sei
F F(U, OU) — F(U, OU)

der Ringhomomorphismus (!)
a+— af

(dies ist additiv, da pa = 0). Dann hat man eine exakte Sequenz von flachen (oder étalen)
Garben
0— Z/pZX — Ga,X Fi}l G&X — O,

(genannt Artin-Schreier-Sequenz), wobei Z/pZyx die zur abelschen Gruppe Z/pZ assozi-
ierte konstante Garbe ist, die durch das Gruppenschema

Z/pL, = X Xspec(r,) Spec(F,[T]/(T" —T))
repriasentiert wird.

Beweis: Wegen
T —T = [[ (T —1)

icFy
in F,[T7] ist
p—1
[T =T = [ Fy,

also Spec(IF,[T]/(T?—T')) kanonisch isomorph zum konstanten Gruppenschema Z/pZsgpec(r,)-
Weiter ist fiir jedes X-Schema Y

Homx(Y.Z/pZ) = Hom(Y.Z/pZ,)
= Hom(F,[T]/(T? —T),T(Y,0y)) = {a € T(Y,0y) | a* —a =0} .

Dies zeigt auch die Exaktheit von

0— Z/pZX — Ga,X F—_>1 Ga,X .
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Weiter ist F'— 1 ein Epimorphismus von Garben fiir die étale (und flache) Topologie, da fir
U = Spec(A) C Y affin offen und a € A

V = Spec(A[T)/{(IT? =T —a)) - U
eine étale Uberlagerung ist, so dass a = (F — 1)b = b — b fiir b = Bild von T in B =
A[T) /(TP =T — a).

Lemma/Definition 10.17 Sei wieder X ein Schema der Charakteristik p > 0 und sei
ap, x € G, x die Untergarbe, die durch

o, x(U) = {a € D(U,0p) | a” = 0}

definiert wird. Dann wird «ay, x durch das Gruppenschema X Xgyec(r,) Spec(F,[T]/(T7)) dar-
gestellt. Die Sequenz

F
0— Op x — Ga,X — Ga,X

ist exakt fiir die Zariski oder étale Topologie. Die Sequenz
0— Op X — Ga,X E) G%X —0

ist exakt fiir die flache Topologie, aber im Allgemeinen nicht fiir die étale Topologie.

Beweis: Die ersten Aussagen sind klar. Der Morphismus F' ist ein Epimorphismus in der
flachen Topologie, weil fiir jede F,-Algebra A die Algebra B = A[T|/(T? — a) treuflach tiber
A ist. Fiir einen separabel abgeschlossenen Korper L ist der Frobenius

F
L — L
a — af

aber im Allgemeinen nicht surjektiv, aufler wenn L ein vollkommener (perfekter) Korper ist.

Lemma/Definition 10.18 Sei X ein Schema und M ein quasi-kohérenter O x-Modul. Dann
1st

U — I(U,M ®0, Op)

(my : U — X ein X Schema) eine Garbe auf (Sch/X)g, dem Situs aller X-Schemata mit der
flachen Topologie. Hier steht M ®o,, Oy fiir 7;' M ®,-10, Oy = 75;M, das quasi-kohirente
Pull-Back. Insbesondere liefert dies auch eine Garbe auf den kleinen Siten X und Xy, die
wir mit Mg, bzw. My bezeichnen.

Beweis Wir benutzen die Kriterien aus Satz 10.8. Bedingung 10.8 (a) ist klar, da M ®o, Oy
nach Konstruktion eine Zariski-Garbe auf U ist. Fiir 10.8 (b) sei U’ = Spec(B) — Spec(A)
affin und treuflach. Dann entspricht M®eo, Oy einem A-Modul M, M®e, Oy dem B-Modul
B ®4 M, und wir haben die Exaktheit von

M—-B®s M =B®sB®s M

zu zeigen. Diese wird in Satz 14.6 bewiesen.

Bemerkung 10.19 Der Fall G, x = Ox ¢ ist ein Spezialfall.
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11 Der Zerlegungssatz

Sei X ein Schema, i : Y < X eine abgeschlossene Immersion und j : U — X die offene
Immersion fiir das offene Komplement U = X — Y.

Ist F eine étale Garbe auf X, so ist | = ¢*F eine étale Garbe auf Y und Fy, = j*F eine

étale Garbe auf U. Sei F %% J«j* F die Adjunktions-Abbildung (die unter dem Isomorphismus
Homy (j*F,7*F) = Homx (F, j.j*F) gerade id;«p entspricht).

Dann liefert i*(ad) einen Morphismus
bp Fy=i'F — i*j.*F = i*j.Fy .
Zu jeder Garbe F' auf X konnen wir also das Tripel (F}, F», ¢r) assoziieren.
Sei T'(X,Y) die Kategorie der Tripel (F}, Fy, ¢), wobei F} eine étale Garbe auf Y, F, eine

étale Garbe auf U und ¢ : F; — i*j,F5 ein Morphismus von étalen Garben auf Y ist.

Morphismen
(F1>F27¢> — (FllaFé’gb,)

sind Paare (11,1s), wobei ¢ : F; — F| und 1y : F5 — Fj Morphismen von Garben auf Y
bzw. U sind, so dass das Diagramm

(11.0) F—%i*j.F,
¢1l li*j*(wz)

/ e

Fy ——=1"j. F}

kommutiert.

Satz 11.1 Sei der Funktor
t:Sh(Xe) — T(X,Y)

wie folgt definiert:
(i) Einer Garbe F' € She(X) sei das Tripel (i*F, j*F,1*(ad) : i*F — i*j,j*F') zugeordnet.
(ii) Einem Morphismus ¢ : F' — F’ sei der Morphismus

() = (hr =i"(p)  i"F = i F' iy = jTp : j°F — j*F)

zugeordnet.

Dann ist ¢ eine Kategoriendquivalenz.

Beweis ¢ ist wohldefiniert: das Tripel in (i) ist nach der Vorbemerkung in 7°(X,Y’), und
1 (p) ist ein Morphismus in 7'(X,Y), da das Diagramm

(11.1.1) b
i*(w)i li*j*j*(w)
7 (adF’.)* .

F —— 15, F'
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kommutativ ist (Funktorialitdt der Adjunktion und dann Anwendung des Funktors *).

Wir definieren nun ein Pseudo-Inverses s fiir t. Fiir ein Tripel (F, Fy, ¢) sei s(Fi, Fa, ¢) €
Sh(Xg) das Faserprodukt von i, F; und j,F» iiber i,i*j, Fy, also das Diagramm

(1112) S(Fl,F2,¢)*>j*FQ
ok

kartesisch. Diese Zuordnung ist funktoriell, da die Bildung des Faserprodukts funktoriell ist:
Jeder Morphismus

(¢1>¢2) : (F17F27¢) — (F1/7 F2/7 ¢,)
induziert einen Morphismus

S(F17F27¢)—>8<F1/7F2/7¢)7

wegen der Kommutativitdt von (11.0) und der Funktorialitdt von ad;. Dies liefert einen
Funktor s : T(X,Y) — Sh(X).

Wir konstruieren nun einen Isomorphismus von Funktoren id — st.

Fiir jede Garbe F' in Sh(X;) ist das Diagramm

(11.1.3) P

adi(F)l
ivt*(ad;) .
i P e

J«J"F

ladi(j*j*F)

kommutativ, wegen der Funktorialitdt der Adjunktionsabbildung ad; (in Garben). Nach der
universellen Eigenschaft des Faserprodukts (11.1.2) fiir das Tripel

(Fl, FQ, ¢) = (Z*F7J*F, Z*(adj)) = t(F)
induziert (11.1.3) einen kanonischen Morphismus
a:F — s(i"F,j°F,i*(ad;)) = st(F).

Wir zeigen, dass (11.1.3) ebenfalls kartesisch ist; dann folgt, dass « ein Isomorphismus ist.

Hierfiir geniigt es zu zeigen, dass das Diagramm kartesisch ist, wenn man zu den (geometri-
schen) Halmen iibergeht, da die Bildung der Halme eine konservative Familie bildet.

Ist aber x ein geometrischer Punkt iiber U, so erhalten wir das Diagramm

FfHFf

|

0——0
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welches kartesisch ist. Ist = {iber Y so erhalten wir das Diagramm

Fr—— (j.j"F)z

J

Fr—— (JuJ"F)z
was wiederum kartesisch ist.

Weiter haben wir einen Isomorphismus von Funktoren ts — id. Ist namlich
(FI; FQ, ¢ : F1 — Z*j*F2)

ein Objekt in T'(X,Y), so ist s(Fi, Fy, ¢) durch das kartesische Diagramm

(1114) S<F17F2,¢> j*F
.
(3 (AN

definiert. Wenden wir den Funktor ¢* an, so erhalten wir wieder ein kartesisches Diagramm

i*S(Fl, FQ, ¢) —— Z*j*FQ

a3 Ji

Fl Z*]*FQ 9

da i* ein exakter Funktor ist (siche 7.8) und i*(ad;) = id nach Definition der Adjunktions-
abbildung ad;, sowie kanonisch und funktoriell i*i, F} = F} fiir jede étale Garbe auf Y nach
dem folgenden Lemma. Damit ist £, ein Isomorphismus.

Entsprechend wenden wir j* auf (11.1.4) an und erhalten das kartesische Diagramm

. B .
J 3(F17F2,¢) — J I

| |

0 0,

also einen Isomorphismus
. By . ~
Ba:j 8(F17F2,¢)f?] JuFo = I3,

wobei der letzte Isomorphismus nach dem folgenden Lemma gilt.

Schliefflich ist folgendes Diagramm kommutativ:

i*(ad;) : s(F Fy, @) —= 175" s(F1, Fa, ©)
Blil le*]*(BQ)
¢ .
Fl ? j*FQ )

so dass wir einen [somorphismus

tS(Fl,F2,¢> % (Fla F27¢>
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erhalten.

Lemma 11.2 (a) Fiir eine étale Garbe F; auf Y ist die Adjunktionsabbildung Ad; : i*i, F; —
I} ein Isomorphismus.

(b) Fiir eine étale Garbe Fy auf U ist die Adjunktionsabbildung Ad; : j*j.F> — F ein
Isomorphismus.

Beweis (a) Nach Lemma 9.18 haben wir fiir jedes y € Y und jeden geometrischen Punkt 7
iiber y einen kanonischen Isomorphismus

(b) Fiir eine étale Garbe F auf U und einen étalen Morphismus X’ — X ist nach Definition
JGRU) = lim (P,
(X B)el
wobei Iy die Kategorie aller Paare (X', ) mit X’ in X¢ und einen Morphismus ¢ : U" —

U xx X' ist, wobei Morphismen kommutative Diagramme

UXXX”

7

U’ (idx f)

™~

UXXX/

mit f: X” — X’ sind (siche den Beweis von Proposition 3.2), und wobei I/} die zu Iy duale
Kategorie ist.

Aber in unserer Situation hat [y das initiale Objekt U — U x x U’ (mit offensichtlichem
Morphismus), denn fiir ein Objekt ¢ : U" — U x x X’ haben wir einen Morphismus « : U’ —
X’ und deshalb einen kanonische Morphismus

UXXU/

7

U (idxa)
N
UxyxX'.
(Beachte, dass U' — U — X ein étaler Morphismus ist). Hiermit folgt
JPGFIU) = F(U xx U) = F(U').
Da F bereits eine Garbe ist, folgt j*j.F = F.

Da s and t inverse Abbildungen auf Morphismen induzieren (dies kann wiederum auf den
Halmen berprft werden, da diese eine konservative Familie bilden), erhalten wir, dass t eine
Kategoriendquvalenz mit quasi-inversem s ist.
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Bemerkung 11.3 Aus Satz 11.1 folgt insbesondere, dass T'(X,Y) = SH(Xg) eine abelsche
Kategorie ist. Man sieht leicht, dass eine Sequenz in T(X,Y)

0— (F},F,¢") = (F1, F3,0) = (F{, Fy,¢") = 0
genau dann exakt ist, wenn die Sequenzen
0—>F - F —F' =0

und
0= Fy— F,— F) —0

exakt sind, denn eine Sequenz
0O=F -F—=F' =0
ist genau dann exakt, wenn
0= F —-i'F =i F"—=0

und
0= j'F' = j*F = F" =0

exakt sind (betrachte die Halme).

Definition 11.4 Identifizieren wir S(X¢) mit 7'(X,Y), so definieren wir die folgenden sechs
Funktoren . '
& &
S(Yer) &5 S(Xa) & S(U«)
& &
durch . '
Ao (FFu) . (B0« B
Fl ’Z_*) (Fl,0,0) ) (F17F2a¢) )J_> F2

1

kerg <t (F,Fod) (% Fo, Faid) 4 F

Man nennt j F' die “Fortsetzung durch null” von F und i'F C F die “Untergarbe der Schnitte
mit Trager in Y.

Es ist klar, dass die Zuordnungen funktoriell sind.

Satz 11.5 (a) Unter der Identifikation zwischen S(Xg) und 7'(X,Y'), entsprechen die Funk-
toren i*, i,, 7* und j. den Funktoren mit dem gleichen Namen zwischen S(Xg) und (Yz),
und S(Xe) und S(Us).

(b) Jeder Funktor in 11.3 ist linksadjungiert zum darunter stehenden Funktor.
(¢) Die Funktoren i*, i,, j* und j sind exakt; j, und i' sind linksexakt.

(d) Die Kompositionen i*7y, i'j; und j*i, sind null.
(

e) Die Funktoren 7, und j, sind volltreu, und i, induziert eine Kategoriendquivalenz
Sh(Ye) 3{F € Sh(Xe) | F hat Triger in Y} .
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(f) Die Funktoren j,, j*,4', i, erhalten Injektive.

Beweis (a) folgt leicht aus der Identifikation zwischen S(X¢) und T'(X,Y).

(b) fur (¢*,4,) und (j*, j.) folgt durch (a), zum Beispiel von der Tatsache, dass diese adjunk-
tive Paare bilden. Fiir die verbleibenden zwei Fille in haben wir kanonische Isomorphismen

Homx ((0, F5,0), (G1, G2, ¢)) = Homy (Fy, Ga)

und

Homx ((F3,0,0), (G1, G5, ¢)) = Homy (Fs,ker(Gy % i*j.G)).
(c) folgt sofort mit Bemerkung 11.2, und
(d) folgt mit der Beschreibung der Funktoren

In (e) ist die Volltreuheit von i, ebenfalls klar aus der Beschreibung. Fiir j, ist ein Morphis-

mus

ebenfalls allein durch F, — Fj bestimmt, wegen des kommutativen Diagramms (11.0).

Die zweite Behauptung in (d) ist damit auch klar, denn (Fi, Fy, ¢) hat genau dann Triger
in Y, wenn F5 = 0 und damit auch ¢ = 0.

(f) folgt, da diese Funktoren exakte Linksadjungierte haben.

Corollar 11.6 (a) Fiir eine offene Immersion j : U < X und eine étale Garbe F auf U gilt
J g F =F.
(b) Fiir eine abgeschlossene Immersion ¢ : Y < X und eine étale Garbe G auf Y gilt
i F = F.

Proof: Dies folgt aus Theorem 11.4 (a) und der Beschreibung der Funktoren in Definition
11.3. Tatséchlich gilt
JUgF =G F, FLid) = F,

and
i*i,G =1"(G,0,0) =G.
Corollar 11.7 Fiir jede étale Garbe F' auf X hat man exakte Sequenzen

(a) 0= jj"F - F—idF—0

(b) 0—id'F — F — j,j°F

Beweis Dies folgt aus der Beschreibung in Tripeln. (a) entspricht zum Beispiel der exakten

Sequenz
0— (0,5°F,0) = (i*F,j°F,¢) — ("F,0,0) — 0.

und (b) entspricht der exakten Sequenz
0 — (ker,0,0) — (i"F,j"F,¢) — (i"j.j"F, j*F, ¢).
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12 Cech-Kohomologie

Das Folgende verallgemeinert die nullte Cech-Kohomologie (siehe Definition 3.7) und die
topologische Cech-Kohomologie (siehe Koh. Sch. § 9). Wir betrachten Pragarben mit Werten
in abelschen Gruppen.

Lemma/Definition 12.1 Sei S = (X, T) ein Situs.

(a) Fiir eine Prigarbe P auf X und eine Uberdeckung U = (U; — U);er in 7 und n > 0
heifit
C”(il,P) = H P(Uio Xy ... Xy UZn)

(805---yin)€IF1

die Gruppe der n-Koketten zur Uberdeckung 4 mit Werten in P. Definiere das Diffe-
rential

d” . C"(U, P) — C™H(4U, P)

durch
n+1

(dns)io ----- Iny1l Z(—]_)VSZ-O ..... . ’in+1|Ui0 xy..XuUi,
v=0

wobei die Restriktion beziiglich des Morphismus

A

_)Uio Xy ... Xy U; XU---XUUin—i—l

v

Uio Xy ... Xy Uin+1

genommen wird und a das Weglassen von a bedeutet. Dann ist d"™'d® = 0 fiir alle n, so
dass wir einen Komplex C"(4, P) erhalten, genannt der Cech-Komplex zur Uberdeckung $(
mit Werten in P.

(b) Die n-te Kohomologie )
(4, P) := H(C"(4L, P))

heiBt die n-te Cech-Kohomologie von P zur Uberdeckung 4.
Beweis dass d""'d" = 0: selbst! (Standard).

Bemerkung 12.2 Fiir n = 0 erhalten wir offenbar die nullte Cech-Kohomologie aus Defini-
tion 3.7 (a).

Lemma 12.3 Seien (V; — U);e; und (U; — U);e;r Uberdeckungen und
f=Ef):(V,=-U)—= (U —U)
eine Verfeinerungsabbildung. Diese induziert Abbildungen fiir alle n

H"((U; = U),P) — H"((V; = U), P).

Beweis Wir haben eine Abbildung € : J — [ und Morphismen f; : V; — Ug;). Damit
definieren wir

froet(Us = U), P) = C*((V; = U), P)
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wie folgt: Ist s = (s4,,...,
mit der Restriktion beziiglich
fio X oo X fi. Vo Xu ... Xu 'V}, = Usgjo) Xu - - - Xu Uegj) -

Diese Abbildungen kommutieren mit den Differentialen d”, liefern also einen Morphismus
von Komplexen

[ 0(U = U), P) = C((V; = U), P),
der die gewiinschte Abbildung in der Kohomologie induziert.

Bemerkung 12.4 Auf H°(—, P) stimmt diese Abbildung mit der friiher betrachteten iiberein!

Lemma 12.5 Sind
f,9:(V;=U)—= (U —U)

zwei Verfeinerungsabbildungen, so ist
[r=g" H'((U; = U),P) = H"((V; = U), P)
fir alle n > 0.
Beweis (vergleiche Lemma 3.11) Sei f = (e, f;) und g = (7, g;). Definiere
k" C"((U; = U), P) — C" Y (V; = U), P)
durch

—_

p—

(k:”s)jo ----- Jn-1 — (_1)Tresfj0X...X(fjr,gjr)x...xgjn_lSa(jo) ..... e(r) mGr )y Gin—1)
%

Il
o

fiir (f5.,95,) + Vj, = Ue(jp) X Uygj,)- Dann gilt
A R e R
d.h., (k™) liefert eine Kettenhomotopie zwischen (") und (¢"), woraus die Behauptung folgt.
Definition 12.6 Die n-te Cech-Kohomologie von U mit Werten in P wird definiert als
H™(U,P) := H"(U,T;P) = lim H" (84, P)
wobei der Limes iiber alle Uberdeckungen von U (in 7) lduft.

Bemerkung 12.7 Wegen 12.5 ist dies ein Limes tiber die induktiv geordnete Menge T(U)o
aller Uberdeckungen 4 von U, wobei {I' > 4l wenn es eine Verfeinerungsabbildung f : 4" — 4
gibt (siehe den Beweis von 3.11).

Lemma 12.8 Sei

(12.8.1) 0P —-P—P;—0
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eine exakte Sequenz von abelschen Priagarben (!) auf X.

(a) Fiir jede Uberdeckung £ in 7~ gibt es eine lange exakte Kohomologiesequenz
0 — HO(Y, P) — H(, P,) — HO(, P3) > HY (8, P) — ...

Diese ist funktoriell beziiglich Verfeinerungsabbildungen und beziiglich Morphismen von ex-
akten Sequenzen (12.8.1).

(b) Fiir jedes U in X gibt es eine lange exakte Kohomologiesequenz
0 — H(U, P,) — H(U, P,) — H(U, Ps) > H'(U, P,) — H'(U, Py) — ..

Diese ist funktoriell fiir Restriktionsabbildungen und fiir Morphismen von exakten Sequenzen
(12.8.1).

Beweis (a): Wir haben eine exakte Sequenz von Komplexen
(12.8.2) 0—C M P)—C M P)—C (U P)—0,
da fiir U = (U; — U);er und jedes (ig, . . ., i,) € "™ die Sequenz

(1282) 0— P(Uig ’’’’’ in) — PQ(UiO ..... Zn) — Pg(UiO

.....

exakt ist, wobei Uy, ;= U, Xy ... Xy U;,. Die Sequenz in (a) ist die lange exakte Koho-
mologiesequenz zu (12.8.2). Die Funktorialititen folgen, da (12.8.2) funktoriell in # und in
(12.8.1) ist.

(b) folgt aus (a) durch Ubergang zum induktiven Limes iiber alle Uberdeckungen von U
(siche Bemerkung 12.7), da die Bildung eines induktiven Limes ein exakter Funktor ist.

Bemerkung 12.9 Fiir eine exakte Sequenz von T-Garben
(12.9.1) 0—=F —F,—F;—0

erhilt man im Allgemeinen keine lange exakte Sequenz von Cech-Kohomologiegruppen, da
(12.9.1) im Allgemeinen nicht exakt als Sequenz von Prigarben ist.

Beispiel 12.10 Sei A — B ein treuflacher Ringhomomorphismus, der lokal von endlichem
Typ (bzw. lokal von endlicher Prisentation ist. Dann ist (V' = Spec(B) — Spec(4) = U)
eine Uberdeckung in der flachen Topologie. Der zugehorige Cech-Komplex zur Pragarbe G, x
ist

0—>B—-B®,;,B—-B®,B®4B— ...,

der Komplex, der in Koh. Sch., Satz 8.12 betrachtet wurde. Also ist

rTn A ) TL:O,
R

Die Cechkohomologie kann man auch als derivierten Funktor erhalten:
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Satz 12.11 (a) Fiir eine Uberdeckung 8 = (U; — U) ist H"(4, —) die n-te Rechtsableitung
des linksexakten Funktors

(b) Fiir U € ob(X) ist H"(U, —) die n-te Rechtsableitung des linksexakten Funktors

HO(U, =) : Pr(X) — Ab
P — HU,P).

Beweis Es folgt aus 12.8, dass die Funktoren (H"(U, —))n>0 bzw. (H™(U, —))n>o exakte
d-Funktoren auf Pr(X’) bilden (Koh. Sch., Definition 6.26). Es geniigt daher zu zeigen,
dass H"™(, —) bzw. H"(U, —) ausloschbar fiir n > 0 ist (siche Koh. Sch., Lemma 6.27; die
Rechtsableitung ist ein universeller 6-Funktor und zwei universelle §-Funktoren sind offenbar
isomorph). Da Pr(X’) geniigend viele Injektive besitzt, geniigt es zu zeigen:

Lemma 12.12 Es ist H™(4U, 1) = 0 = H*(U, I) fiir n > 0, falls I eine injektive Priigarbe ist.

Beweis (vergleiche Koh. Sch., Beweis von Lemma 8.4). Die zweite Aussage folgt aus der
ersten. Wir haben also zu zeigen, dass fiir jede Uberdeckung 4 = (U; — U);er in T die
Sequenz

H[<Uz> — H [(Um“) — ' H [(Uioiliz) — ...
1 20,21 20,21,22

exakt ist, wobei U,

Sequenz

in = Ui, Xu Uy Xy ... Xy Uy, . Diese Sequenz identifiziert sich mit einer

-----

01’

(12.12.1) HHom(Zi,I) = 11 Hom(Z{ . I)— ... |

10,81

die von einem offensichtlichen Komplex von Prigarben
(12.12.2) DZi, « D Zi,, «— D Zugy, < -
7 20,21 10,%1,22
durch Anwenden von Hom(—, I) kommt. Da I injektiv ist, ist der letzte Funktor exakt, also
geniigt es, die Exaktheit von (12.12.2) zu zeigen, also die Exaktheit von
(12.12.3) Dz, (V) D Zy,, (V) + ...
7 20,21
fiir jedes V in X.
Nunist Z{,(V) = @ Zfic Win X, und fiir jedes W = Usi, 4, = Ui, xuUs, Xy .. . xpU;

in
Hom(V,W)
haben wir einen kanonischen Morphismus U;, ;, — U. Damit ist

Hom(V.W) = [I = Homy(V,W),

peHom(V,U)
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wobei Homy(V, W) die Menge der Morphismen ¢ : V' — W ist, fiir die

1% L w

PN

U

kommutativ ist. Weiter gilt nach der universellen Eigenschaft des Faserprodukts
Homy(V, Uy, Xy ... xy U,) = Homg(V,U,) x ... x Homg(V, U, ) .
Setzen wir also

S(¢) = LI Homy(V,Ui),

el

so konnen wir den Komplex (12.12.3) wie folgt schreiben:

& (BZ+ & Z+ & Z+...)
pcHom(V,U) S() 5(¢)xS(¢) S(¢)?

mit den offensichtlichen Differentialen in der Klammer

P
v=0
Der Komplex in der Klammer ist aber exakt: Eine kontrahierende Homotopie ist (h?),>( mit

hP : o Z — ® Z
S(p)ptt S(p)p+2

wobei e € S(¢) ein festen Element ist (Nachrechnen!).

Satz 12.13 Sei U € 0b(X) und ¢ = (U; — U) eine Uberdeckung in 7 und sei F eine Garbe
(beziiglich T). Es gibt eine Spektralsequenz

Ey?= HP(SLHYF)) = H'Y(U,F)
Byt = HY(UHY(F)) = H""(U,F).

Hier werden Kohomologie und Cech-Kohomologie beziiglich 7~ genommen, und H 1(F) ist
die Pragarbe
Vi HI(V,F).
Beweis Erste Spektralsequenz: Wir wenden Grothendiecks Satz an (Satz 6.8). Es ist offenbar
H(U4, H'(F)) = H°(U, F),

da F eine Garbe ist, also H°(U, —) die Komposition von H°(—) und H°(4, —). Weiter ist
fiir eine injektive Garbe I die Pragarbe H°(I) azyklisch fiir H°(4, —), d.h.,

RMEO(SL, HO(T)) "2 [, HO(I)) = A8, 1) =0 fix n>0.
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Denn die Einbettung i : Sh(X,T) — Pr(X) erhilt Injektive, da i das exakte Linksadjun-
gierte a besitzt (siehe Koh. Sch., Lemma 12.2). Daher ist I auch injektiv als Pragarbe, und
die letzte Gleichung folgt aus Lemma 12.12.

Die zweite Spektralsequenz folgt analog, oder durch Ubergang zum Limes iiber alle Uberdeckungen
von U.

Corollar 12.14 Es gibt eine Spektralsequenz

Ey" = H'(HU(F)) = H"*(F).

Beweis Betrachte die zweite Spektralsequenz in 12.13 fiir alle U in X und beachte, dass sie
funktoriell (kontravariant) in U ist.

Proposition 12.15 Es gilt
H(U,HY(F)) =0 fiirq>0,
also auch Eo(ﬂq(F)) =0 fiir ¢ > 0.

Beweis Sei ' — I eine injektive Auflosung in Sh(X, T). Dann ist H(F') die ¢g-te Kohomolo-
gie-Priagarbe des Komplexes i(I). Da a exakt ist, kommutiert ¢ mit dem Nehmen von
Kohomologie, also ist aHY(F) = H%(ail’) = HI([) = 0 fiir ¢ > 0 (Hier bezeichnet #H?
die ¢-te Kohomologie-Garbe). Aber Eo(ﬁq(F )) ist eine Unter-Pragarbe von aH(F) =
EOED(H‘I(F)) (da EO(P) fiir jede Prégarbe P separiert ist, siche Lemma 3.10 (c) und
beachte, dass nach Definition P = EO(P)). Also ist EO(EQ(F)) = 0 fiir alle ¢ > 0, also
H(U, HY(F)) = 0 fiir alle U.

Corollar 12.16 Fiir jede Garbe F' auf (X, 7) und jedes U in X gibt es kanonische Isomor-
phismen
H(U, F)
HY U, F)

HO(U, F)
HY(U, F)

1R

und eine exakte Sequenz

0— H*(U,F) — H*(U,F) — H' (U, H'(F)) — H*(U,F) — H*U, F)

Beweis Die Spektralsequenz
HP(UH(F)) = H"" (U, F)

hat die folgende Gestalt (auf der g-Achse sind Anfangsterme null, aufier im Ursprung)
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Die erste Aussage in 12.16 ist klar, da F' eine Garbe ist, und aus dem Bild folgt

HY\U,F) = Ey = HYUH"(F))
= Hl(U,F),

da Ey" = 0 und alle Differentiale von und nach E;° null sind. Die Herleitung der letzten
Sequenz ist analog zum Beweis der iiblichen Sequenz der niedrigen Terme (Lemma 6.7).

Corollar 12.17 (vergleiche Koh. Sch., Corollar 8.15, fiir endliches ) Sei X ein Schema und
F ein quasi-kohdrenter Ox-Modul. Sei U = (U;);es eine offene Uberdeckung von X, so dass

U,NU;,N...0U;,
fiir alle n und alle ig,...,4, € I affin ist. Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus
H"(U, F) > H"(X,F)
fir alle n > 0.

Beweis Wir benutzen die Spektralsequenz
HP (U4, HY(F)) = HPM(X, F).

Fir ¢ > 0ist HY(U;, N...NU,;,,F) = 0 nach Serres Verschwindungssatz (Koh. Sch., Satz
8.6). Hieraus folgt sofort die Behauptung.

Definition 12.18 Eine Garbe F' auf einem Situs (X,7) heifit welk, wenn H"(U, F') = 0
fiir alle U € ob(X) und alle n > 0.

Beispiel 12.19 Jede injektive Garbe ist welk.

Proposition 12.20 Fiir eine Garbe F' sind dquivalent:
(a) F ist welk.

(b) Fiir jedes U in X und jede Uberdeckung £ von U (in einer kofinalen Familie) ist
H"(U, F) =0 fir n > 0.

(c) H"(U, F) = 0 fiir alle U in X und alle n > 0.
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Beweis (a) = (b): Ist F' welk, so ist H/(F') = 0 fiir ¢ > 0. Die erste Spektralsequenz aus
12.13 liefert also
H"(, F) = H"(U,F)=0 fir n>0.

(b) = (c): Folgt durch induktiven Limes iiber alle Uberdeckungen von U.

= (a): Nach Voraussetzung gilt H"(F) = 0 fiir n > 0. Nach Corollar 12.16 ist also
H*(F) = 0. Wir fithren nun Induktion iiber n, mit der Spektralsequenz aus 12.14

H (HY(F)) = H"(F).

Nach Voraussetzung ist [2(H°(F)) = H"(F) = 0, weiter ist ' (H"(F)) = 0 und H (H(F)) =
0 nach 12.15. Aus der Spektralsequenz folgt nun H*(F) = 0. Dasselbe Argument zeigt nun

induktiv o
H(H'(F))=0 fir i+j<n

und damit H"(F) = 0.

Corollar 12.21 Sei f : (X",T') — (X,T) ein Morphismus von Siten. Ist F’ eine welke
Garbe auf (X', T"), so ist f.F" ebenfalls welk.

Beweis Sei f': X — X’ der unterliegende Funktor. Ist & = (U; — U) eine Uberdeckung in
T, so ist W = (f°U; — f°U) eine Uberdeckung in 7" und es ist

(fF)V) =F(f°V)
fiir alle V' in X. Daher ist
HYU, f F)y=H"W,F)=0 fir n>0.
Corollar 12.22 (Leray Spektralsequenz) (a) Ist f : (X", T") — (X, T) ein Morphismus von
Siten, so hat man fiir jede Garbe F” auf (X', T") und jedes U € X eine Spektralsequenz

HP(U, ROf,F') = H"(f°U, F').

(b) Sind (X", T") — (X', T") — (X, T) Morphismen von Siten, so gibt es fiir jede Garbe F”
auf (X", T") eine Spektralsequenz

RPf,R%.F" = R(gf).F".

Beweis Dies folgt aus Satz 6.8 (Grothendieck-Spektralsequenz), da f, welke Garben in welke
Garben {iberfiihrt, also azyklische fiir H°(U, —), und ebenso g, welke Garben in welke Gar-
ben, also azyklische fiir f,. Denn R"f,F’ ist die zur Prigarbe U — H"(fU, F’) assoziierte
Garbe, und die Priagarbe ist bereits 0, falls F’ welk ist.
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13 Vergleich von Siten

Proposition 13.1 (Wechsel der Kategorie) Sei (X7, T") ein Situs, X C X’ eine volle Unter-
kategorie und 7 die Einschrankung von 7" auf X.

Es gelte:

(13.1.1) Fiir jedes Objekt U in X und jede Uberdeckung (U; — U) in T” sind alle U; bereits
in X.

Fiir den Morphismus von Siten
a: (X, T)—= (X, T),

der durch die Einbettung X < &” gegeben ist gilt dann:

(a) Der Funktor cv : Sh(X',T") — Sh(X,T) ist exakt, und die Adjunktion F' — a,o*F ist
fiir alle ' € Sh(X,T) ein Isomorphismus.

(b) Der Funktor a* : Sh(X,T) — Sh(X’,T") ist volltreu und linksexakt.
(c) Die kanonischen Homomorphismen

HY(U, T;0.F') — H'(U,T'; F")
H™(U,T;F) — H"(U,T;aF)

sind Isomorphismen fiir alle U € X, alle F' € Sh(X',T"), alle F' € Sh(X,T) und alle n > 0.

Beweis (a) . ist einfach die Einschrankung; wegen (13.1.1) ist daher die Exaktheit klar.
Weiter ist fiir jedes U € X und F € Sh(X,T)

(a"F)(U) = F(U),

da die Kategorie Iy, iiber die der Limes fiir (a”F)(U) gebildet wird, das initiale Objekt
(U, idy) besitzt. Da F eingeschrinkt auf (X, T) eine Garbe ist, ist (a*F)(U) = (aa”F)(U) =
F(U). Es folgt

(" F)(U) = (" F)(U) = F(U),

also die zweite Behauptung.
(b) Dies folgt aus dem eben Bewiesenen.

(c) Wir haben eine Spektralsequenz
(13.1.2) EY = HP(U, Ria, F) = HP* (U, F),

entweder durch Corollar 12.22, oder durch die Grothendieck-Leray Spektralsequenz 6.7. Diese
existiert, da H°(U, ., F) = H°(U, F'), und da . das linksexakte Linksadjungierte a* besitzt,
so dass a, nach 7.10 Injektive in Injektive (also azyklische) tiberfiihrt.

Da a, exakt ist, ist Ria,F' = 0 fiir ¢ > 0, und (13.1.2) liefert einen Kantenisomorphismus

H(U, o, F) = H'(U, F).
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Die zweite Aussage folgt daraus, dass die Komposition
H"(U,F)— H*(U,a*F) = H"(U,a,aF) = H"(U, F)
die Identitét ist (betrachte injektive Auflésungen).

Beispiel 13.2 Man kann dies auf den Morphismus von Siten
a:(Sch/X)gp — Xg

anwenden, wobei X ein Schema ist, E eine zulissige Klasse von Morphismen, (Sch/X)g die
Kategorie aller X-Schemata mit den E-Uberdeckungen als Topologie (der grofe E-Situs)
und Xp die Kategorie aller X-Schemata U, fiir die der Strukturmorphismus U — X in F
ist, mit den E-Uberdeckungen als Topologie (der kleine E-Situs). Insbesondere liefern der
grofie étale Situs (Sch/X)e und der kleine étale Situs X “dieselbe Kohomologie” (vermoge
a, bzw. o).

Proposition 13.3 (Wechsel der Topologie) Sei X eine Kategorie und seien 7" C T’ Topolo-
gien auf X (jede Uberdeckung fiir 7 ist auch eine Uberdeckung fiir 77). Sei

B (X, T)— (X, T)

der Morphismus von Siten, der durch idx gegeben ist. Fiir jede Uberdeckung 4 = (U; — U)
in 77 gebe es eine Uberdeckung (V; — U) in T, die Y verfeinert. Dann ist g, : Sh(X,T") —
Sh(X,T) exakt und daher

H (X7, B.F") 5 H* (X, F')
fiir jede Garbe F' € Sh(X,T").

Beweis: Der Funktor f, ist die Identitat. Wir haben nur zu zeigen, dass jeder Epimorphismus
F — F" fur 7" auch ein Epimorphismus fiir 7 ist. Ist U € ob(X) und s € F"(U), so gibt
es eine Uberdeckung (U; — U) in 77, so dass sy, im Bild von F(U;) — F"(U;) ist, fiir alle
i. Ist nun (V; — U) € T eine Verfeinerung von (U; — U), und faktorisiert V; — U als
V; — U; — U, so erhalten wir ein kommutatives Diagramm

F(V;) — F"(V})

]

F(U;) —= F"(Us),

das zeigt, dass s|y;, im Bild der oberen Abbildung liegt. Also ist 3, exakt. Die zweite Behaup-
tung folgt aus der Leray-Spektralsequenz, da RP3,F’" = 0 fiir p > 0 wegen der Exaktheit von

B

Corollar 13.4 Sei X ein Schema, und seien ¥ C E’ zwei zulissige Klassen von Morphismen,
so dass fiir die zugehorigen Topologien (E) C (E') die Verfeinerungsbedingung aus 13.3 gilt.
Dann ist fiir den Morphismus kleiner Siten

”)/ZXE/%XE
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der Funktor v, : Sh(Xg) — Sh(Xg) exakt, also fir jede Garbe F’ auf Xp
H"(U,E;7.F') S HYU,E', F') .

Beweis Sei £—Sch/X die Kategorie der X-Schemata U, deren Strukturmorphismus U — X
in F liegt. Dann faktorisiert v als

v Xp 5 (B — Sch/X)g S (B — Sch/X)p = Xp
und die Behauptung folgt aus 13.1 (Exaktheit von «,) und 13.3 (Exaktheit von 5,).

Beispiel 13.5 Beispiele fiir Corollar 13.4 sind

(a) (étale Morphismen von endlichem Typ) C (ét)

b) (ét) C (f1), falls X quasi-kompakt ist (Milne, Etale Cohomology’, I 3.26).
c

(
(c) (fpge) C (f1), wobei (fpgce) die Klasse der flachen “quasi-kompakten” Morphismen ist.
(Milne, I 2.25).

Satz 13.6 (quasi-kohérenter Ox-Moduln) Sei X ein Schema und M ein quasi-kohérenter
Ox-Modul. Seien Mg und My die zugehorigen Garben in der étalen bzw. flachen Topologie
(siehe 10.18). Dann ist

H™( X700, M) = H" (X, M) — H"(Xq, M)

fiir alle n.

Beweis Wir fithren den Beweis fiir die flache Topologie, der Fall der étalen Topologie ist

analog. Sei
f : Xﬂ — XZar

der Morphismus von Siten (siehe 13.4). Offenbar ist f,.My = M, also geniigt es zu zeigen,
dass R"f,.My = 0 fiir n > 0 (dann folgt die Behauptung aus der Leray-Spektralsequenz).
Da R"f.Mjy die zur Pragarbe U — H"(Us, Mg) assoziierte Zariski-Garbe ist (siche Satz
5.16), geniigt es zu zeigen, dass H"(UsMy) = 0, falls U = Spec(A) C X affin offen ist.
Weiter konnen wir nach Corollar 13.4 den kleinen Situs Ug betrachten, wo E die Klasse
der flachen affinen Morphismen von endlicher Présentation ist. Wir wollen zeigen, dass My
welk ist, und nach 13.20 geniigt es zu zeigen, dass H"(U, My) = 0 fiir alle n > 0 und alle
Uberdeckungen 4 = (U; = U)ier in E ist. Wegen 10.6 und der Quasi-Kompaktheit von U
konnen wir annehmen, dass I endlich ist (kofinales System von E-Uberdeckungen!). Dann
ist V = J[U; = Spec(B) affin und A — B treuflach, und der Cech-Komplex wird der

offensichtliche Komplex
B®AM—>B®AB®AM—)B®AB®AB®AM—> ,
der exakt in den Graden > 1 ist, siehe Kapitel 14.
Bemerkung 13.7 (Vergleichsisomorphismus iiber C). Sei X eine glatte Varietét iiber C.

Dann folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen, dass die Menge X (C) eine komplexe
Mannigfaltigkeit ist: Es reicht, dies lokal zu zeigen. Lokal ist aber

X =Spec(C[Xy,..., X,/ {fi,- s fm)) ,m <n,
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wobel

Ofi
(a)éj (P))
Rang m hat fiir alle abgeschlossenen Punkte P von X. Dann ist
X(C)={a=(a,...,a,) €C"| fj(a) =0 Vj},
die f; definieren stetige Abbildungen
fi: C"—=C,

und die obige Matrix ist die iibliche Jacobi-Matrix bei P. Der Satz {iber implizite Funktionen
liefert lokale Hom6omorphismen

X(C)ovsuccecm,

und so erhélt man die Karten fiir X (C) als Mannigfaltigkeit.

Nach Artin und Grothendieck gibt es fiir jede glatte Varetidt X/C Isomorphismen fiir alle m
und n

H™(X(C),Z/mZ) > H (X4, Z/mZ).

Hierbei steht links die (topologische) Garbenkohomologie der konstanten Garbe, und rechts
die étale Kohomologie.
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14 Abstiegstheorie und die multiplikative Gruppe

Lemma 14.1 Sei X ein Schema. Es gibt einen kanonischen Isomorphismus
HY(Xzar, 0%) = Pic(X),
wobei Pic(X) die Picardgruppe von X ist.

Beweis Wegen 12.16 geniigt es, einen kanonischen Isomorphismus
(14.1.1) Pic(X) 5 HY(X,0%)

anzugeben. Sei £ ein invertierbarer Ox-Modul. Dann gibt es eine offene Uberdeckung 4 =
(Us)ier von X, so dass es Isomorphismen

Vol OUZ' :> ‘C’Ul

fiir alle ¢ € I gibt. Auf U; N U; ergeben diese Isomorphismen

-1
_1 0 Q>
Pij = P Pi - OUz‘|UmUj = E’UmU]‘ = OUj|UmUj )
die Elementen s;; € O%(U; N U;) entsprechen.

Dabei gilt

Sik|Uijk. 'Sjk|Ul-j,€
(14.1.2) I
—1 -1, -1
Pi PP PiP; Pi )

" Sij ;5
d.h., wir haben einen Cech-1-Kozykel in

H'(4,0%) = HY([TOX(U:) = TTOX(U; N U;j) — [T Ox(U:NU;NUY)

1,5 1,5,k

Umgekehrt liefert ein solcher Kozykel Verklebungsisomorphismen
i OU;NU) = OU;NT;),

der es erlaubt, die freien Moduln Oy, auf den U; zu einem invertierbaren Ox-Modul £ zusam-
menzukleben (die Kozykelbedingung (14.1.2) liefert gerade die Kozykelbedingung/Transivitét
fiir die ;;). Die Zuordnung ist additiv. Weiter ist £ genau dann trivial, wenn der 1-Kozykel
(sij) trivial in H'(4, O%) ist. Dies liefert einen Isomorphismus

- ~ | Isomorphieklassen von invertierbaren Ox-Moduln £
1 X X )
H (M, 0%) = { die auf (U;) trivialisiert werden }

Durch den induktiven Limes iiber alle Uberdeckungen erhalten wir (14.1.1).

Bemerkung 14.2 Dasselbe Argument gilt genauso fiir alle (lokal) geringten Riume.
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Lemma 14.3 Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Ist M flacher A-Modul, so gilt:

(1) Ist > a;m; = 0 mit a; € A und m; € M, so gibt es ein s € N und Elemente b;; € A und

=1
yy €M (j=1,...,s) mit

Z aisz = 0
fiir alle j und m; = ) b;;y; fiir alle .
J
Beweis Betrachte die exakte Sequenz
K —» A 4oa
(b17" 7b'r'> — Z i Ay

=1

K = ker(f). Dann ist

Ko, M — MT gy

T
(N1, ...omy) = > amy
i=1

exakt. Nach Voraussetzung ist fis(ma,...,m,) =0, also gibt es ein Element
> By, € K@ M
j=1

(B; € K,y; € M), welches auf (my, ..., m,) abgebildet wird.
Schreiben wir 8; = (bij, ..., b,;) mit b;; € A, so folgt die Behauptung.
Bemerkung 14.4 Die Umkehrung gilt auch: Gilt (1), so ist M flach.

Lemma 14.5 Sei M ein endlich erzeugter Modul iiber einem lokalen Ring A. Dann sind
dquivalent:

(a) M ist flach.
(b) M ist frei.

Beweis Es ist nur (a) = (b) zu zeigen. Sei m das maximale Ideal von A und seien my, ..., m, €
M derart, dass die Bilder my, ..., m, in M/mM eine Basis dieses A/m-Vektorraums bilden.

Dann ist
A" — M

Basiselement e; — m;

nach dem Nakayama-Lemma surjektiv. Es geniigt zu zeigen, dass my,...,m, € M linear

unabhéngig tiber A sind, wenn 74, ...,m, linear unabhéngig in M/mM sind. Wir fiithren

Induktion iiber n. Sei n = 1 und am; = 0 fiir a € A. Nach Lemma 14.3 gibt es by,...,b, € A

und yq,...,ys € M mit ab; = 0 fiir alle j und my; = ) _b; - y;. Da ™y # 0 gibt es ein j mit
J

bj ¢ m, d.h., b; € A* Einheit. Aus ab; = 0 folgt dann a = 0.
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Sei nun n > 1 und ) a;m; = 0. Nach Lemma 14.3 existieren y;,...,ys € M und b;; € A
i=1
(t=1,...,s) mit
m; = Z:lszyj s z:laibij = O .
j= i=

Wegen m,, # 0 gibt es ein j mit b,; # m, d.h., b,; Einheit. Dann ist

n—1
an = Y, cia; , mit ¢; = —bj/bin,
i=1
und damit
n
0=> am; =a(mi+cimy) + ...+ ap1(Mp_1 + cp_1my,)
i=1
Da die betrachteten my + cymy, ..., m,_1 + ¢,—1m, linear unabhéngig tiber A/m sind, folgt
—1
nach Induktionsvoraussetzung a; = ... = a,_; = 0 und damit auch a,, = »_ ¢a; = 0.
i=1

Wir kommen nun zur Abstiegstheorie fiir treuflache Ringhomomorphismen.

Satz 14.6 (Abstiegstheorie I) Sei A — B ein treuflacher Ringhomomorphismus. Fiir jeden
A-Modul M ist dann die Sequenz

0 > M 5 BeuM = Be,BosM

a2

— lebem
m = lembem — blem
exakt. Dies soll bedeuten, dass M der Differenzkern von aq und a» ist, d.h., dass

M = ker(a; — a3) .

Beweis: Nach Lemma 10.4 ist die Sequenz
(14.6.1) 0-MLBo, M BB M

genau dann exakt, wenn die mit B tensorierte Sequenz

a]—ag

0 BoMXBeBaM 'S BB B M
exakt ist. Sei

w: BB — B
b1®b2 —> blbg

die Multiplikationsabbildung. Dann gibt

pl: BBM — BM
b1®b2®m — b1b2®m

ein Linksinverses von 1 ® v (1 ® 1 o1 ® v = id), also ist 1 ® v injektiv.
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Sei nun z = Yz ® y; ® m; im Kern von 1 ® (ag — ag),also

Yor@loyem =Y neyuelaomn,.
Durch Anwendung von p auf die ersten beiden Stellen erhalten wir
Z%@%@W :iny,@l@mi,
und > z;y; ® 1 ® my ist das Bild von ) z;y; ® w; unter 1 ® .

Satz 14.7 (Abstiegstheorie II) Sei A — B ein treuflacher Ringhomomorphismus.
(a) Sei M ein A-Modul. Fiir den B-Modul

M =B®s M

hat man einen kanonischen Isomorphismus von B ® B-Moduln (alle Tensorprodukte sind
tiber A)

147, " oo o beWem)
Man kann dann M aus M’ zuriickerhalten:

(14.7.2) M={m'eM |¢s(m'®1)=10m'},

denn dies bedeutet gerade die oben gezeigte Exaktheit der Sequenz (14.6.1)
0—-M-—>BoM*BBoM

wobel

al(b@m) = 1b®@m
(14.7.3) b ©m) — bolom.
denn es gilt fir m' =b@m e B M = M’

pm' 1) —1m = b)dm—-1’b@m
= ab®@m)—a(b®@m).

(b) Fiir die induzierten Morphismen (¢; héilt den Eintrag an i-ter Stelle fest und ist ¢ auf
dem Rest)

o1 BaM®B — B®BM
bR (b ®@m) @by — bRby® (bg @m)

0 : M®B®B — BBM
(b@m)@b, @by = b® (by @m) @ bs

und
O3 M ® B®B

(b®m) @ by ® by

B® MyB
b® (by ®m)  bs

Il
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gilt offenbar die sogenannte Kozykelbedingung
(14.7.4) P2 = P103.

(c) Sei umgekehrt M’ ein B-Modul und

(14.7.5) ¢$:M®B=>BoM

ein Isomorphismus von B ® B-Moduln, und seien
¢p1: BOIM®B — BB®M
¢po: MR®B®B — BBM
¢s: MMB®B — BoM @B

die induzierten Isomorphismen, wobei ¢; das B an der i-ten Stelle fest ldsst und auf den
tibrigen Stellen durch ¢ definiert ist. (Fiir ¢ haben wir explizit die Zuordnung

m/®b2®b3>—>Zbi®bQ®m;,

falls ¢(m’ ® bs) = 3_b; @ mj.)

Gilt dann die Kozykelbedingung

(14.7.6) P2 = P13,

so gibt es einen kanonischen A-Modul M mit B ® 4 M = M', ndmlich den A-Modul
M={m'eM |¢mo1)=10m'},

fiir den die kanonische Abbildung

B@s M = M

v
(14.7.7) b@m — bm

ein Isomorphismus ist. Sei ndmlich
T:M - B®M

durch 7(m’) = 1 ®@ m' — ¢(m’ ® 1) definiert. Dann haben wir per Definition eine exakte

Sequenz
0—>M-—>MIBoM.

Tensorieren wir mit B von rechts, so erhalten wir die obere Zeile im folgenden Diagramm

00— MRB— M®B——BM B

CE T

0 M’ BM —=B®B® M,
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wobei die untere Sequenz die exakte Sequenz aus 14.6 ist, angewandt auf den A-Modul M’.
Die Abbildung ~ ist definiert durch v(m ® b) = bm (und entspricht daher der Abbildung
(14.7.7)). Wir wollen zeigen, dass y ein Isomorphismus ist. Da die Zeilen exakt sind (die obere
Zeile wegen der Flachheit von B iiber A) und die beiden rechten vertikalen Abbildungen
[somorphismen, folgt die Behauptung, wenn wir zeigen, dass das Diagramm kommutativ ist.

Das linke Quadrat kommutiert, da fiir m € M und b € B nach Definition von M gilt
pmb)=(1Rb)p(mx1)=(1®b)(1l®m) =1 bm.
Fiir das rechte Quadrat gilt fiir den “unteren Weg”: Sei fiir m € M’
p(m' @1) =) b@m,
mit b, € B und m; € M’. Dann ist

$(m' @b) = (L@ b)p(m' @1) =Y b @ bmj,

und daher das Bild hiervon in B ® B ® M’ gleich

d1@b@bmi— Y b®1l®bm].

Auf dem “oberen Weg” wird zunédchst m’ ® b auf
1em®b — ¢(me1)®b
=1m®b — Y. bem,®b
abgebildet und dies durch 1 ® ¢ auf
l®op(m' ®b) — Zbi®gb(m;®b)
=>1bbm, — > bo(m, D).
Wir haben also zu zeigen, dass

Zbi®1®bm;:Zbi®¢(m;®b).

Dies bedeutet aber gerade, dass

P2(m®@1®0b) = ¢1(Pp3(m@1®D))

| I

|
S0 @ $(1 @ m))

was wegen der Voraussetzung ¢o = ¢1¢3 gilt.
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Satz 14.8 Fiir jedes Schema X sind die kanonischen Morphismen
HY (X7, 0%) = H' (X4, Gy,) = H' (Xq,Gyp)
[somorphismen.

Beweis fiir die flache Topologie (der étale Fall ist analog). Wir benutzen die Leray-Spektralsequenz
fiir
o Xqg— Xgar .

Nach der Sequenz der niedrigen Terme
0 — HY (X740, 0.G,,) — HY (Xy,G,,) = H(Xza, R, G,,)

wobei .G, = O%, geniigt es zu zeigen, dass R'a.G,, = 0. Dies bedeutet, dass fiir alle
z € X der Halm (Rla*Gm)x = 0. Dieser Halm ist aber

lim HY Uy, G,,) = lin HY Uy, G,,),

zelU zelU

wobei U alle offenen Umgebungen von = durchléuft.

Da induktive Limiten vertauschen, geniigt es zu zeigen, dass fiir jede flache Uberdeckung
(U; = U)ier mit U C X offen der Limes

limn HY (Ui xg V= V,G,,) =0
vcu offen

ist. Wir kénnen annehmen, dass U = Spec(A) affin ist und dann, dass I endlich ist und jedes
U; affin bzw., dass wir einen treuflachen Morphismus

Spec(B) — Spec(A)

haben. Weiter kénnen wir zum Limes iibergehen und annehmen, dass A = Ox, ein lokaler
Ring ist. Wir betrachten also eine Klasse in

(14.8.1) H'(B* - (B®4B)* = (B®sB®4B)*),
reprasentiert durch einen 1-Kozykel o € (B ®4 B)*. Dieser liefert einen Isomorphismus
(14.8.2) ¢:B®sB = B®yB,

der wegen der Kozykelbedingung die Eigenschaft (14.7.6) erfiillt. Daher gibt es einen A-
Modul M mit B®4 M = B. Da der B-Modul B endlich erzeugt und flach ist, gilt dies auch
fiir M. Da A lokal ist, ist M also ein freier A-Modul vom Rang 1, d.h., M = A.

Es folgt aus der Abstiegstheorie, dass der Isomorphismus ¢ in (14.8.2) derjenige ist, der nach
(14.7.1) aus M konstruiert wird. Wegen M = A folgt nun, dass der zugehorige 1-Kozykel
trivial ist, d.h., von B* kommt. q.e.d.
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15 Schemata der Dimension 1

Proposition 15.1 Sei X ein reguléres integres noethersches Schema und sei j : Spec K — X
die Inklusion des generischen Punktes. Dann gibt es eine exakte Sequenz von étalen Garben

(15.1.1) 0= Gy = Ji(Gpy) = & (i)hZ — 0,

reX!

wobei X! die Menge der Punkte von Kodimension 1 von X ist und i,: Spec(k(z)) < X der
kanonische Morphismus.

Wir benotigen:

Lemma 15.2 Sei f : U — X étale.
(a) Firy € U und =z = f(y) ist dim Oy, = dim Ox .

(b) U ist genau dann reguldr, wenn X dies ist.

Beweis (a): Ohne Einschriankung ist X = Spec A, A lokal und U = Spec B affin. Seien m C A
(maximal) und n C B die Primideale, die x und y entsprechen. Dann ist Spec B, — Spec A
treuflach (10.5), also surjektiv, also dim B, > dim A. Umgekehrt ist nach Zariskis Hauptsatz

9.3 ohne Einschriankung B/A endlich. Dann induziert ¢ : A — B eine ganze Ringerweiterung
A/ ker ¢ — B, und nach Cohen-Seidenberg ist dim A > dim(A/ ker ¢)) = dim B > dim B,.

(b) Seien m C A und n C B wie oben. Dann ist nach (a) =dim A = dim B,. Andererseits
ist mB, = nB,, also

m/m* @pm) k(n) 2 m/m* @ p(m) Ba/mB, = m/m® @4 B, & n/n?,

d.h., dimym) m/m? = dimy n/n’.
Beweis von Proposition 15.1: Fiir U — X étale haben wir Morphismen

Gm(U) % G, (U x x Spec K) 5 @ Z(U x x Spec(K)),

xeXx ()

wobei « die Restriktion und 5 wie folgt definiert ist: Es ist U xx Spec K = [] Speck(n)
nelo

nach 15.2 (a) und
U X x Speck(z) = H Spec(k(y))

yeU
fly)==

Die Komponente 8, : G,,(k(n)) = k(n)* — Z von 8 an der Stelle y ist dann 0 wenn y ¢ {n}
(< n ¢ Spec Op,,) und die diskrete Bewertung zu y auf k(n)*, wenn 1 der generische Punkt
von Spec Oy, ist, also k(y) = Quot(Oy,). Es folgt sofort fa = 0.

Durch die Bildung der assoziierten Garbe zu & (i;).Z erhalten wir die gewiinschte Se-

zeX®)
quenz. Fiir die Exaktheit geniigt es, die Exaktheit nachzuweisen, wenn U durch einen lokalen

Ring Oy, fiir y € U' ersetzt wird.

Dann ist die Sequenz aber

0= Op, — (Quot(Oyy))* =4 Z — 0
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und ist exakt.

Wir betrachten nun die lange exakte Kohomologiesequenz zu

0= Gy — 3G = @ (i)«Z — 0.

reX?

Wir benotigen:

Lemma 15.3 Sei X ein quasi-kompaktes, quasi-separiertes Schema. Dann gilt fiir jedes
induktive System (F;);c; von abelschen étalen Garben auf X:

1311 HM(X,F) S HR (X, 1%1 E).
1€ 1€

Insbesondere vertauscht étale Kohomologie mit direkten Summen.

Beweis: Siche Tamme II, Introduction to étale Cohomology, 1.5.3.

S(Xe) ist dquivalent zu S(X, ¢p.) fiir den noetherschen Situs der étalen X-Schemata von
endlicher Prasentation. Es gilt also bei uns

HE(X, @ (i).2) = @ HE(X, (iz).2)

rzeX! reX!

Lemma 15.4 Sei (Xi)ie_ 1 €in projektives System von quasi-kompakten und quasi-separierten
Schemata, mit affinen Ubergangsmorphismen. Sei ¢y € J und F' eine étale Garbe auf X;,.
Dann ist die natiirliche Abbildung

lim H} (X, F
—

> ;) - H;(lingiaF|H£X)
S 7 i

(3

ein Isomorphismus, wobei F'|x, bzw. F| X=ljm X, das Pullback von F' bezeichnet.

K3

Beweis: Siche Milne, Etale Cohomology, Lemma 1.16.

Corollar 15.5 Sei f : Y — X ein quasi-kompaktes, quasi-separierter Morphismus von
Schemata, F' eine étale Garbe auf Y und T ein geometrischer Punkt von X. Dann ist

(R"f.F)z = HL (Y xx Spec(O% ), F|...) .

Beweis Sei P die Priagarbe U ~» H (Y xx U, F) auf X. Dann ist R"f,F' = aP, also
(R"f.F)z = P = li_)m HZ(Y xx U, F|Y xx U)

U étale Umgebung von = in X

(Y xy Spec O3, F...) .

Die obige Behauptung folgt nun daraus, dass O¥'; ®o,, K = Kz ist.
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Nun ist | |
H,(Speckz, G) = H' (K, (K27))

Wir benoétigen einige Tatsachen aus der Galoiskohomologie
Lemma 15.6 (Hilbert 90) H'(K, (K*®)*) = 0 fiir jeden Korper K.

Lemma 15.7 Fiir jeden Korper L ist H*(L, (K*%?)*) = Br(L), die Brauergruppe von L.
Nach Corollar 15.5 gilt fiir jeden geometrischen Punkt = von X

(R'.Gmx)z = H' (K5, KZ) =0,
wobei Kz = Quot(Oxz) ist, denn es gilt Spec(K) x x Spec(Oxz) = Spec(Kz). Also ist
RYj.Gx=0.
Aus der Leray-Spektralsequenz fiir j, folgt somit
HY(X, jiGx) = H' (K, (K*7)*) = 0
und eine exakte Sequenz
0 — H*(X, .G, k) — Br(K) — H'(X, R*.G,, x) = H*(X, 7.G. x) .
Aus der Sequenz (15.1.1) folgt eine exakte Sequenz

0-T(X,05) - K= & Z— H'(X,G,,)—0,

reX!

also die bekannte Isomorphie (fiir regulires X)

(HY(X) 5 Pic(X).

Sei nun dim X = 1 und k(z) perfekt fiir alle x € X*.
Lemma 15.8 R'j.G,, x = 0 fiir ¢ > 1.

Beweis Fiir alle geometrischen Punkte  von X ist Kz = Quot(Oxz), und Oxz ist ein
diskreter Bewertungsring mit algebraisch abgeschlossenen Restklassenkorper, oder ein sepa-
rabel abgeschlossener Korper. Im ersten Fall hat Kz die kohomologische Dimension 1, im
zweiten die kohomologische Dimension 0. Es ist also

(R'5.Gppi )z = H' (Kz, (K27)*) =0

fir s > 1.

In diesem Fall haben wir Isomorphismen
H'(X, j.Gmx) = H'(K, (K*7)¥)
fir alle 4.
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Die Sequenz (15.1.1) liefert eine exakte Sequenz

0— H*(X,G,,) = Br(K) = @ H*k(z),Z) = H*X,G,,) — ...

reX!
denn (i,). ist exakt, und mit der Leray-Spektralsequenz fiir (i,). folgt
H'(X, (i,)+Z) = H"(Spec(k(x), Z)
fiir alle .

Sei schliellich X eine glatte projektive Kurve iiber einem algebrisch abgeschlossenen Kérper
k, und wie vorher K = K(X) der Funktionenkérper von X.

Satz 15.9 (Satz von Tsen) K hat die kohomologische Dimension 1.
Genauer zeigte Tsen, dass K ein sogenannter C1-Korper ist, und hieraus folgt cd(K) < 1.

Hieraus folgt, dass cd(k(z)) = 0 fir r € X', H(X,G,,) = H (X, j., G, i) = 0 fiir i > 2.
Sei n invertierbar in k. Aus der Kummer-Sequenz

0= ptn— G >G,, =0
folgt dann durch Ubergang zur Kohomologie

Lemma 15.10 (i) H°(X, i) =, (da HY(X,G,,) = k*)

(it) H'(X, pn) = Pic(X)[n] = (Z/nZ)*

(iii) H*(X, py) = Pic(X)/n Pic(X) = Z/nZ, wobei g das Geschlecht von X ist, also g =
dimy, HO(X, Q).

Beweis Die ersten Isomorphismen sind klar aus der langen exakten Kohomologiesequenz. Die

de
weiteren Isomorphismen in (ii) und (iii) folgen daraus, dass fiir Pic’(X) = ker(Pic(X) = Z)
gilt
Pic®(X) = Jac(X)(k),

wobei Jac(X) die Jacobische Varietidt von X ist. Dies ist eine abelsche Varietit.

Corollar 15.11 H'(X,Z/n) endlich.
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