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Kurze Zusammenfassungder Dissertationvon Dr. Bernd Ammann

In der Dissertationwurdendie Eigenwertedesso genanntenDirac-Operatorsunter-
sucht.Die Mathematikererhoffensichvon einergenauerenKenntnisdiesesOperators
einbesseresVersẗandnisfür denZusammenhangzwischenTopologie,dasist dieTheo-
rie elastischermehrdimensionalerRäume,undDifferentialgeometrie,dasist dieTheo-
rie gekr̈ummterRäume.ErkenntnissedieserArt könnenvor allemin dertheoretischen
Physik interessantwerden,da sie die Grundlagenfuer neuemathematischeModelle
erforschen,die die AllgemeineRelativitätstheorieunddie Quantenmechanikin einen
einheitlichenFormalismusvereinen.

Zusammenfassungder Dissertation von Dr. Bernd Ammann für die
Broscḧure

1 Physikalischer Ursprung desGebiets

Die Spektraltheorievon elliptischenDifferential-Operatorenauf Mannigfaltigkeiten
hatsich in denletztenJahrzehntenzu einerungeahntenBlüteentwickelt. Der weitaus
bekanntesteelliptischeDifferential-Operatorist der Laplace-Operator. In der Physik
ist der Laplace-Operatorsder wahrscheinlichwichtigsteOperatorzur Beschreibung
von Wellenpḧanomenen.Betrachtenwir zum Beispiel eine Pauke oder eine Trom-
mel, derenHaut gleichm̈aßigdick und gleichm̈aßiggespanntist. Die Klangfarbeder
Trommelwird starkvon derForm derschwingendenMembranbeeinflußt.Einerunde
MembranhatandereOberẗonealseineovaleMembran.In derSprachederMathema-
tik ausgedr̈uckt heißtdies,dassdie EigenwertedesLaplace-Operatorsmit Dirichlet-
Randbedingungenvon der Form desGebieteabḧangen.Eine der zentraleFragender
Spektralgeometrieist es, Zusammenḧangezwischenden EigenwertendesLaplace-
OperatorsundderGestaltderschwingendenObjektezufinden.

EinesderwesentlichenPrinzipienderQuantenmechanikbesagt,dassin dermikro-
skopischenGrößenordnungsogut wie allesin unsererWelt durchWellenbeschrieben
wird. Die AllgemeineRelativitätstheoriebeschreibthingegenmakroskopischePḧano-
mene:Materiekrümmt die 4-dimensionaleVereinigungvon Zeit (1 Dimension)und
Raum(3 Dimensionen).Will mandiesebeidenTheorienvereinen,ben̈otigt manei-
ne Theorieder Schwingungengekr̈ummterRäume.DasVerhaltender Elementarteil-
chenwird durchpartielleDifferentialgleichungenbestimmt:derLaplace-Operatorbe-
schreibtTeilchenmit ganzzahligemSpin und der Dirac-OperatorTeilchenmit halb-
zahligemSpin.DasSpektrumdieserOperatorenentsprichtmöglichenEnergiewerten
derElementarteilchen.

2 MathematischeImplikationen

In den 60er Jahrenstellte sich zur Überraschungvieler Mathematiker heraus,dass
Dirac-Operatorenauf gekr̈ummtenRäumennicht nur für physikalischeAnwendungen
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interessantsind,sondernentscheidendzumVersẗandnisgekr̈ummterRäumebeliebiger
Dimension,sogenannterRiemannscherMannigfaltigkeiten,beitragen.Aus der Viel-
zahlmöglicherAnwendungensollendrei hier erwähntwerden.

� Ein Satzvon Atiyah und SingerverbindetdasSpektrumdesDirac-Operators
mit topologischenGrößen.Dies führt zu notwendigentopologischenBedinun-
genfür dieExistenzvonMetrikenmit positiverSkalarkr̈ummungaufkompakten
Mannigfaltigkeiten.

� Die mathematischenPhysiker Seiberg undWitten definierteneineTheorie,die
zu einemdeutlichverbessertenVersẗandnis4-dimensionalerRäumeführte.Die
LösungeneinernichtlinearenMonopolgleichungwerdenstudiert.Und die

”
An-

zahl“ der Lösungenist einecharakterisiereGrößefür die globaleStrukturdes
Raumes,sprichfür dessenTopologie.

� Eigenwertevon Dirac-Operatorenstehenin Verbindungzu wichtigen Größen
der ElementarenDifferentialgeometrie.Der ersteEigenwertdesQuadratsdes
Dirac-OperatorseinerFlächein

���
ist eineuntereSchranke an dasWillmore-

Integral ����� (siehe[3]). Die Willmore-Vermutung(siehe[7]) besagt,dassdas
Willmore-Integral für immersierteTori immergrößerodergleich 	�
�� ist. Diese
Vermutungist bisheutenur teilweisegelöstworden.Für einegewisseTeilklasse
von Tori konntedieseVermutungmit der vorliegendenDissertationverfiziert
werden.

3 Ergebnisseder Doktorarbeit

Der Dirac-Operatorauf gekr̈ummtenRäumenhängtwesentlichvon der sogenannten
Spin-Strukturab. Der Dirac-Operatorexistiert nur, wennsolcheineSpin-Strukturexi-
stiert, und zu jeder solchenSpin-Strukturexistiert ein Dirac-Operator. Der Einfluß
der Spin-Strukturauf dasSpektrumdesDirac-Operatorswurde allerdingsbisherin
derLiteraturkaumuntersucht.HauptzielderDoktorarbeitwar, eineAbscḧatzungdes
kleinstenEigenwertdesDirac-Operatorszu finden, die diesetopologischeStruktur
mit einbezieht.Da sichder Fall gekr̈ummterRäumebeliebigerDimensionenals sehr
unhandlicherwies,konzentriertsich ein großerTeil der Arbeit auf den Torus.Eine
Abscḧatzungvon ThomasFriedrich für flacheTori wurdeauf dennicht-flachenFall
verallgemeinert[4]. Mittels desobenbeschriebenenZusammenhangszwischenEi-
genwertendesDirac-Operatorsund demWillmore-Integral erhieltenwir eineuntere
SchrankeandenWertdesWillmore-Integrals.Die damiterhalteneSchranke ist in vie-
len Fällen besserals alle Schranken,die zuvor in der Literatur bekanntwaren.Diese
AbscḧatzunglösteeinenSpezialfall derWillmore-Vermutung[2].

AbgesehenvondiesemHauptergebniswurdenauchanderewichtigeSpektraleigen-
schaftendesDirac-Operatorsuntersucht.Motiviert durchUntersuchungendesjapani-
schenMathematikersFukaya[5] zurKonvergenzdesSpektrumdesLaplace-Operators
unterKollaps,untersuchtenwir dasSpektrumdesDirac-Operatorsauf kollabierenden
Kreisbündeln.Wir stelltenfest,dassdie Frage,ob KonvergenzoderNichtkonvergenz
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desSpektrumvorliegt, von derSpin-Strukturabḧangt.DieseErgebnissewurdenkürz-
lich von JohnLott [6] in einenallgemeinerenKontext gestellt.

In einemletztenKapitelkonstruiertenwir DeformationenvonRiemannschenMan-
nigfaltigkeiten,diedasSpektrumdesDirac-Operatorsinvariantlassen.
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Abbildung1: Der Torus.Die Dissertationuntersucht EigenwertedesDirac-Operators
auf demTorus.
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