Probeklausur zur Algebra I

Prof. Dr. S. Bosch/C. Loh Februar 2008
Name: Vorname:

Matrikelnummer: [ T [ [ [ [ | Studiengang:

ZIV-Kennung: Ubungsleiter:

Diese Klausur besteht aus 8 Seiten (die ersten beiden Seiten sind identische
Deckblitter). Bitte iiberpriifen Sie, ob Sie alle Seiten erhalten haben.

Bitte versehen Sie alle Seiten mit IThrem Namen und Ihrer Matrikelnummer.

Sie haben drei Stunden (= 180 Minuten) Zeit, um die Klausur zu bearbeiten;
bitte halten Sie bei der Abgabe Thren Studentenausweis und einen Lichtbild-
ausweis bereit. Falls Sie die Klausur vorzeitig abgeben, verlassen Sie danach
bitte das Geb&ude.

Die Klausur besteht aus 6 Multiple-Choice-Aufgaben und 4 weiteren Aufgaben.

Fiir jede korrekte Multiple-Choice-Antwort erhalten Sie einen Punkt, fiir jede
falsche wird ein Punkt abgezogen. Nicht beantwortete Multiple-Choice-Fragen
werden mit 0 Punkten bewertet. Sie erhalten jedoch im Multiple-Choice-Teil
insgesamt mindestens 0 Punkte.

Es koénnen im Total 50 Punkte erreicht werden. Zum Bestehen geniigen vor-
aussichtlich 40% der Punkte.

Es sind keinerlei Hilfsmittel wie Taschenrechner, Biicher, Vorlesungsmitschrif-
ten, Mobiltelephone oder Ahnliches gestattet; Schmierpapier wird zur Verfii-
gung gestellt. Alle Tduschungsversuche fithren zum Ausschluss von der Klau-
sur; die Klausur wird dann als nicht bestanden gewertet.

Viel Erfolg!

Note:

Aufgabe 112|3[4[|5(6|7|8]9]| 10| Summe
Punkte maximal | 3 |2 |3 |2|4|4|6 |68 12 50

erreichte Punkte

Unterschrift:
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Aufgabe 1 (3-1 = 3 Punkte). Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen auf
alle Gruppen G zutreffen.

— Ist H ein Normalteiler von G, so gibt es eine Grup- O wahr O falsch
pe G’ und einen Homomorphismus ¢: G — G’
mit ker(¢) = H.

— Sei ¢: G — G ein Gruppenhomomorphismus. O wahr O falsch
Dann gilt
ker(p) = {g € G | v(g9) = ¢(9)'}.
— Ist H ein Normalteiler von G, so gilt fiir alle h € H O wahr O falsch

und alle g € G, dass

g-h-gt=nh.

Aufgabe 2 (2-1 = 2 Punkte). Sei G eine Gruppe und sei g € G ein Element der
Ordnung 8. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen auf alle solchen Gruppen G
zutreffen.

— Es gibt ein Element h € G mit h - h = g. O wahr O falsch

— Die Gruppe G enthélt eine Untergruppe der Ord- O wahr O falsch
nung 4.
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Aufgabe 3 (3-1 = 3 Punkte). Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr
oder falsch sind.

— Jedes Ideal in F5(X)[Y] wird von einem Element er- O wahr O falsch
zeugt.

— Restklassenringe von Integritétsringen sind Integri- O wahr O falsch
tétsringe.

— Ist R ein Integritdtsring und sind p und ¢ zwei ver- O wahr O falsch

schiedene Primelemente in R, so ist auch p + ¢ prim.

Aufgabe 4 (2-1 = 2 Punkte). Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr
oder falsch sind.

— Seien O wahr O falsch
f=X'4+3-X>4+9.-X -9€cQ[X],
g:=X3-4.X*4+3.-X -12€Q[X].
Dann ist (f,g) C Q[X] ein maximales Ideal.

— Der Ring Q[X]/(X? + X — 2) ist ein Produkt zweier O waehr O falsch
nichttrivialer Ringe.
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Aufgabe 5 (4 -1 = 4 Punkte). Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr
oder falsch sind.

— Es gibt einen Kérperhomomorphisms Fio5 — F124. O wahr O falsch

— Zu jeder endlichen abelschen Gruppe G gibt es einen O wahr O falsch
endlichen Korper K, so dass G zu einer Untergruppe
der Einheitengruppe von K isomorph ist.

— Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Dann ist O wahr O falsch
jedes Element aus L entweder separabel oder rein
inseparabel iiber K.

— Ist L/K eine algebraische Kérpererweiterung und O wahr O falsch
a € L,soist [K(a?): K] < [K(a): K].

Aufgabe 6 (4-1 = 4 Punkte). Sei a € C mit a*+a®+a?+a+1 = 0. Entscheiden
Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.

— Die Erweiterung Q(«)/Q ist normal. O wahr O falsch

— Sei R ein Ring mit Q C R C Q(«). Dann ist R ein O wahr O falsch
Korper.

— Das Minimalpolynom von a? + 2 - « iiber Q hat O wahr O falsch
Grad 3.

— Es gibt einen Zwischenkérper K von Q(«a)/Q, der O wahr O falsch

[K : Q] = 2 erfiillt.
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Aufgabe 7 (4 +2 = 6 Punkte).

1. Zerlegen Sie das Polynom X3 —2-X24 X —2 iiber Q bzw. iiber F5 in irreduzible
Faktoren.

2. Zeigen Sie, dass das Polynom X° —10- X% +6- X2 — 8- X + 50 in Q[X]
irreduzibel ist.

Aufgabe 8 (6 Punkte). Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Zeigen Sie,
dass K genau dann vollkommen ist, wenn der Frobeniushomomorphismus

c.: K — K

A

surjektiv ist.
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Aufgabe 9 (2+ 2+ 4 = 8 Punkte).
1. Definieren Sie den Begriff algebraischer Abschluss eines Korpers.

2. Geben Sie eine andere — dquivalente — Charakterisierung eines algebraischen
Abschlusses (ohne Beweis).

3. Zeigen Sie, dass endliche Korper nicht algebraisch abgeschlossen sind.
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Aufgabe 10 (4 +4 + 4 = 12 Punkte). Sei a := /2 + /2 € R; hierbei bezeich-
net v/ jeweils die positive reelle Quadratwurzel.

1. Zeigen Sie, dass die Korpererweiterung Q(«)/Q galoissch ist.
Hinweis. Betrachten Sie \/2 ++2- \/2 —V2.

2. Zeigen Sie, dass die Galoisgruppe von Q(«)/Q zu Z /47 isomorph ist.

3. Bestimmen Sie alle Zwischenkorper von Q(«)/Q.



