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Aufgabe 1 (Eine Charakterisierung K-wertiger Punkte). Sei K ein Korper.

1. Sei X ein Schema. Zeigen Sie, dass es eine kanonische Bijektion
Homgen (Spec K, X)) & {(:c,ga) | x € X und ¢ € HomRing(k(x),K)}
gibt.

2. Welche Beziehung herrscht also zwischen der Menge der K-wertigen Punk-
te eines K-Schemas X und der Menge der Punkte von X, deren Restklas-
senkorper via der Strukturabbildung X — Spec K isomorph zu K ist?

3. Gibt es K-Schemata, die keine K-wertigen Punkte enthalten?

Aufgabe 2 (Zusammenhingende Schemata).
1. Sei X ein Schema. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
— Der X unterliegende topologische Raum ist zusammenhéngend.

— Im Ring Ox (X) gibt es keine nichttrivialen idempotenten Elemente.

— Der topologische Raum Spec Ox (X) ist zusammenhéngend.
2. Zeigen Sie, dass Spektren lokaler Ringe zusammenhéngend sind.

3. Fiir welche Ringe R und welche n € N ist P} zusammenhéngend?

Aufgabe 3 (Produkte projektiver Geraden). Sei K ein Korper und sei X das
Faserprodukt IP’}( X Spec K IP’}( zweier projektiver Geraden.

1. Bestimmen Sie den Ring Ox(X) der globalen Schnitte von X.

2. Gibt es fiir ein n € N eine abgeschlossene Immersion X — A% 7

Aufgabe 4 (Cech-Kohomologie des Kreises).

1. Zeigen Sie das Lebesgue-Lemma: Ist (U;);cr eine offene Uberdeckung eines
kompakten metrischen Raumes X, so gibt es ein € € R+, eine sogenannte
Lebesgue-Zahl, mit folgender Eigenschaft: Zu jeder Menge V' C X mit
Durchmesser hichstens € gibt es ein 4 € I mit V' C U;.

2. Finden Sie mit Hilfe des Lebesgue-Lemmas ein System offener Uberdeckun-
gen von S* := {z € R? | [|z|| = 1}, das kofinal in Cov(S") ist, und so dass
jede dieser Uberdeckungen Vielfachheit 2 hat; die Vielfachheit einer Uber-
deckung (U;);cr ist hierbei definiert als

min{dEN fiir alle J C T mit |J| > d ist ﬂ U; Z(Z)} € NU oo.
JjeJ

3. Bestimmen Sie die Cech-Kohomologie H*(S';Z) von S! mit Werten in
der konstanten Garbe Z und interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch.




