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Thema 1 (Morphismen in affine Schemata).

1. Sei X ein Schema und R ein kommutativer Ring mit Eins. Zeigen Sie: Es
gibt eine kanonische Bijektion

HomSch(X, Spec R) −→ HomRing

(
R,OX(X)

)
.

Insbesondere existiert ein kanonischer Morphismus X −→ SpecOX(X).

2. Folgern Sie, dass die Kategorie der Schemata terminale Objekte besitzt.
Besitzt die Kategorie der Schemata auch initiale Objekte?

Hinweis. Die Definition terminaler und initialer Objekte findet sich in jedem
Buch über Kategorientheorie, z.B. im Buch ”Category Theory“ von H. Herrlich
und G.E. Strecker.

Thema 2 (Der Funktor der Punkte und Morphismen aus affinen Schemata).
Zu einem Schema X betrachten wir den durch X dargestellten (kontravarianten)
Funktor

X( · ) : Sch −→ Set

T 7−→ HomSch(T,X)

(ϕ : T → T ′) 7−→
(

HomSch(T ′, X) → HomSch(T,X)
f 7→ f ◦ ϕ

)
der Punkte und die Einschränkung X( · )aff : Aff −→ Set von X( · ) auf die
Unterkategorie der affinen Schemata. Zeigen Sie:

1. Sind X und X ′ Schemata, deren Funktoren X( · ) und X ′( · ) natürlich
isomorph sind, so sind die Schemata X und X ′ isomorph.

2. Seien X und X ′ Schemata, deren Funktoren X( · )aff und X ′( · )aff natürlich
isomorph sind. Sind dann die Schemata X und X ′ isomorph?

Bemerkung. Man kann zeigen, dass der Funktor der Punkte einen sogenann-
ten volltreuen Funktor von der Kategorie der Schemata in die Kategorie der
(kontravarianten) Funktoren von Sch nach Set liefert; dieser Tatsache liegt ein
allgemeineres Prinzip zugrunde – das Yoneda-Lemma (Eisenbud: Commutative
Algebra with a View Toward Algebraic Geometry [S. 703]; Herrlich, Strecker:
Category Theory [§ 30]).

Bitte wenden



Thema 3 (Quasi-affine Schemata). Ein Schema heißt quasi-affin, wenn es
quasi-kompakt ist und eine offene Immersion in ein affines Schema besitzt. Eine
offene Immersion ist ein Morphismus i : X −→ Y von Schemata mit folgenden
Eigenschaften: Die Abbildung i induziert einen Homöomorphismus X −→ U
auf eine offene Teilmenge U von Y , und versieht man U mit der induzierten
Struktur einens offenen Unterschemas von Y , so ist der von i induzierte Mor-
phismus X −→ U ein Isomorphismus.

1. Zeigen Sie, dass ein quasi-kompaktes Schema X genau dann quasi-affin
ist, wenn der kanonische Morphismus X −→ SpecOX(X) eine offene Im-
mersion ist.

2. Sind alle offenen Teilmengen affiner Schemata quasi-kompakt?

3. Sind alle quasi-affinen Schemata affin?

4. Sind alle quasi-kompakten Schemata quasi-affin?

Hinweis.Zu2.SeiKeinKörper.DannistSpecK[X1,X2,...]−{(X1,X2,...)}
offeninSpecK[X1,X2,...],abernichtquasi-kompakt.
Zu3.SeiKeinKörperundX:=A2

K−{(X,Y)}mitdervonA2
Kinduzierten

Garbe.ZeigenSie,dassXeinquasi-affinesSchemaist,dasnichtaffinist.
Zu4.BetrachtenSiehierzuzumBeispieldasSchemaausAufgabe2vonBlatt7.
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