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1 Definition von Graphen

Ein Graph ist ein Tupel G = (E, V) bestehend aus einer Eckmenge E und einer
Kantenmenge V C {{z,y}|z,y € E;x # y}.
Um dies zu verdeutlichen folgt hier ein Beispielgraph:
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In diesem Beispiel ist die Menge aller Ecken E = {1,2,3,4} und die Menge
aller Kanten V' = {{1,2},{2,3}, {1, 3}}. Daher lésst sich dieser Graph schreiben

als G = ({1,2,3,4}, {{1,2},{2,3},{1,3}}

2 Unabhingigkeit von Ecken und Kanten

In einem Graphen kann es sein, dass je zwei Ecken nicht durch eine Kante ver-
bunden sind. Im obigem Beispiel ist die Ecke 4 mit keiner der anderen Ecken
verbunden. Ein Paar von Ecken, dass durch eine Kante verbunden ist, nennen
wir benachbart.

Analog erfolgt die Definition fiir Kanten: Ein Paar von Kanten wird als benach-
bart bezeichnet, wenn sie einen gemeinsamen Endpunkt haben.

Auch dazu hier ein Beispiel:

In obigem Beispiel sind folgende Ecken benachbart:
e 1 und 2

e 1 und 3

e 1 und 4

Folgende Kanten sind benachbart:

e {1,2} und {1,3}

e {1,2} und {1,4}

e {1,3} und {1,4}.



Zwei Ecken/Kanten werden als Nachbarn bezeichnet, wenn sie benachbart
sind.

Definition 2.1. Sei G = (F,V) ein Graph und = € FE eine Ecke. = hat n
Nachbarn, wenn es n Kanten der Form {z,y} € V mit y € F gibt.

Definition 2.2. Sei G = (F,V) ein Graph, £ C E und V' C V Teilmengen
der Ecken bzw. Kanten.

E’ heifit unabhéingig, wenn fiir alle Paare z,y € E' mit x # y gilt: x und y sind
nicht benachbart.

V' heiBit unabhéngig, wenn fiir alle Paare {x,y},{z',v'} € V' mit {z,y} #
{',y/} gilt: {z,y} und {2/, ¥’} sind nicht benachbart.

Auch dazu ein Beispiel:
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In diesem Beispiel sind beispielsweise die Eckmengen {1,2,3}, {4,5}, {2,5}
und {3,4} unabhingig.
AuBlerdem ist beispielsweise die Kantenmenge {{1,4}, {3,5}} unabhingig.

Bemerkung 2.3. Sei G = (E,V) ein Graph und E' C E, V' C V unabhdingig.
Dann ist auch jede Teilmenge von E' bzw. V' unabhingig.

3 Teil- und Untergraphen

Manchmal ist es von Bedeutung Teile eines Graphen zu betrachten. In diesem
Abschnitt wollen wir die Begriffe Teilgraph und Untergraph einfiihren.

Definition 3.1. Sei G = (E,V) ein Graph und G’ = (E’, V') ein weiterer
Graph.

G’ heifit Teilgraph von G, wenn gilt: £/ C Eund V' C V.

Wenn zusétzlich fiir alle Paare z,y € E’ mit {z,y} € V auch {z,y} € V' gilt,
nennen wir G’ einen Untergraphen von G.

Bemerkung 3.2. Jeder Untergraph von G ist auch ein Teilgraph von G.

Hierzu ein Beispiel:




HI

H ist ein Teilgraph von G und H’ ist ein Untergraph von G. Aber H ist kein
Untergraph von G, da H die Ecken 2 und 4 enthélt aber nicht die Kante {2,4}.

4 Schnitt, Vereinigung und Produkt von Gra-
phen

In diesem Abschnitt wollen wir 3 Verkniipfungen von Graphen erldutern. Dabei
ist es auch notwendig den leeren Graphen einzufithren. Diesen Graphen wollen
wir mit () bezeichnen und es gilt: O = (0, ().

Definition 4.1. Seien G = (E,V) und G’ = (E’, V') zwei Graphen.

Schnitt zweier Graphen: GNG' .= (ENE, V NV’)

Vereinigung zweier Graphen: GUG’ := (EUE', VU V')

Gilt GNG' =0, so ist das Produkt zweier Graphen: Gx G’ := (EUE', VUV'U
{{a,y}ls € By € B'Y)

Nun ein Beispiel fiir Schnitt und Vereinigung:
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Hier ein Beispiel fiir das Produkt zweier Graphen:



G*H

Die neu hinzugekommenden Kanten sind grau gezeichnet.

Bemerkung 4.2. Flir alle Graphen G gilt: Gx () = G

5 Vollstindige Graphen

Jetzt wollen wir einen speziellen Typ von Graphen behandeln: Den vollsténigen
Graphen.

Definition 5.1. Ein Graph G = (E, V) heifit vollstindig, wenn fiir alle z,y € E
mit z # y gilt: {z,y} € V.
Mit anderen Worten: Je zwei Ecken sind benachbart.

Einen vollstdndigen Graphen mit n Ecken werden wir mit K™ bezeichnen.

Bemerkung 5.2. Sei G ein vollstindiger Graph und E seine Eckmenge. Jede
Teilmenge von E ist nicht unabhdngig.

Beweis. Der Beweis ist sehr einfach: Sei E/ C E eine Teilmenge von E. Da jedes
Paar z,y € F benachbart ist gilt dies auch fiir alle Paare z,y € E’. Also ist E’
nicht unabhéngig. O

Weniger trivial ist folgender Satz:
Satz 5.3. K" x K™ = K"*t™

Beweis. Beim Produkt von K™ und K™ wird jede Ecke aus K™ mit jeder Ecke
aus K™ verbunden. Da bereits auch jede Ecke aus K™ bzw. K™ mit jeder
anderen Ecke aus K™ bzw. K™ verbunden ist, ist jede Ecke aus K™ x K™
mit jeder anderen Ecke aus K™ x K™ verbunden. Damit erfiillt K™ x K™ die
Definition eines vollstindigen Graphen. Da K™ x K™ n + m Ecken hat, gilt
damit: K™ x K™ = K"T™, O

In Abschnitt 4 haben wir bei dem Produktbeispiel das Produkt eines K3
mit einem K? gebildet und erhielten einen K®. Es sei noch erwihnenswert, dass
der K' nur aus einer einzigen Ecke besteht.

Bemerkung 5.4. Jeder Graph mit n Ecken ist ein Teilgraph von K™.



6 Partitionen

Die Eckmenge E eines Graphen lésst sich in disjunkte unabhéngige Teilmengen
E =FE,U...UE, zerlegen. Eine solche Zerlegeung nennen wir Partitionierung
und die E, ..., E, nennen wir Partitionen. Um dies zu verdeutlichen folgt ein
Beispiel:

Es gilt bei diesem Graph G = ({1,2,3,4},{{1,2},{2,4},{1, 3}, {3,4}}).
Wir kénnen {1,2,3,4} zerlegen in {1,4} U {2,3}. {1,4} und {2,3} sind dabei
jeweils unabhéngig. Diese Zerlegung kénnen wir auch in der Darstellung errei-
chen:

An dieser Stelle wollen wir den Graphen einfithren, der n Fcken, aber keine
Kanten hat. Diesen Graphen wollen wir mit K, bezeichnen.

Definition 6.1. K,,,...,n, := K, *---x K,

Definition 6.2. Ky ... n:= K
——

m—mal
Der Graph im obigem Beispiel ist ein K32 = K3.
Bemerkung 6.3. K; = K!

Bemerkung 6.4. Kl, 1= K"

——
n—mal
Beweis. K1 1:K1*~~~*K1:K1*~~*K1:K” O]
ey < ,
n—mal n—mal

n—mal

7 Minoren und topologische Minoren

In einem Graphen kann man Kanten kontrahieren. Dabei verschmelzen die bei-
den Ecken der Kante zu einer gemeinsamen Ecke.



Dabei sind die Ecken 3 und 4 zur Ecke 9 verschmolzen.
Wir kontrahieren auch die Kante {7, 8}:

Jetzt sind die Ecken 7 und 8 zur Ecke 10 verschmolzen.

Definition 7.1. Sei G ein Graph und X ein durch eine Reihe von Kantenkon-
traktionen aus G entstandener Graph. Dann ist G ein M X.

Definition 7.2. Sei X ein Graph mit mindestens einer Kante und sei G ein
weiterer Graph. G heifit ein T X, wenn G aus X gewonnen werden kann, indem
an Kanten von X weitere Ecken platziert werden.

Um diese Definition zu verdeutlichen folgt ein Beispiel:

o

G L X

G ist in diesem Beispiel ein T'X.
Nun kénnen wir den Begriff des Minors und des topologischen Minors einfiihren:



Definition 7.3. Seien G und X zwei Graphen.
X heif3t Minor von G, wenn G einen M X als Teilgraphen enthélt.
X heif3t topologischer Minor von G, wenn G einen T'X als Teilgraphen enthélt.

Also entstehen Minoren eines Graphen G, in dem man zunichst durch das
“loschen” von Ecken und Kanten einen Teilgraphen bildet und anschliefend
Kanten kontrahiert. Ein Beispiel dazu:
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Zunichst 16schen wir einige Ecken und Kanten und erhalten:

-

Jetzt kontrahieren wir einige Kanten und erhalten:

4

Y ist also ein M X und Y ist Teilgraph von G. Damit ist X ein Minor von
G.
Hier gilt auch: Y ist ein TX und damit ist X sogar ein topologischer Minor von

G.

Die Kantenkontraktion hat bei vollstéindigen Graphen eine interessante Ei-
genschaft:

Satz 7.4. Sein < m. Dann ist K™ ein M K™. Mit anderen Worten: K™ ensteht
durch Kantenkontraktion aus K™.



Beweis. Sei n < m und K™ gegeben. Es geniigt zu zeigen, dass aus K™ K™~}
durch Kantenkontraktion gewonnen werden kann, da aus K™ ! K™ 2 erzeugt
werden kann, danach K™ 3, usw. bis man schliellich K™ hat.

Sei K™ = (E,V) ein vollstiniger Graph und z,y € E mit x # y. Sei weiter M
die Menge aller Nachbarn von  und N die Menge aller Nachbarn von y. Es gilt
also: M = FE — {2} und N = FE — {y}.

Durch das Kontrahieren der Kante {x,y} verschmelzen die Ecken z und y zu
einer Ecke, welche wir mit z bezeichnen wollen. Die Nachbarn von z sind dann
MUN —{z,y,2} = E—{x,y, z}. Also ist z mit allen anderen Ecken benachbart.
Die anderen Kanten bleiben unberiihrt. Daher ist der neue Graph vollstindig.
Da zwei Ecken zu einer verschmolzen sind, hat dieser eine Ecke weniger als K™
und daher ist dieser Graph ein K™ 1. O

Bemerkung 7.5. Jeder topologische Minor ist ein Minor.
Bemerkung 7.6. Im Allgemeinen sind Minoren keine Teilgraphen.
Bemerkung 7.7. Jeder Teilgraph ist auch ein topologischer Minor.

Bemerkung 7.8. Jeder Graph ist topologischer Minor seiner selbst.

8 Planarer Graph

In den meisten vorangegangenen Beispielen hatten die Graphen in der Zeichnung
keine Kanten, die sich schneiden. Geht das immer so? Die Antwort lautet: Nein.
In den néchsten beiden Abschnitten werden wir kldren, wann es moglich ist,
einen Graphen zu zeichnen, ohne dass sich die Kanten schneiden.

Definition 8.1. Ein Graph heifit plattbar, wenn er gezeichnet werden kann,
ohne dass sich die Kanten schneiden.

Zum Beispiel ist dieser Graph pléttbar:

Die Kanten {1,3} und {2,4} schneiden sich. Aber wir kénnen geschickter
zeichnen:

10



Also ist der Graph plattbar.

Folgende vollstindige Graphen sind plittbar: ¢, K', K2, K3 und K*. Im
néichsten Abschnitt werden wir sehen, dass fiir n > 5 K™ nicht plattbar ist.

9 Satz von Kuratowski u. Wagner

Satz 9.1 (Kuratowski 1930; Wager 1937). Sei G ein Graph. Dann ist dquivalent:
1. G ist pldttbar
2. G enthilt weder einen K® noch einen K33 als Minor
3. G enthilt weder einen K® noch einen K3 3 als topologischen Minor
Jetzt konnen wir zeigen, dass fiir n > 5 K™ nicht pldttbar ist:
Satz 9.2. Firn > 5 ist K™ nicht plattbar.

Beweis. Fiir n =5 ist nichts zu tun, da K? sich selbst als Minor enthilt.
Fiir n > 5: K™ enthilt einen K® als Teilgraphen. Man muss lediglich n — 5
Ecken 16schen. Also enthilt auch der K™ fiir n > 5 einen K° als Minor. O

10 Chromatische Zahl

Kommen wir nun zu einem anderem Aspekt der Graphentheorie: Den Farbun-
gen.

Definition 10.1. Sei G = (E, V) ein Graph und S eine Menge. Eine Eckférbung
eines Graphen ist eine Abbildung ¢: E — S mit ¢(z) # ¢(y), wenn x und y
benachbart sind.

Ein Graph heifit k-farbbar, wenn es fiir S = {1,..., k} solch eine Farbung gibt.
Das minimale &, fiir den ein Graph G k-firbbar ist, heifit chromatische Zahl von
G und wird mit x(G) bezeichnet.

Bemerkung 10.2. x(K")=n

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion:

Induktionsanfang: n = 1: Trivial.

Induktionsvorraussetzung: x(K™) = m fiir alle m < n, n fest
Induktionsschluss: n — n + 1: Sei ¢ eine Farbung von K™. Nach Induktions-
vorraussetzung brauchen wir fiir ¢ bereits n Farben. Wir kommen von K™ auf
K™! indem wir K™ mit K' multiplizieren. Jetzt haben wir n 4+ 1 paarweise
benachbarter Ecken, die gefarbt werden miissen. Da die n Ecken aus K™ bereits
mit n verschiedenen Farben belegt sind, brauchen wir fiir die neue Ecke eine
weiter Farbe. Also brauchen wir ingesamt n + 1 Farben. O

Bemerkung 10.3. x(K,) =1

Bemerkung 10.4. x(Kp, . . n,.) =T
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Beweis. Diesen Graphen konnen wir in r Partitionen unterteilen. Wir geben
jeder Partition eine eigene Farbe. Damit ist gezeigt dass x (K, .. n,.) <7 gilt.

Um zu zeigen, dass x(Ky,.... n,) = 7 gilt konstruieren wir einen Untergraphen
von K, . ., indem wir aus jeder Partition genau eine Ecke nehmen. Dieser
Untergraph hat r Ecken und wegen der Definition von K, . ., muss dieser
vollsténdig sein. Dieser Untergraph ist also ein K”. Damit folgt x(Kp, .. n,.) =
. O
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