Ubungsaufgaben

PD Dr. M. Joachim/Dr. C. Léh Dezember 2008

Aufgabe 1 (Ein Satz von Borsuk-Ulam fiir den Torus? [M; Exercise 2.1.10]).

1. Zeige, dafl folgendes Analogon des Satzes von Borsuk-Ulam im allgemeinen
nicht gilt: Fiir jede stetige Abbildung f: S* x S' — R? gibt es einen
Punkt (z,y) € S' x S mit f(z,y) = f(—x, —y).

2. Zeige, dafl es aber fiir jede stetige Abbildung f: S' x S! — R einen
Punkt (x,y) € S x S! mit f(x,y) = f(—x, —y) gibt.
3. Finde geeignete Verallgemeinerungen!

Aufgabe 2 (Der Borsuk-Graph [M; Exercise 2.1.9]). Zu a € (0,2) und n € N
ist der Borsuk-Graph B(n + 1, «) der wie folgt gegebene (unendliche) Graph:

— Die Ecken von B(n + 1, «) sind die Punkte von S™.

— Zwei Ecken z und y von B(n + 1, @) sind genau dann durch eine Kante
verbunden, wenn der Abstand von x und y beziiglich der Standardmetrik
auf S™ mindestens « ist.

Zeige, dafl der Satz von Borsuk-Ulam in Dimension n dazu dquivalent ist, dafl
die chromatische Zahl fiir alle o € (0, 2) die Abschétzung x (B(n+1,)) > n+2
erfiillt.

Aufgabe 3 (Vierteilungen von Massenverteilungen [M; Exercise 3.1.1]). Zeige,
daB jede Massenverteilung [M; Theorem 3.1.1] in der Ebene durch zwei Geraden
in vier gleich grofle Teile zerlegt werden kann.

Aufgabe 4 (Euklidische Raume [M; Exercises 4.3.1, 4.3.3]). Seien m, n € N.

1. Zeige, dal S™ und S™ genau dann homotopiedquivalent sind, wenn m = n.

Hinweis: Ist ein topologischer Raum zu einem n-zusammenhingenden
Raum homotopiedquivalent, so ist er selbst auch n-zusammenhangend.

2. Folgere, dafl R™ und R" genau dann homéomorph sind, wenn m = n ist.
Aufgabe 5 (Z/2-Index — Beispiele [M; Exercises 5.3.1, 5.3.2]).

1. Gib zu jedem n € N ein Beispiel eines freien Z/2-Raumes X, der nicht
(n — 1)-zusammenhéngend ist, mit indz /o (X) = n.

2. Gib ein Beispiel eines freien Z/2-Raumes X mit indz /o (X) = oo.

Aufgabe 6 (Die Ungleichung von Sarkaria [M; Exercise 5.7.1]). Gib ein Beispiel
eines endlichen Z/2-Komplexes Ly und eines Z/2-Unterkomplexes L von L mit
der Eigenschaft, dal Sarkarias Ungleichung strikt ist, d.h., daf§

indz/(L) > indz/2(Lo) — indz/2(A(Lo \ L)) — 1.
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