Ubungen zur Geometrie

Prof. Dr. C. Loh Blatt 4 vom 6. Mai 2016

Aufgabe 1 (Geoditen). Sei (X,d) ein metrischer Raum. Welche der folgenden
Aussagen sind wahr? Begriinden Sie Thre Antwort!

1. Ist v: [0,1] — X eine stetige Kurve mit L(y) = 1, so ist 7 eine Geodite.

2. Sind v1,72: [0,1] — X Geodéten mit v2(0) = v1(1), so ist auch

[0,2] — X
A 7 (t) falls t € [0,1]
vt —1) fallst € [1,2]

eine Geodate.

Aufgabe 2 (Maximumsmetrik). Wir betrachten die Maximumsmetrik do, auf
der reellen Ebene R? bzw. R? \ {0}.

1. Ist der metrische Raum (R?, d.,) eindeutig geoditisch?
2. Ist der metrische Raum (R? \ {0}, ds,) geodiitisch?

Begriinden Sie jeweils Thre Antwort und illustrieren Sie Ihre Argumente durch
geeignete Skizzen!

Aufgabe 3 (/2 =2 7). Was ist falsch am nachfolgenden , Beweis“? Erkldren
Sie genau, worin der Fehler besteht und welche Schritte korrekt sind.

Behauptung. Es gilt v/2 = 2.

Beweis. Wir betrachten die folgenden stetigen Kurven in (R?,ds). Zu n € Ny
sei v, : [0,2] — R? die Treppenkurve mit n Stufen mit Stufentiefe und
Stufenhshe 1/n von (0,0) nach (1,1), mit der offensichtlichen gleichméfi-

gen Parametrisierung:
73 gz

71 Y2

Dann konvergiert die Folge (7, )nen gleichméBig gegen

v: [0,2] — R?
t—s 1/2- (t,1).

Also ist
L(y) = L( lim 7,) = lim L(y,) = 2.

Andererseits ist natiirlich L(vy) = V2. Somit folgt v/2 = 2.

Bitte wenden



Aufgabe 4 (die unendliche Diedergruppe). Wir betrachten auf Z C R die Stan-
dardmetrik dy und definieren die unendliche Diedergruppe Do, := Isom(Z,ds).

1. Zeigen Sie, dass {s,t} ein Erzeugendensystem von D, ist, wobei

s: L — 7
zr—x+1,
t: 7 — 7
T — —.

Skizzieren Sie Cay(Doo, {s,t}).

2. Zeigen Sie, dass {t,t'} ein Erzeugendensystem von D, ist, wobei t wie
oben definiert ist und

V.7 —7
r—1—.

Skizzieren Sie Cay(Deoo, {t,t'}).

Bonusaufgabe (geoditische Strahlen in Gruppen). Sei G eine unendliche Grup-
pe, die ein endliches Erzeugendensystem S besitzt. Zeigen Sie, dass es dann eine
isometrische Einbettung N — G gibt, wobei wir G mit der Wortmetrik dg. g
beziiglich S und N mit der Standardmetrik versehen.

Hinweis. Als erstes konnte man sich iiberlegen, warum man fiir jedes n € N
eine geoditische Einbettung {0, ..., n} — G finden kann. Warum hilft das?

Warum ist es so wichtig, dass S endlich ist?

Abgabe bis zum 13. Mai 2016, 12:30 Uhr, in die Briefkédsten



