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0
Einfiihrung: Was ist Geometrie?

Das Wort Geometrie besteht aus zwei, altgriechischen, Komponenten:
e 1 die Erde
® [IETPELY: messen

Die Geometrie hat sich von ihren Urspriingen in der Landvermessung zu
einem auflerordentlich vielseitigen mathematischen Gebiet entwickelt. Einer-
seits helfen Methoden aus der Analysis, Algebra, Topologie, ... geometrische
Fragestellungen zu beantworten; andererseits sind geometrische Argumente
oft der Schliissel zur Lésung von Problemen aus anderen Gebieten der Ma-
thematik; zum Beispiel trigt die sogenannte arithmetische Geometrie zur
Losung zahlentheoretischer Probleme bei.

Eine naheliegende Beschreibung von Geometrie wire, dass Geometrie der
Teil der Mathematik ist, der sich mit der Untersuchung geometrischer Ob-
jekte befasst. Aber was sind geometrische Objekte? Diese Frage fiihrt zu
vielen weiteren grundsétzlichen Fragen iiber die Fundamente der Mathema-
tik und hat in der historischen Entwicklung der Geometrie eine Schliisselrolle
eingenommen. In der modernen Mathematik gibt es so viele Varianten von
Theorien mit geometrischen Einfliissen, dass die Beantwortung dieser Fra-
ge immer vom Blickwinkel und vom Kontext des Betrachters abhéngt. Zum
Beispiel féllt die Untersuchung der Algebra der komplexwertigen stetigen
Funktionen auf einem kompakten topologischen Raum je nach Blickwinkel in
die Analysis, in die Topologie, in die Algebra oder in die Geometrie.

In dieser Vorlesung werden wir verschiedene Facetten der Geometrie, ihre
Beziige zu anderen mathematischen Gebieten sowie ihre Anwendungen ken-
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nenlernen. Insbesondere werden wir uns mit Symmetrien und lokalen und
globalen Kriimmungsphénomenen beschéftigen. Typische Fragen in der Geo-
metrie sind:

e Was sind eigentlich Punkte, Geraden, Dreiecke, Winkel ...?7

In welchem Verhéiltnis konnen Geraden zueinander stehen?

o Wie einzigartig ist die euklidische Geometrie?

Wie kann man die Ebene pflastern?
e Kann man ldngentreue ebene Landkarten zeichnen?

e Wie kann man mit geometrischen Methoden Spiele gewinnen?

Wie jede mathematische Theorie besitzt auch die Geometrie zwei natiirli-
che Zugénge:

e einen axiomatischen Zugang und
e cinen konkreten Zugang.

Im axiomatischen Zugang wird die klassische Geometrie ausgehend von weni-
gen Axiomen entwickelt; dieser Zugang geht auf das zusammenfassende Werk
von Euklid zuriick. Im konkreten Zugang wird die Geometrie in konkreten
Modellen (zum Beispiel der euklidischen Ebene R?) entwickelt. Wihrend der
axiomatische Zugang konzeptionell deutlicher macht, welche Phéinomene auf
welche Annahmen zuriickzufiihren sind, ist der konkrete Zugang unter Ver-
wendung der modernen Methoden der Analysis und Algebra oft bequemer
und besitzt andere Moglichkeiten der Verallgemeinerung (zum Beispiel in
der riemannschen oder groben Geometrie).

Wir werden in dieser Vorlesung einen Mittelweg gehen. Wir werden
zunéchst kurz auf die axiomatische Sichtweise eingehen und dann den Schwer-
punkt auf die metrische Geometrie legen. Wir werden daher strukturell in
folgender Reihenfolge vorgehen und die Anwendungen jeweils an geeigneter
Stelle behandeln:

e axiomatische Geometrie und Mini-Geometrie
e metrische Geometrie

e normierte Geometrie

e clementare riemannsche Geometrie

e grobe Geometrie

Auf ganz natiirliche Weise werden wir dabei Begriffen und Themen aus
der Schulmathematik begegnen sowie auch Aspekten der Geometrie, die in
Zukunft Bestandteil der Schulmathematik werden kénnten. Wichtiger als die



Beherrschung des aktuellen Lehrplans ist es, ein solides Fundament der Geo-
metrie zu erlernen, das es erlaubt, Geometrie inhaltlich korrekt, nachvoll-
ziehbar und souverén zu lehren und auf das der Unterricht im Rahmen des
aktuellen und der zukiinftigen Lehrpléne aufbauen kann.
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Mini-Geometrie

Wir beginnen mit einer kurzen Diskussion axiomatischer Geometrie und den
Axiomen einer sehr iibersichtlichen, kombinatorischen Geometrie, der Mini-
Geometrie. Bereits an der Mini-Geometrie lassen sich viele zentrale Phéno-
mene der Geometrie illustrieren: Zunichst werden wir den axiomatischen
Standpunkt etwas ausbauen und Grundbegriffe der Modelltheorie einfithren;
mit der Sprache der Modelltheorie lisst sich insbesondere die historisch fiir
die Entwicklung der Geometrie entscheidende Frage nach der Unabhéingigkeit
des Parallelenaxioms formulieren. Danach studieren wir den Begriff der Sym-
metrie. Wir werden erste Anwendungen kombinatorischer Geometrie ken-
nenlernen, in denen der geometrischen Blickwinkel auf andere Gebiete eine
tragende Rolle spielt. Zum Abschluss konzentrieren wir uns auf die eulersche
Polyederformel — einem weitreichenden Satz aus der geometrischen Graphen-
theorie.

Uberblick iiber dieses Kapitel.

1.1 Axiomatische Geometrie 6
1.2 Axiome der Mini-Geometrie 8
1.3 Axiome vs. Modelle 10
1.4 Symmetrie 14
1.5 Der geometrische Blickwinkel 17
1.6 Der eulersche Polyedersatz 25
1.7  Ausblick 35

Schliisselbeispiel. Vektorridume, Graphen
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1.1 Axiomatische Geometrie

Im axiomatischen Zugang zur Geometrie wird die klassische ebene und raum-
liche Geometrie ausgehend von wenigen Axiomen entwickelt; dieser Zugang
geht auf das zusammenfassende Werk von Euklid [20] (ca. 3. Jahrhundert vor
Christus, Alexandria) zuriick.

Euklids Elemente tragen bereits die charakteristische Struktur rigoroser
mathematischer Texte: Sie bestehen systematisch aus

e Definitionen

e Postulaten, Axiomen

e Sitzen, die daraus hergeleitet werden.
Das Erste Buch beginnt wie folgt [20]:

Definitionen

1. Ein Punkt ist, was keine Theile hat.
FEine Linie ist eine Linge ohne Breite.

FEnden einer Linie sind Punkte.

e e

Eine gerade Linie ist, welche den auf ihr befindlichen Punkten gleich-
formig liegt.

5. FEine Fliche ist, was nur Ldinge und Breite hat.

18. Grenze heif§t, was das Ende eine Dinges ist;

35. Parallel sind gerade Linien in einer Ebne, die, so weit man sie auch an
beyden Seiten verldingern mag, doch an keiner Seite zusammentreffen.

Besondere Beachtung verdient das Parallelenaziom (in der Ubersetzung
von Lorenz Axiom 11; im Original wohl eher Postulat 5):

Zwey gerade Linien, die von einer dritten geschnitten werden, so dafl
die beyden innern an einerley Seite liegenden Winkel zusammen klei-
ner als zwey rechte sind, treffen genugsam verldngert an eben der Seite
zusammen.
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Im Gegensatz zu den anderen Postulaten und Axiomen ist das Paralle-
lenaxiom auffdllig unhandlich. Es wurde daher lange versucht, die folgende
Frage zu beantworten:

Frage 1.1.1 (Unabhingigkeit des Parallelenaxioms). Kann das Parallelenaxiom
aus den anderen Axiomen/Postulaten von Euklid abgeleitet werden?

Erst mit der Konstruktion der hyperbolischen Geometrie (Anfang des
19. Jahrhunderts) konnte diese Frage endgiiltig (negativ) beantwortet wer-
den.

Wahrend viele Beweisgeriiste in Euklids Werk noch heute verwendet wer-
den, hilt die Formulierung der Definitionen dem modernen Anspruch an eine
prézise Formalisierung nicht stand.

Hilbert hat 1899 die Grundlagen der Geometrie [23, 40] neu organisiert
und formalisiert. Hilberts Formalisierung beruht auf drei Klassen von Ob-
jekten, ndmlich Punkten, Geraden und Fbenen. Im Gegensatz zu Euklid 16st
er sich von einer konkreten Beschreibung dieser Objekte und spezifiziert nur
axiomatisch wie sich diese zueinander verhalten. Diesen Blickwinkel soll er
selbst wie folgt illustriert haben [7]:

~Man muf jederzeit an Stelle von ,Punkte, Geraden, Ebenen® |, Tische,
Stiihle, Bierseidel® sagen kénnen.“

Hilberts Axiome teilen sich in die folgenden Gruppen ein (Anhang A.1):

1. Aziome der Verkniipfung

1I. Aziome der Anordnung

II1. Axiom der Parallelen

In einer Ebene « ldsst sich durch einen Punkt A ausserhalb einer Ge-
raden a stets eine und nur eine Gerade ziehen, welche jene Gerade a
nicht schneidet; dieselbe heisst die Parallele zu a durch den Punkt A.

1V. Aziome der Congruenz

V. Aziom der Stetigkeit

Hilbert zeigt, dass die euklidische Geometrie in R?® durch diese Axiome
(bis auf Isomorphie) eindeutig festgelegt wird. Aulerdem weist er nach, dass
diese Axiome unabhingig voneinander sind.
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1.2 Axiome der Mini-Geometrie

Wir beginnen nun mit der Formulierung der Axiome einer sehr {ibersichtli-
chen, kombinatorischen Geometrie, der Mini-Geometrie. Die Mini-Geometrie
formalisiert eine einfache Geometrie, die aus Punkten, Geraden, und dem
Verhéltnis zwischen Punkten und Geraden besteht:

Definition 1.2.1 (Mini-Geometrie-Axiome). Die Sprache der Mini-Geometrie
enthélt Punkte, Geraden und die Beziehung ,liegt auf* zwischen Punkten und
Geraden sowie die Sprache der Logik erster Stufe. Mini-Geometrie erfiillt die
folgenden Axiome:

MG 1 Zu je zwei verschiedenen Punkten gibt es hochstens eine Gerade, so
dass beide Punkte auf dieser Geraden liegen.

MG 2 Auf jeder Geraden liegen mindestens zwei Punkte.

Die Logik erster Stufe enthilt die iiblichen logischen Verkniipfungen und
Quantoren (erster Stufe); auBerdem nehmen wir die géngigen Axiome fiir
die Gleichheitsbeziehung an. Genau genommen bilden Punkte, Geraden und
Hliegt auf“ Pradikate; wir wollen diese Formalisierung an dieser Stelle nicht
bis ins letzte Detail ausfiihren.

Aufbauend auf den Axiomen der obigen Mini-Geometrie kénnen wir wei-
tere zentrale geometrische Begriffe einfithren:

Definition 1.2.2 (Schnittpunkte von Geraden). Ein Punkt « in Mini-Geometrie
ist ein Schnittpunkt der Geraden g und h, wenn z auf g liegt und = auf h
liegt.

Definition 1.2.3 (parallel). Zwei Geraden in Mini-Geometrie heiflen parallel,
wenn sie keine Schnittpunkte haben.

Definition 1.2.4 (Dreieck, Anti-Dreieck).

e Ein Dreieck in Mini-Geometrie ist ein Tripel (z, y, z) von Punkten z, y, z
mit der Eigenschaft, dass je zwei dieser Punkte auf einer gemeinsa-
men Geraden liegen; die Punkte x,y,z heiflen FEckpunkte des Drei-
ecks (z,y,z). Ein Dreieck (x,y,z) ist entartet, wenn die Eckpunkte
nicht alle verschieden sind.

e Ein Anti-Dreieck in Mini-Geometrie ist ein Tripel (x,y,z) von Punk-
te x,y, z mit der Eigenschaft, dass keine zwei dieser Punkte auf einer
gemeinsamen Geraden liegen; die Punkte x,y, z heilen Eckpunkte des
Anti-Dreiecks (z,y, z). Ein Anti-Dreieck (x,y, z) ist entartet, wenn die
Eckpunkte nicht alle verschieden sind.
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u v u v U v u v

z BN w z w PR LS w P C——
° ) . . ° ° . .
Fall ®.a Fall ®.b Fall @.a Fall @.b

Abbildung 1.1.: Schematische Veranschaulichung der Situation in Beweis von
Proposition 1.2.5; existente Geraden sind als schwarze Linien
eingezeichnet, nicht-existente Geraden sind als rot gestrichel-
te Linien eingezeichnet.

Man beachte, dass in einem Dreieck in Mini-Geometrie die Seiten durch
die Eckpunkte nach MG 1 bereits eindeutig bestimmt sind.

Zum Beispiel kann man den folgenden Satz iiber Dreiecke in Mini-Geo-
metrie aus den Mini-Geometrie-Axiomen ableiten:

Proposition 1.2.5 (Mini-Ramsey). In Mini-Geometrie gilt: Es seien sechs ver-
schiedene Punkte gegeben. Dann gibt es drei von diesen sechs Punkten, die ein
nicht-entartetes Dreieck bilden, oder es gibt drei von diesen sechs Punkten,
die ein nicht-entartetes Anti-Dreieck bilden.

Caveat 1.2.6. Man beachte, dass sich die beiden Alternativen im Mini-
Ramsey-Satz nicht gegenseitig ausschliefen! Eine Formulierung mit ,entwe-
der ...oder ... wire also nicht korrekt.

Beweis. Sei z einer der sechs Punkte. Wir betrachten nun die Beziehung
von z zu den fiinf weiteren gegebenen Punkten. Nach dem Schubfachprinzip®
(denn 5/2 > 2) gibt es drei verschiedene Punkte u,v,w dieser fiinf Punkte
mit der Eigenschaft,

@ dass jeder der Punkte u, v, w auf einer Geraden durch z liegt oder
@ dass keiner der Punkte u, v, w auf einer Geraden durch z liegt.

Im Fall ® bilden entweder u, v, w ein Anti-Dreieck oder zwei dieser Punk-
te liegen auf einer gemeinsamen Geraden, ohne Einschriankung seien dies u
und v. Im letzteren Fall ist dann (z,wu,v) ein nicht-entartetes Dreieck.

Im Fall @ bilden analog entweder u, v, w ein nicht-entartetes Dreieck oder
es gibt zwei dieser Punkte, die nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen;
zusammen mit z bilden diese beiden Punkte dann ein nicht-entartetes Anti-
Dreieck. O

IDie einfachste Version des Schubfachprinzips lautet: Verteilt man 2 - n + 1 Objekte auf
zwei Schubficher, so enthélt eines der beiden Schubféicher mindestens n+1 der Objekte.
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Es ist verlockend, die Argumente im Beweis von Proposition 1.2.5 schema-
tisch wie in Abbildung 1.1 zu veranschaulichen. Man muss sich jedoch dessen
bewusst sein, dass Punkte und Geraden einer Mini-Geometrie im allgemeinen
nichts mit klassischen Punkten und Geraden in der Ebene R? zu tun haben
(Bierseidel!) und diese Skizzen wirklich nur eine schematische Darstellung der
Beziehung zwischen Punkten und Geraden sind.

1.3 Axiome vs. Modelle

Zentrale Fragen zu Axiomensystemen (nicht nur in der Geometrie) sind:

e Sind die Axiome erfiillbar? Auf wieviele Arten lassen sich die Axiome
erfiillen?

e Welche Aussagen lassen sich aus den gegebenen Axiomen ableiten?

e Welche Aussagen gelten in allen Modellen, die die Axiome erfiillen? Ist
das dieselbe Frage wie die vorige Frage?

e Braucht man wirklich alle dieser Axiome? Oder gibt es Abhéngigkeiten
zwischen den Axiomen?

Um diese Fragen diskutieren zu kénnen, benttigen wir Grundbegriffe der
Modelltheorie. Ein Modell eines Axiomensystems ist eine mengentheoreti-
sche Interpretation der Begriffe, die die geforderten Axiome erfiillt. Zum Bei-
spiel sind Gruppen nichts anderes als mengentheoretische Modelle der Grup-
penaxiome. Um den technischen Aufwand zu minimieren werden wir uns hier
auf eine vereinfachte Version fiir Mini-Geometrie beschrinken:

Definition 1.3.1 (Modell fiir Mini-Geometrie). Ein Modell fir Mini-Geometrie
ist ein Tripel (P, G, C), bestehend aus einer Menge P, einer Menge G und
einer Relation C auf P x G mit folgender Eigenschaft: Interpretiert man die
Elemente aus P als Punkte, die Elemente aus G als Geraden und die Relati-
on [ als ,liegt auf*, so sind die Mini-Geometrie-Axiome aus Definition 1.2.1
erfillt. Explizit bedeutet dies, dass (P, G, C) genau dann eine Mini-Geometrie
ist, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

MG 1 Zu je zwei Punkten gibt es hochstens eine Gerade, so dass beide Punk-
te auf dieser Geraden liegen, d.h.:

VoyePr VYgnea (@#yANaCgAyCgAzThAyC h) = g=nh.
MG 2 Auf jeder Geraden liegen mindestens zwei Punkte, d.h.:

Voec Foyer THFYANTTC gAYLC g.
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Abbildung 1.2.: Zwei schematische Darstellungen des folgenden Graphen:

({1,2,3,4}, {{1,2},{1,3},{2,3}})

In Modellen haben wir dann neben den Axiomen den gesamten Werk-
zeugkasten der Mengenlehre zur Verfiigung. Zum Beispiel kénnen wir dann
definieren, dass eine Mini-Geometrie (P, G, C) endlich ist, wenn die Menge P
endlich ist.

Die Frage nach der Erfiillbarkeit der Axiome ist nichts anderes als die
Frage nach der Existenz von Modellen. Einige wichtige Beispiele fiir Mini-
Geometrie-Modelle sind:

Beispiel 1.3.2 (affine Geraden in Vektorrdaumen). Sei K ein Kérper und sei V'
ein Vektorraum iiber K. Dann ist das durch

(V,{v+ U | U C V ist ein eindimensionaler K-Unterraum,v € V}, €)

definierte Tripel A(V) eine Mini-Geometrie. Zum Beispiel erhilt man so
durch A(R?) bzw. A(R3) die gewohnlichen Begriffe fiir Punkte und Gera-
den in R? bzw. R3.

Beispiel 1.3.3 (Graphen). Ein Graph ist ein Paar X = (V, E), wobei V eine
Menge und E eine Menge von zwei-elementigen Teilmengen von V ist; wir
nennen die Elemente von V' Knoten von X und die Elemente von E Kanten
von X . Graphen werden oft wie in Abbildung 1.2 veranschaulicht; essentiell
ist jedoch immer nur die Kombinatorik der Knoten und Kanten, nicht die
konkrete bildliche Darstellung.
Ist X ein Graph, so ist
(V,E,€)

eine Mini-Geometrie. Genauer gesagt entsprechen Graphen genau den Mini-
Geometrien, in denen jede Gerade genau zwei Punkte enthélt.

Beispiel 1.3.4 (projektive Ebene). Sei K ein Korper und
PY(K):={K -v|ve K\ {0}}

die zugehorige projektive Ebene. Dann ist das durch



12 1. Mini-Geometrie

Abbildung 1.3.: Die Fano-Ebene, schematisch; jede Gerade in dieser Mini-
Geometrie enthélt genau drei Punkte

(P*(K),{U C K* | U ist ein zweidimensionaler K-Unterraum}, C)

definierte Tripel P(K') eine Mini-Geometrie. Zum Beispiel ist P(FF3) die so-
genannte Fano-Ebene (Abbildung 1.3).

Beispiel 1.3.5 (GroBkreise). Sei S? := {x € R? | ||z|]2 = 1} die zweidimen-
sionale Sphére. Kreise in R® um 0, die ganz in S? liegen, heilen Grofkreise
von S? (Abbildung 1.4). Wir betrachten dann das folgende Tripel

(SQ, Menge aller GroBkreise in S, E).

Dieses Tripel bildet keine Mini-Geometrie, denn zum Beispiel gibt es unend-
lich viele verschiedene GroBkreise, die durch den Nord- und den Siidpol (d.h.
durch (0,0,1) und (0,0, —1)) gehen.

Da wir nun gesehen haben, dass es Modelle fiir Mini-Geometrie gibt, ist
die Frage berechtigt, welche Aussagen iiber Mini-Geometrien aus den Axio-
men folgen. Wir miissen nun zunéchst zwischen zwei Arten von Folgerungen
unterscheiden:

e Aussagen, die (syntaktische) logische Folgerungen aus den Mini-Geo-
metrie-Axiomen aus Definition 1.2.1 sind.

e Aussagen, die in allen Mini-Geometrie-Modellen gelten.

Tatséchlich handelt es sich (da wir uns in Logik erster Stufe befinden) da-
bei um dieselbe Menge von Aussagen; dies ist Gegenstand des Godelschen
Vollstindigkeitssatzes.

Definition 1.3.6 (Unabhingigkeit). Sei A ein Axiomensystem und sei S ein
Satz in der A unterliegenden Sprache. Dann ist S unabhdngig von A, wenn
weder S noch —S aus A logisch folgt.

Bemerkung 1.3.7 (Unabhingigkeit in Mini-Geometrie). Ein Satz S iiber Mini-
Geometrie ist nach dem Vollsténdigkeitssatz also genau dann unabhéngig von
den Mini-Geometrie-Axiomen, wenn es sowohl ein Mini-Geometrie-Modell
gibt, in dem S erfiillt ist, als auch ein Mini-Geometrie-Modell gibt, in dem
die Negation —S erfiillt ist.
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Grofikreise kein Grofikreis

Abbildung 1.4.: Grolkreise auf S?

Im Kontext der Mini-Geometrie l4sst sich somit die Frage 1.1.1 nach der
Unabhéngigkeit des Parallelenaxioms leicht beantworten:

Beispiel 1.3.8 (Unabhéngigkeit des Parallelenaxioms in Mini-Geometrie). Der
Satz

Ist  ein Punkt und ist g eine Gerade mit x [Z g, so gibt es genau eine
zu g parallele Gerade h mit = € h.

ist unabhéngig von den Axiomen der Mini-Geometrie, denn es gibt sowohl
Mini-Geometrien, die diesen Satz erfiillen, als auch Mini-Geometrien, die die-
sen Satz nicht erfiillen:

e In der Mini-Geometrie A(R?) ist das Parallelenaxiom erfiillt.

e In der Mini-Geometrie zu den Graphen

({0, 1,2}, {{0,1}})
bzw.
({0,1,2,3,4}, {{0,1}, {2, 3}, {2,4}})
ist das Parallelenaxiom nicht erfiillt (im ersten Fall gibt es nicht genug
Parallelen, im zweiten Fall gibt es zuviele Parallelen).

Ausblick 1.3.9 (prominente Unabhéngigkeiten).

e Das Auswahlaxiom ist unabhingig von den anderen Axiomen der
(Zermelo-Fraenkelschen) Mengenlehre.

e Die Kontinuumshypothese ist unabhéngig von der Mengenlehre ZFC.

e Das Parallelenaziom ist unabhingig von den anderen Axiomen Hilberts
der Geometrie. Wir werden in Kapitel 4 genauer auf die Konstruktion
einer Geometrie eingehen, die alle (ebenen) Hilbertschen Axiome aufler
dem Parallelenaxiom erfiillt.
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Ausblick 1.3.10 (Unvollstandigkeit). Neben der Unabhiingigkeit stellt sich in
der Modelltheorie auch die Frage danach, inwieweit es moglich ist, inner-
halb eines Axiomensystems nachzuweisen, dass dieses Axiomensystem wi-
derspruchsfrei ist. Nach den Godelschen Unvollstindigkeitssdtzen ist dies fiir
kein Axiomensystem moglich, das stark genug ist, um Peano-Arithmetik zu
modellieren.

Da sich die Peano-Arithmetik innerhalb der Mengenlehre ZFC modellieren
lidsst, ist es insbesondere (unter der Annahme, dass ZFC konsistent ist) nicht
moglich, in ZFC zu beweisen, dass ZFC widerspruchsfrei ist(!).

Es bleibt noch die Frage nach der Eindeutigkeit der Erfiillbarkeit unserer
Axiome zu beantworten. Die obigen Beispiele suggerieren, dass es viele Mini-
Geometrie-Modelle gibt, die ,,essentiell verschieden“ sind; dies werden wir im
néichsten Abschnitt prézisieren.

Die Hilbertsche Axiomatik der Geometrie ist in dieser Hinsicht vollstéindig:
bis auf Isomorphie besitzt sie nur ein einziges Modell, ndmlich die uns ver-
traute euklidische Geometrie in R3.

1.4 Symmetrie

Mathematische Theorien bestehen nicht nur aus den grundlegenden Objek-
ten (z.B. Vektorrdumen, Mafiriumen, topologischen Ridumen, ...), sondern
auch aus strukturerhaltenden Morphismen zwischen diesen Objekten (z.B.
linearen Abbildungen, messbaren Abbildungen, stetigen Abbildungen, ...).
Mathematische Theorien bilden also sogenannte Kategorien (Anhang A.2).
In diesem Rahmen lésst sich auch formulieren, wann Objekte im wesentlichen
gleich (d.h. isomorph) sind und was die Symmetrien eines Objekts sein sollen.

Wir werden uns hier zunéichst nur auf das Beispiel von Mini-Geometrie
beschréanken.

Definition 1.4.1 (Morphismen von Mini-Geometrien). Seien M = (P,G,C)
und M’ = (P',G',C’) Mini-Geometrien.

e Ein Morphismus M — M’ ist ein Paar (f: P — P/, F: G — @)
von Abbildungen, die im folgenden Sinne strukturerhaltend sind:

Veer Ve xCg= f(z)C' F(g).

e Sind (f,F): (P,G,C) — (P',G',’) und (f',F'): (P',G',CC) —
(P"”,G",Z") Morphismen von Mini-Geometrien, so definieren wir die
Verkniipfung durch

(f F) o (f,F) = (f o f,F o F).
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o Ist M = (P,G,C) eine Mini-Geometrie, so schreiben wir
id]u = (idp,idc)
fiir den Identitdtsmorphismus M — M.

e Mini-Geometrien M, M’ sind isomorph, wenn es Morphismen @: M —
M’ und v: M' — M mit

pot =1idyy und Yoyp =idy

gibt. In diesem Fall sind ¢ und @ Isomorphismen und wir schreiben
kurz M yg M.

Man beachte, dass die Verkniipfung zweier Morphismen von Mini-Geo-
metrien wieder einen Morphismus von Mini-Geometrien liefert, dass der Iden-
titdtsmorphismus neutral beziiglich Verkniipfung von Morphismen ist und
dass die Verkniipfung assoziativ ist. Insbesondere bilden Mini-Geometrien
somit tatséchlich eine Kategorie.

Beispiel 1.4.2 (Morphismen von Graphen). Seien X = (V,E) und X' =
(V',E") Graphen. Ein Morphismus X — X' von Graphen ist eine Ab-
bildung f: V — V', die mit der Kantenstruktur vertréglich ist, d.h.

Viewyer {f(), f(y)} € B

Eine solche Abbildung f: V — V' ist also genau dann ein Morphismus von
Graphen, wenn (f, F') mit

F:E—F
{z,y} — {f(2), f(¥)}

einen Morphismus (V, E,€) — (V', E’, €) zwischen den zugehérigen Mini-
Geometrien definiert.

Beispiel 1.4.3 (affin lineare Abbildungen). Sei K ein Korper und seien V und
V' Vektorrdume iiber K. Ist f: V — V"’ affin K-linear (d.h. die Abbildung
f—=70): V — V' ist K-linear), so ist (f,F) mit F: v+ U — f(v+U)
genau dann ein Morphismus A(V) — A(V’) von Mini-Geometrien, wenn f
injektiv ist.

Proposition 1.4.4 (Isomorphie und Kardinalitit). Seien M = (P,G,C) und
M' = (P',G',C') Mini-Geometrien mit M Zye M’'. Dann folgt

[Pl =|P'| und |G| =|G|.

Beweis. Seien (f,F): M — M' und (f', F'): M’ — M zueinander inverse
Mini-Geometrie-Isomorphismen. Dann sind insbesondere f und f’ bzw. F
und F’ zueinander invers. Damit folgt |P| = |P’| und |G| = |G’ O
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Abbildung 1.5.: Die ,Ebene* Ej/(g, h) in Mini-Geometrie, schematisch

Korollar 1.4.5. Insbesondere gibt es unendlich viele paarweise nicht isomor-
phe Modelle von Mini-Geometrie.

Beweis. Ist n € N, so ist M,, := ({1,...,n},0,0) ein Modell fiir Mini-
Geometrie, das genau n Punkte enthilt. Mit der vorigen Proposition folgt
somit die Behauptung. O

Proposition 1.4.6 (Isomorphie linearer Mini-Geometrien). Sei K ein Korper
und n, m € N. Dann gilt

A(Kn) =MG A(Km) < n=1m.

Beweis. Ist n = m, so ist id 4(x») ein solcher Mini-Geometrie-Isomorphismus.
Ist n # m, so konnen wir wie folgt verfahren: Um die Notation iibersicht-
lich zu halten behandeln wir nur den Fall, dass n = 2 und m = 3 ist (der
allgemeine Fall lisst sich analog behandeln, s. Ubungen).
Die Idee ist es, ein geeignetes Mini-Analogon von Ebenen zu betrachten:
Zu einer Mini-Geometrie M = (P,G,C) und zwei Geraden g,h € G, die
genau einen Schnittpunkt besitzen, betrachten wir die Menge

EM(g,h) = {ICEP |3k€G x C kA
(Fy,zep y#z/\y[k/\y[g/\z[k/\z[h)}

aller Punkte, die auf Geraden liegen, die sowohl g als auch h schneiden — und
zwar nicht nur im Schnittpunkt von g und h (Abbildung 1.5).

Seien nun g und h Geraden in A(K?®), deren einziger Schnittpunkt 0
ist. Dann zeigt lineare Algebra, dass F4x3)(g, h) ein zweidimensionaler K-
Unterraum von K3 ist. Insbesondere gibt es einen Punkt z in A(K?), der
nicht in E4xs)(g, h) liegt.

Angenommen, es gibt einen Isomorphismus (f, F): A(K?) — A(K?) von
Mini-Geometrien. Dann gilt

F(Bas)(9,h)) = Eax2) (F(9), F(h)) = E
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und f(x) liegt nicht in E. Andererseits ist E aber ein zweidimensionaler affi-
ner K-Unterraum von K2, und somit £ = K2, im Widerspruch zur Existenz
von f(x). Also ist A(K?) #uc A(K?). O

Wie im allgemeinen kategoriellen Kontext werden wir nun die Symmetrie-
gruppe als Automorphismengruppe einfiihren:

Definition 1.4.7 (Symmetriegruppe einer Mini-Geometrie). Sei M ein Modell
fiir Mini-Geometrie. Die Menge aller Mini-Geometrie-Isomorphismen M —
M bildet beziiglich Verkniipfung eine Gruppe, die sogenannte Symmetrie-
gruppe Autpe(M) von M.

Beispiel 1.4.8 (algebraische Symmetriegruppen als Symmetriegruppen von Mi-
ni-Geometrien). Ist n € N, so ist

AutMG(Mn) ~S,,

wobei M,, die Mini-Geometrie aus dem Beweis von Korollar 1.4.5 ist und
Sy, die symmetrische Gruppe von Permutationen von {1,...,n} bezeichnet.
Insbesondere ist Autmg(Mz) = Z/2 und Autmg(M,) ist fir alle n € N>g
nicht abelsch.

Beispiel 1.4.9 (Symmetriegruppen von kombinatorischen Drei- und Vierecken).
Sei M die Mini-Geometrie zum Graphen ({1,2,3}, {{1,2},{2,3},{3,1}})
und sei MY die Mini-Geometrie zu ({1,2,3,4}, {{1,2},{2,3}, {3,4}, {4, 1}}).
Dann gilt
AutMc;(MA) ~ Ss;
genauer besteht Autyg(M?) aus der Identitit, den beiden ,Rotationen®
(123)und (31 2), sowie den ,,Spiegelungen“ (1 2), (2 3), (1 3).
Die Gruppe Autmg(M 0) enthélt genau acht Elemente; genauer ist

Autme(MP) 2 7Z/4 x Z/2,
wobei das nicht-triviale Element aus Z/2 durch Inversion auf Z/4 operiert.

Mithilfe von Symmetriegruppen lésst sich zum Beispiel auch der Begriff
von Gruppenoperationen auf Mini-Geometrien einfiihren.

1.5 Der geometrische Blickwinkel

Wir geben nun erste elementare Beispiele fiir Anwendungen kombinatorischer
Geometrie, in denen der geometrische Blickwinkel eine tragende Rolle spielt.
Themen dieser Art eignen sich zum Beispiel auch fiir Zulassungsarbeiten.
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1.5.1 Ramsey-Zahlen

Wir beginnen mit einem Beispiel aus der Kombinatorik, den sogenannten
Ramsey-Zahlen. Einen einfachen Ramsey-Satz haben wir bereits in Proposi-
tion 1.2.5 kennengelernt.

Proposition 1.5.1 (Bekanntschaften). Unter sechs Personen gibt es immer
drei, die sich gegenseitig alle kennen, oder drei, die sich gegenseitig nicht
kennen.

Beweis. Wir modellieren diese Situation wie folgt durch einen Graphen X:
e Die sechs Personen bilden die sechs Knoten von X.

e Es gibt genau dann eine Kante in X zwischen zwei Knoten, wenn sich
die zugehorigen Personen kennen.

Wendet man nun Proposition 1.2.5 auf die zu X gehorige Mini-Geometrie an,
so folgt die Behauptung. O

Die analoge Aussage fiir fiinf Personen ist im allgemeinen micht richtig;
man kann leicht ein Gegenbeispiel angeben. Zusammen mit Proposition 1.2.5
folgt somit, dass die sogenannte Ramsey-Zahl R(3,3) gleich 6 ist.

Definition 1.5.2 (Ramsey-Zahl). Sei n € N. Die Ramsey-Zahl R(n,n) ist die
kleinste natiirliche Zahl R mit folgender Eigenschaft: Ist X ein Graph mit
R Knoten, so gibt es n Knoten in X, die paarweise durch Kanten verbunden
sind, oder es gibt n Knoten in X, von denen keine zwei durch eine Kante
verbunden sind.

Ausblick 1.5.3 (der Satz von Ramsey). Es ist bekannt, dass R(n,n) fir allen €
N endlich ist (nach dem Satz von Ramsey); im allgemeinen ist es jedoch
auerst schwierig, den genauen Wert R(n,n) zu berechnen. Die einzigen(!)
bekannten Werte sind:

R(2,2) =2, R(3,3)=6, R(4,4)=18.

Es gibt vielfiiltige Varianten von Ramsey-Zahlen und des Satzes von Ramsey.
Sie sind zum Beispiel ein beliebtes Hilfsmittel in kombinatorischen Aufgaben
in Mathematik-Wettbewerben (LWM, BWM, IMO, ...).

Ausblick 1.5.4 (der Satz von Hales-Jewett). Der Satz von Hales-Jewelt ist
eine Variante des Satzes von Ramsey mit folgender Anwendung [5]:

Fiir jede Kantenldnge n € N existiert ein d € N, so dass fiir das Tic-Tac-
Toe-Spiel auf dem Wiirfel {1,...,n}? der erste Spieler eine Gewinnstrategie
besitzt.
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1.5.2 Das Spiel SET

Das Kartenspiel SET? wird mit 81 Karten gespielt. Jede der Karten zeigt
vier Attribute, wobei die Attribute die folgenden Werte annehmen kénnen:

Typ mogliche Werte
Anzahl 1,2, 3

Schattierung  gefiillt, gestreift, leer
Farbe rot, griin, violett
Form Oval, Schlange, Raute

Zu jeder Werte-Kombination der vier Attribute gibt es genau eine Karte.
Ziel des Spieles ist es, unter den ausliegenden Karten ein sogenanntes SET
von drei Karten zu finden, d.h. drei Karten zu finden, so dass die Karten
beziiglich jedem der vier Attribute entweder alle gleich oder alle unterschied-
lich sind.

Beispiel 1.5.5. Die folgenden drei Karten bilden ein SET:

amw| (=7

E—
amw| [=F| |-

Andererseits bilden die folgende Karten kein SET:

- I |-
e

7

Zu Beginn des Spiels werden zwolf Karten offen auf den Tisch gelegt.
Alle Spieler betrachten diese Karten gleichzeitig; wer ein SET entdeckt, ruft
»SET!* und entfernt die entsprechenden drei Karten. Darauthin werden die
offenen Karten auf dem Tisch durch drei neue Karten ergénzt, etc.

Nun kann es aber passieren, dass es unter den ausliegenden Karten kein
SET gibt. In diesem Fall werden so lange weitere offene Karten hinzugefiigt
bis ein SET auffindbar ist. In diesem Zusammenhang stellt sich die folgende
Frage:

Frage 1.5.6. Was ist die maximale Anzahl an Karten, die kein SET enthilt?

28ET ist eine Trademark von SET Enterprises, Inc.
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Wir geben nun eine Ubersetzung dieser Frage in Mini-Geometrie an: Da-
zu betrachten wir die Mini-Geometrie A(F3). Die vier Koordinaten-Achsen
entsprechen dabei den vier Attributen, die Koordinaten-Eintrage aus F3 den
drei jeweils moglichen Werten des Attributs. Man stellt nun leicht fest, dass
eine drei-elementige Teilmenge von F3 genau dann ein SET bildet, wenn sie
ein affiner eindimensionaler F3-Unterraum von F% ist, d.h., wenn sie eine
Gerade in der Mini-Geometrie A(F3) ist: Wir betrachten dazu eine einzelne
Koordinate (d.h. ein Attribut). Eine einfache Rechnung zeigt, dass

{x+F3-y|x,y€F3}:{{x}‘xEIFg}U{IFg}

gilt. Der erste Teil der Menge auf der rechten Seite entspricht dann dem Fall,
dass die Werte dieses Attributs bei allen drei Karten gleich sind; der zweite
Teil entspricht dem Fall, dass die Werte des betrachteten Attributs bei allen
drei Karten verschieden sind.

Frage 1.5.6 ist also dquivalent zur folgenden Frage:

Frage 1.5.7. Was ist die groBte Anzahl von Punkten in A(F3), die keine
Gerade enthélt?

Man kann mit elementaren Mitteln der linearen Algebra und der Kombina-
torik zeigen, dass die Antwort auf diese Frage 20 ist [14]; die Formulierung als
geometrisches Problem hilft in diesem Fall dabei, die Argumente tibersichtlich
zu organisiern. Je 21 SET-Karten enthalten also mindestens ein SET.

1.5.3 Strategie via Symmetrie

Wir zeigen nun an einem einfachen Beispiel wie der Symmetrie-Begriff in der
Spieltheorie Verwendung findet:

Proposition 1.5.8 (Godzilla vs. King Kong [28, Aufgabe 5.3]). Godzilla und
King Kong treffen sich in Manhatten um folgendes Spiel zu spielen:

o Am Anfang stecken sie einen 2016 x 2017 Hduserblocks grofien recht-
eckigen Bereich der Stadt ab. Wir gehen davon aus, dass alle Blocks
gleich grofie Quadrate sind.

e Fin Zug besteht darin, einen zusammenhdngenden Bereich an Blocks
dem FErdboden gleichzumachen, der zwischen einem und 2016 Blocks

grof$ ist.
o Godzilla und King Kong ziehen abwechselnd.
e Derjenige, der den letzten Hdauserblock ausradiert, gewinnt.
o Godzilla beginnt die Verwistung mit dem ersten Zug.

Dann besitzt Godzilla eine Gewinn-Strategie.
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die Symmetrie s Godpzillas erster Zug
° °
ein Zug von King Kong ...und Godzillas Antwort

Abbildung 1.6.: Godzilla vs. King Kong

Beweis. Wir modellieren das entsprechende Spielbrett durch den folgenden
Graphen X = (V, E):

e Die Knotenmenge von X ist die Menge

{-1008,...,1008} x {1,...,2016} C Z*.

e Zwei Knoten (z,y) und (2/,y") bilden genau dann eine Kante, wenn
z=1a"und |y —y'| =1 oder wenn |z — 2’| =1 und y = ¢/ ist.

Die Knoten entsprechen den H&userblocks und die Wahl der Kanten stellt
sicher, dass ein Bereich von Hauserblocks genau dann zusammenhéngend ist,
wenn die entsprechenden Knoten in X einen zusammenhéngenden Unter-
graphen definieren (d.h. je zwei dieser Knoten sind durch einen Kantenweg
innerhalb dieser Menge von Knoten verbunden).

Die Idee ist nun, den durch

s:V—V
(z,y) — (—2,y)
definierten ,,Spiegelungs“- Automorphismus von X zu nutzen (Abbildung 1.6).
In seinem ersten Zug verwiistet Godzilla den Bereich {0} x {1,...,2016}.

Jeder noch unzerstorte zusammenhéngende Bereich der Stadt liegt nun ent-
weder in {—1008, ..., —1}x{1,...,2016} oder in {1,...,1008} x{1,...,2016}.
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Induktiv folgt nun: Jedesmal, wenn King Kong einen Zug durchfiihrt, kann
Godzilla einfach den mithilfe von s ,gespiegelten” Zug durchfithren. Also
wird Godzilla mit dieser Strategie die Gelegenheit haben, den letzten Block
auszuradieren und gewinnt somit. O

Ausblick 1.5.9 (Nash-Gleichgewichte). Auch in Nashs beriihmten Beweis der
Existenz sogenannter Nash-Gleichgewichte [32, 33] spielt der geometrische
Blickwinkel eine wichtige Rolle: die Existenz dieser Gleichgewichte wird aus
dem Brouwerschen Fixpunktsatz (einem Satz aus der Topologie) gefolgert.
Diese Arbeiten von Nash (und ihre Anwendungen) bilden die Grundlage fiir
seinen Gewinn des Nobel-Preises.

1.5.4 Der Heiratssatz

Wir gehen nun auf den Heiratssatz und seine geometrische Variante bzw.
seine Anwendungen ein.

Satz 1.5.10 (Heiratssatz). Seien F' und M endliche Mengen und seiT: F —
P(M) eine Abbildung; dabei bezeichnet P(M) die Potenzmenge von M. Die
Heiratsbedingung fiir T lautet

Vacr ’ U T(f)‘ > |Al.

feA
Dann gibt es genau dann eine injektive Abbildung H: F — M mit

Vier H(f) €T(f),

wenn T die Heiratsbedingung erfillt; man bezeichnet H in diesem Fall

als (F, M, T)-Heirat.

Die namensgebende Interpretation dieses Satzes ist, sich vorzustellen, dass
F eine Menge von Frauen ist, M eine Menge von Ménnern ist, und fiir jede
Frau f € F, die Menge T(f) € M die Menge der Traumméinner von f
ist. Der Satz gibt also ein Kriterium dafiir, wie man jede Frau so mit einem
Mann verheiraten kann, dass alle Frauen gliicklich sind und keine zwei Frauen
denselben Mann teilen miissen.

Es gibt viele Moglichkeiten, den Heiratssatz zu beweisen [15]. Wir iiber-
setzen den Satz in die Graphentheorie und gehen dann per Induktion iiber
die Anzahl der Elemente von F' vor.

Definition 1.5.11 (Matching, perfektes Matching). Sei X = (V, F) ein Graph.

e Sei F' C V. Ein Matching fir F in X ist eine Menge H C E von
Kanten mit folgenden Eigenschaften: Jeder Knoten aus F' ist in einer
Kante aus H enthalten und
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Ve,e’GH e#@’:}@ﬂg’:@
(d.h. die Kanten aus H haben keine gemeinsamen Knoten).

e Ein perfektes Matching fiir X ist ein Matching fiir die ganze Knoten-
menge V in X.

Betrachtet man im Heiratssatz den Graphen

(FUM{f;m}|meT(f)})

und sieht man Matchings als Entsprechung zu injektiven Abbildungen an, so
sieht man sofort, dass der Heiratssatz aus der folgenden graphentheoretischen
Version folgt:

Satz 1.5.12 (graphentheoretischer Heiratssatz). Sei X = (V, E) ein endlicher
Graph und sei F C V mit der Figenschaft, dass X keine Kante zwischen zwei
Knoten in F enthdlt. Dann existiert genau dann ein Matching fir F in X,
wenn die (graphentheoretische) Heiratsbedingung

Vacr |Nx(A)| > |A]

fiir F in X erfallt ist. Dabei ist Nx(A) :={w € V | Jyea {w,v} € E} die
Menge aller zu A benachbarten Knoten in X.

Es geniigt also den graphentheoretischen Heiratssatz zu beweisen.

Beweis (von Satz 1.5.12). Es ist klar, dass die Heiratsbedingung notwendig
ist fiir die Existenz eines Matchings.

Warum ist die Heiratsbedingung hinreichend? Ist |F| < 1, so gilt die Be-
hauptung offensichtlich. Sei also |F| > 2 und die Heiratsbedingung sei in
allen Fillen mit kleinerer ,, Frauenmenge* bereits als hinreichend nachgewie-
sen. Dann ist sie auch fiir F" hinreichend, denn:

Wir unterscheiden zwei Félle:

® Es gelte die stiarkere Heiratsbedingung
[Nx (A)] = [A] +1

fiir alle nicht-leeren Teilmengen A C F mit A # F. Wir wéhlen in
diesem Fall eine Kante {f,m} € F mit f € F und betrachten den Gra-
phen X', den wir aus X erhalten, indem wir die Knoten f, m und alle
mit f oder m verbundenen Kanten aus X entfernen (Abbildung 1.7).

Jede nicht-leere Teilmenge A C F'\ {f} erfiillt dann
INx (A)] = [Nx(4)] =1 = |A].

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein Matching H' fiir F'\ {f}
in X’. Dann ist H' U {{f,m}} ein Matching fiir F" in X.



24 1. Mini-Geometrie

E @ ] :

X | e ° !

fe——em I — .

| i 1 | 1

I ° e ®

E [ L ) E E ® L ] :

X/ | bl :

: [ L ] : : @ [ ] :

I o | I o !
Fall © Fall @

Abbildung 1.7.: Die beiden Félle im Beweis des graphentheoretischen
Heiratssatzes

@ Es gebe eine nicht-leere Teilmenge A C F' mit A # F' und
[Nx(A)] = |A].

Wir zerlegen nun X in die folgenden Graphen X’ und X” (Abbil-
dung 1.7): Den Graphen X’ konstruieren wir durch

X' := (AUNx(A),{{f,m} | f € A,m € Nx(A4)}),
den Graphen X" konstruieren wir durch
X":= (F\AUNx(F\ A)\ Nx(A),
{{f.m} | f € F\ A;m € Nx(F\ A)\ Nx(4)).

Nach Voraussetzung erfiillt X’ die Heiratsbedingung fiir A. Auflerdem
erfiillt auch X" die Heiratsbedingung fiir F'\ A, denn gébe es eine
endliche Menge B C F'\ A mit [Nx~(B)| < |B|, so wire

INx(BUA)| < [Nx#(B)|+ [Nx(A)| < |B|+|A] = [BU 4],

im Widerspruch zur graphentheoretischen Heiratsbedingung. Nach In-
duktionsvoraussetzung besitzt X’ ein Matching fiir A und X" ein Mat-
ching fiir F'\ A. Zusammen ergeben diese Matchings ein Matching fiir F'
in X. O
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Korollar 1.5.13 (Spielkartenauswahl). Wir betrachten ein gewdhnliches Kar-
tenspiel mit 52 Karten (in vier Farben, in denen es jeweils Karten mit den
Werten 2, ..., 10, B, D, K, A gibt). Diese 52 Karten werden gemischt und
auf 13 Stapel zu je vier Karten verteilt. Dann ist es mdglich, so aus jedem
Stapel eine Karte auszuwdhlen, dass die ausgewdhlten 13 Karten je genau
eine mit dem Wert 2, ..., 10, B, D, K, A enthalten.

Beweis. Wir modellieren die Situation wie folgt:

e Wir setzen F :={2,...,10,B,D, K, A}; die Menge F' ist also die Menge
der moglichen Kartenwerte.

e Sei M :={1,...,13}; die Elemente von M reprisentieren die 13 Stapel.

e Als Abbildung T: F — P(M) wéhlen wir die Abbildung, die jedem
Kartenwert die Stapel zuordnet, in denen der Wert auftritt.

Warum ist die Heiratsbedingung fiir T erfiillt? Sei A C F. Wir setzen

n:=|Al und m:= ‘ U T(f)’

feA

und betrachten die Anzahlen der involvierten Karten. Da jeder Kartenwert
auf genau vier Karten auftritt, betrifft die Menge A genau 4 - n Karten.
Wegen T finden diese Platz in m Stapeln. Da jeder Stapel genau vier Karten
enthélt, ist also

4-n<4-m,

und damit

\A|:n§m:‘UT(f)‘.

feA

Also erfiillt T' die Heiratsbedingung. Nach dem Heiratssatz gibt es also eine
(F, M, T)-Heirat. Nach Konstruktion liefert diese eine Auswahl von Karten
aus jedem Stapel mit der gewiinschten Eigenschaft. O

Ein weiteres klassisches Anwendungsbeispiel fiir den Heiratssatz ist die
Vervollstéindigung von lateinischen Quadraten.

1.6 Der eulersche Polyedersatz

Wir werden uns nun mit der Frage beschiftigen, welche Graphen sich ,,{iber-
kreuzungsfrei in der Ebene zeichnen lassen®. Ein wichtiger Schritt bei der
Beantwortung dieser Frage ist der eulersche Polyedersatz. Dieser hilft bei der
Klassifikation regulérer Polyeder, bei Féarbungsproblemen, sowie bei Proble-
men, die zun#chst nicht aus der Graphentheorie stammen. In Kapitel 1.6.1
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werden wir das Zeichnen eines Graphen in der Ebene priizisieren und in Kapi-
tel 1.6.2 dann den eulerschen Polyedersatz beweisen und erste Anwendungen
diskutieren.

1.6.1 Geometrische Realisierung von Graphen

Um zu prézisieren, was es bedeuten soll, einen Graphen iiberkreuzungsfrei in
der Ebene zu zeichnen, benotigen wir den Begriff der geometrischen Realisie-
rung eines Graphen. Die geometrische Realisierung eines Graphen iibersetzt
Graphen in topologische Rdume und zwar so, dass Kanten durch ein Intervall
modelliert werden. Der Einfachheit halber beschrdnken wir uns hier auf den
Fall von Graphen mit endlicher Knotenmenge.

Definition 1.6.1 (geometrische Realisierung). Sei X = (V| E) ein endlicher
Graph. Dann definieren wir die geometrische Realisierung Xg von X als den
topologischen Raum mit der unterliegenden Menge

Xp:={ey |veVIU{{v,w}r | {v,w} € E} C@R
%

wobei (e,)yev die Standardeinheitsvektoren von €, R sind und wir fiir Kan-
ten {v, w} die konvexe Hiille von {e,, e, } in @, R mit

{vwhr :={t e, +(1—1t) ey |t €[0,1]}

bezeichnen. Wir versehen Xk mit der Teilraumtopologie der Standardtopo-
logie auf @, R.

Beispiel 1.6.2 (geometrische Realisierung). Die geometrischen Realisierungen

von
X = ({1,2,3}{{1,2}})
bzw.
X'=({1.2,3} {{1,2}.{2.3}, {3,1}})
sind in Abbildung 1.8 skizziert.

Ausblick 1.6.3 (geometrische Realisierung von unendlichen Graphen). Analog
lasst sich auch die geometrische Realisierung unendlicher Graphen definieren.
Bei der Topologie ist jedoch Vorsicht geboten: Die ,richtige® Topologie ist
dann die schwache Topologie, d.h. die Topologie, in der eine Menge genau
dann offen ist, wenn ihre Durchschnitte mit den geometrischen Realisierungen
aller endlichen Untergraphen offen sind (in den geometrischen Realisierungen
der endlichen Untergraphen).

Die geometrische Realisierung ist im folgenden Sinne vertréglich mit Mor-
phismen von Graphen:
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Abbildung 1.8.: Einfache geometrische Realisierungen

Proposition 1.6.4 (Funktorialitit der geometrischen Realisierung). Seien X =
(V,E), X' = (V', E’) endliche Graphen und sei f: X — X' ein Morphismus
von Graphen (s. Beispiel 1.4.2).

1. Dann ist

f]R:X]R—>X]1/§
v — €f(y) firveV
toey+(1—t) - ewr—t-epuy+(1—1) epuy fir{v,w}ekE, tel0,1]

wohldefiniert und stetig.
2. Diese Konstruktion ist funktoriell, d.h. es gilt
(idx)r = (idy)r = idx,
und fiir alle Morphismen f': X' — X" won Graphen ist

(f'of)r = fro fr

In anderen Worten: die geometrische Realisierung liefert einen Funktor
(Anhang A.3) von der Kategorie der endlichen Graphen in die Kategorie der
topologischen Rdume. Insbesondere haben isomorphe Graphen homéomorphe
geometrische Realisierungen.

Beweis. 1. Nach Konstruktion ist fg nichts anderes als die Einschriankung
der auf den Basen (e,)vev bzw. (€y)vevs von @y R bzw. @y, R durch f
definierten R-linearen Abbildung @V R — @V, R auf Xg. Insbesondere ist
fr wohldefiniert und (da V und V'’ endlich-dimensional sind) stetig.
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Abbildung 1.9.: Zwei planare Einbettungen von Ky,

2. Die Vertriglichkeitseigenschaften folgen durch einfaches Nachrechnen
anhand der Definition (oder aus der im Beweis des ersten Teils gegebenen
Beschreibung). O

Von besonderem Interesse sind Graphen, deren geometrische Realisierung
als Teilraum von R? aufgefasst werden kann, die also ,iiberkreuzungsfrei in
der Ebene gezeichnet werden kénnen*:

Definition 1.6.5 (einbettbar, planar). Sei X ein endlicher Graph.

e Ist Z ein topologischer Raum, so nennen wir eine injektive stetige Ab-
bildung Xg — Z eine FEinbettung von X mnach Z. Falls eine solche
Einbettung existiert, nennen wir X in Z einbettbar.

e Einbettungen von X nach R? (mit der Standardtopologie) heilen pla-
nare Einbettungen von X. Der Graph X ist planar, wenn er nach R?
einbettbar ist.

Beispiel 1.6.6 (vollstindige Graphen). Zu n € N definieren wir den vollstindi-
gen Graphen

Ky o= ({1,....on}, {{G,k} | 4.k € {1,...,n},j #k}).

Offensichtlich sind K, K und K3 planar. Auch K, ist planar; Beispiele fiir
planare Einbettungen von K, finden sich in Abbildung 1.9.

Proposition 1.6.7. Fin endlicher Graph ist genau dann planar, wenn er in
die Einheitssphire S .= {x € R3 | z € R3,||z|2 = 1} eingebettet werden
kann.

Beweis. Sei X ein endlicher Graph.
Ist f: Xg — R? eine planare Einbettung von X, so liefert die Verkniipfung
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iof: Xp — S?

eine Einbettung von X nach S2, wobei i: R? — §? die folgende, stetige,
Einbettung von R? als untere Hemisphire von S? bezeichnet:

i: R? — G2
(2,9) — (s(2), s(y), VI — (@) — 5()?)

Dabei ist s := 2/m-arctan: R — (—1, 1) die injektive Schrumpfungsfunktion.
Sei umgekehrt f: Xg — S? eine Einbettung von X in S2. Mit topologi-

schen Hilfsmitteln folgt, dass f nicht surjektiv ist; ohne Einschrinkung liege

der Nordpol N := (0,0, 1) nicht in f(Xg). Die stereographische Projektion

U:SQ\{N}—HR2

(71,22, 73) —>

1— 3 . (.’171,:1,72)

ist stetig und injektiv (sogar ein Homéomorphismus). Somit ist
oo f: Xp — R?

eine planare Einbettung von X. L]

Bemerkung 1.6.8 (Einbettbarkeit in R?). Man kann zeigen, dass jeder endliche
Graph in R? einbettbar ist (z.B. iiber die Momentenkurve; Ubungsaufgabe).

Ausprobieren legt die Vermutung nahe, dass der Graph K5 nicht planar
ist. Aber wie kénnen wir zeigen, dass ein Graph nicht planar ist? Alle mogli-
chen Abbildungen von der geometrischen Realisierung nach R? zu iiberpriifen
scheint nicht praktikabel zu sein. Ein wichtiges Hilfsmittel in diesem Zusam-
menhang ist die eulersche Polyederformel.

1.6.2 Der eulersche Polyedersatz

Der eulersche Polyedersatz stellt fiir planare Graphen eine Beziehung zwi-
schen der Anzahl der Knoten, der Kanten und der Gebiete, in die die Ebene
durch den Graphen ,zerlegt* wird her. Formal definieren wir diese Gebiete
wie folgt:

Definition 1.6.9 (Facette einer planaren Einbettung). Sei f: Xg — R? eine
planare Einbettung eines endlichen planaren Graphen X. Die Wegzusam-
menhangskomponenten des Komplements R? \ f(Xg) heiflen Facetten der
FEinbettung f.

Beispiel 1.6.10 (Facetten). In Abbildung 1.10 finden sich Beispiele fiir Facet-
ten von planaren Einbettungen.
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zweil Facetten eine Facette

Abbildung 1.10.: Facetten von planaren Einbettungen

Definition 1.6.11 (Weg, Kreis, zusammenhingend). Sei X = (V| E) ein Graph.

e Ein Weg in X ist eine Folge (v, ..., v,) verschiedener Knoten in V mit
vjE{O,...,n—l} {Uj,’Uj+1} c F.

e Ein Kreis in X ist ein Weg (v, ...,v,) in X mit {v,, v} € E.

e Der Graph X is zusammenhdngend, wenn es fiir alle Knoten v, w von X
einen Weg in X von v nach w gibt.

Bemerkung 1.6.12 (topologischer Zusammenhang). Man kann leicht zeigen,
dass ein endlicher Graph genau dann zusammenhéngend ist, wenn seine geo-
metrische Realisierung im topologischen Sinne (weg)zusammenhéngend ist.

Satz 1.6.13 (eulerscher Polyedersatz). Sei X = (V, E) ein endlicher zusam-
menhingender planarer Graph mit V # () und sei f: Xg — R? eine planare
FEinbettung mit genau F' Facetten. Dann gilt

V| —|E|+ F =2.

Insbesondere ist die Anzahl der Facetten unabhdngig von der gewdhlten pla-
naren Einbettung.

Fiir den Beweis benttigen wir die folgende Version des Jordanschen Kur-
vensatzes:

Satz 1.6.14 (Jordanscher Kurvensatz).

1. Ist U C R? offen und wegzusammenhdingend und ist f:[0,1] — R?
stetig und ingektiv mit f((0,1]) C U, so ist U\ f([0,1]) wegzusam-
menhdngend.

2. Ist f: ST — R? stetig und injektiv, so hat R?\ f(S) genau zwei Weg-
zusammenhangskomponenten und f(S*) bildet den Rand dieser beiden
Wegzusammenhangskomponenten. Auferdem ist genau eine dieser bei-
den Komponenten beschrinkt.
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Abbildung 1.11.: Eine Einbettung von S! nach R?

Dieser Satz mag zunéchst offensichtlich erscheinen. Man beachte jedoch,
dass die Kurven auch vergleichsweise wild in R? eingebettet sein konnen (Ab-
bildung 1.11). Wir werden den Jordanschen Kurvensatz hier nicht beweisen,
da dafiir fortgeschrittenere Methoden aus der algebraischen Topologie oder
der Analysis nétig sind.

Beweis (von Satz 1.6.13). Wir beweisen nun den eulerschen Polyedersatz per
Induktion iiber die Anzahl der Kanten des planaren Graphen.

Ein zusammenhéngender nicht-leerer Graph ohne Kanten besteht nur aus
einem einzigen Knoten; solche Graphen sind planar und jede planare Einbet-
tung besitzt offenbar genau eine Facette. Somit ist der eulersche Polyedersatz
in diesem Fall erfiillt.

Sei nun X = (V, E) ein zusammenhiingender planarer Graph, der minde-
stens eine Kante enthélt, und der eulersche Polyedersatz sei in allen Féllen
mit kleinerer Kantenmenge bereits gezeigt. Wir unterscheiden die folgenden
Fille:

® Es gibt einen Knoten v € V vom Grad 1.2 In diesem Fall bezeichnen
wir die an v angrenzende Kante mit e und betrachten den Graphen

X' = (V\ {v}, E\ {e}).

Dann ist mit X auch X’ ein endlicher zusammenhéngender planarer
Graph und f":= f|x;: X — R? ist eine planare Einbettung von X”.
Wenden wir den ersten Teil des Jordanschen Kurvensatzes auf die Fa-
cette von f an, in der f(e,) enthalten ist, so folgt, dass auch f’ genau
F Facetten hat. Mit der Induktionsvoraussetzung folgt somit, dass

3Der Grad eines Knoten v € V ist definiert durch degv := |[{e € E | v € e}|.
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WVI=IEl+ F=[V\{v}|+1-[E\{e}| -1+ F
=V \{v} = |E\{e}| + F
=2,

wie gewiinscht.

@ Es gibt keinen Knoten in X vom Grad 1. Da X mindestens eine Kante
enthélt, sieht man leicht, dass X mindestens einen Kreis enthélt. Sei
e € F eine Kante, die auf einem Kreis ¢ in X liegt. Dann ist auch der
Graph
X'=(V.E\{c})

zusammenhéngend und als Untergraph von X endlich und planar. Au-
Berdem ist f' = flx,: X — R? eine planare Einbettung von X'.
Wieviele Facetten hat f’ ? Wendet man f’ auf die geometrische Reali-
sierung des Kreises ¢ an, so erhilt man eine Einbettung von S! nach R2.
Nach dem zweiten Teil des Jordanschen Kurvensatzes zerlegt diese R?
in zwei Wegzusammenhangskomponenten und f(eg) liegt auf dem Rand
dieser beiden Wegzusammenhangskomponenten. Daraus folgt:

e Die Facetten von f, in deren Rand f(eg) nicht liegt, sind auch
Facetten von f’

e und die beiden Facetten von f, in deren Rand f(er) liegt, sind in
einer Facette von f’ enthalten.

Also hat f’ genau F — 1 Facetten und mit der Induktionsvoraussetzung

folgt
VI—IE|+F=V|-|E\{e}| -1+ F
=VI=|E\{e}[+F -1
=2
wie behauptet. O

Der eulersche Polyedersatz lésst sich leicht merken, indem man Knoten als
nulldimensional ansieht, Kanten als eindimensional und Facetten als zweidi-
mensional. Die Vorzeichen in der Wechselsumme entsprechen dann jeweils
genau (71)Dimension.

Ausblick 1.6.15 (Euler-Charakteristik). Der eulersche Polyedersatz ist der Pro-
totyp des wichtigen Satzes aus der algebraischen Topologie, dass die soge-
nannte Euler-Charakteristik (eine héherdimensionale Version der Wechsel-
summe ,|V| — |E| + F*) nicht von der gewiihlten Zerlegung des topologi-
schen Raumes abhéngt, sondern sogar nur vom sogenannten Homotopietyp
des Raumes.

Wir geben nun erste klassische Anwendungen des eulerschen Polyedersat-
zes; weitere Anwendungen werden im Verlauf der Vorlesung folgen. Als erste
Anwendung betrachten wir die folgende Frage:
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Abbildung 1.12.: Der duale Graph einer Landkarte (Estland; basierend auf
Daten des Estonian Land Board (1.2006))

Frage 1.6.16. Wieviele Farben benttigt man hochstens um eine ebene Land-
karte mit zusammenhingenden? Landern so zu farben, dass aneinandergren-
zende Lénder verschiedene Farben haben?

Indem man den zur Landkarte dualen Graphen betrachtet, erhilt man
eine entsprechende Frage iiber die Knotenfirbbarkeit von planaren Graphen
(Abbildung 1.12). Der eulersche Polyedersatz liefert dann eine erste Antwort:

Korollar 1.6.17 (Sechsfarbensatz). Sei X = (V,E) ein endlicher zusam-
menhdngender planarer Graph.

1. Ist |V| > 3, so gilt
|E|<3-|V|—6.

2. Insbesondere gibt es einen Knoten in X, der hichstens Grad 5 hat.

8. Also ist der Graph X mit sechs Farben farbbar, d.h. es gibt eine Abbil-
dung c: V. — {1,...,6} mit

V{v,w}EE C(’U) 7& C(U))

Beweis. 1. Sei f: Xg — R? eine planare Einbettung von X und sei oh-
ne Einschriankung |V| > 4. Nach dem eulerschen Polyedersatz (Satz 1.6.13)
erfiilllt dann die Anzahl F' der Facetten von f die Gleichung

F=2—-|V|+]|E|

Da im Fall |V| > 4 jede Facette von mindestens drei Kanten begrenzt wird
und jede Kante im Rand von hochstens zwei Facetten liegt, folgt

4Tatsichlich finden sich in der Praxis auch viele unzusammenhingende Gebiete in Land-
karten, z.B. sind einige Kantone der Schweiz nicht zusammenhéngend, und die Grenze
zwischen Indien und Bangladesh beinhaltet viele Enklaven (bis zum 1. August 2015
auch die Enklave dritter Ordnung(!) Dahala Khabgrabari)
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Py

Abbildung 1.13.: Die Graphen K5 und K33

2-|F
%EF:Qf\V\+|E|.

Somit erhalten wir |E| < 3-|V|— 3 -2, wie behauptet.
2. Hétten alle Knoten Grad mindestens 6, so wére

6-|V|< Zdegv:2~|E|,
veV

im Widerspruch zum ersten Teil.

3. Der Sechsfarbensatz folgt nun per Induktion aus dem zweiten Teil
(Ubungsaufgabe). O

Ausblick 1.6.18 (Fiinffarbensatz und Vierfarbensatz). Man kann mit elemen-
taren Mitteln und dem Jordanschen Kurvensatz den Beweis des Sechsfarben-
satzes zu einem Beweis des Finffarbensatzes (d.h., dass jeder endliche planare
Graph 5-fiarbbar ist) verbessern [15]. Tatsiichlich gilt sogar der Vierfarben-
satz; fiir diesen ist jedoch kein kurzer Beweis bekannt und alle bekannten
Beweise beruhen auf Computerunterstiitzung.

Eine weitere wichtige Anwendung des eulerschen Polyedersatzes ist der
Beweis der Nicht-Planaritat gewisser Graphen:
Die wesentlichen Beispiele sind hierbei K5 (s. Beispiel 1.6.6) und der Graph

K3,3 = ({(170)’ ) (3’ 0)7 (17 1)5 ) (37 1)}7 {{(]7 O)’ (k7 1)} | j7 ke {1’ 25 3}})3
s. Abbildung 1.13.

Korollar 1.6.19 (Nicht-Einbettbarkeit von K5 und K3 3). Die Graphen K5 und
K3 3 sind nicht planar.

Beweis. Wir geben hier nur den Beweis fiir K5; der Fall von K33 3 geht dhnlich.
Angenommen, Ky ist planar. Nach Korollar 1.6.17 gilt dann

10:%-5~4§3-576:9,

was nicht sein kann. Also ist K5 nicht planar. O
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Ausblick 1.6.20 (der Satz von Kuratowski). Der Satz von Kuratowski [15]
zeigt, dass K5 und K33 die Wurzel aller nicht-planaren Graphen sind, d.h.
jeder nicht-planare Graph enthélt eine Unterteilung von Ky oder K3z 3 als
Untergraph. Analoge Sétze iiber verbotene Untergraphen gelten auch fiir die
Einbettbarkeit in kompliziertere Flichen als R? bzw. S?, z.B. fiir den To-
rus [31].

Ausblick 1.6.21 (der Satz von Fary-Wagner). Nach dem Satz von Fary- Wagner
kann jeder endliche planare Graph auch so nach R? eingebettet werden, dass
die Kanten des Graphen als gerade Strecken eingebettet werden [15]. Dieses
Phénomen wird zum Beispiel auch im Entangled Game [38] verwendet.

1.7 Ausblick

In den folgenden Kapiteln werden wir weitere Geometrien genauer unter-
suchen. Dabei werden wir uns dhnlich zu unserer Betrachtung der Mini-
Geometrie an den folgenden fundamentalen Fragen orientieren:

e Wie kénnen wir Geometrien mit zusétzlicher Struktur wie z.B. Léngen,
Winkel, Fldcheninhalte, Kriimmung, ... beschreiben?

Was sind in solchen Geometrien ,, Geraden“?

Was konnen wir iiber Symmetrien solcher Geometrien aussagen?

Welche Anwendungen besitzen diese Geometrien?

Welche Beziige bestehen zur Schulmathematik?
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Metrische Geometrie

Im vorigen Kapitel haben wir uns im wesentlichen mit kombinatorischen Geo-
metrien befasst. Wir werden nun damit beginnen, Geometrien mit zuséatzli-
cher Struktur zu untersuchen. Als ersten Schritt in diese Richtung betrach-
ten wir Geometrie mit einem Abstandsbegriff, d.h. die Geometrie metrischer
Réume. Insbesondere werden wir uns mit der Lénge von Kurven, mit Kreisen
und mit Isometrien beschéftigen. Dabei werden wir auch kurz auf Konstru-
ierbarkeitsfragen und auf das sogenannte Extremalprinzip eingehen.

Dieser Ansatz wird im folgenden Kapitel, mit der Einfithrung von Winkeln,
vertieft und erweitert.

Uberblick iiber dieses Kapitel.

2.1 Metrische Raume 38
2.2 Geoditen 42
2.3 Lange von Kurven 46
2.4 Kreise und Konstruierbarkeit 49
2.5  Symmetrie 54
2.6 Das Extremalprinzip 56

Schliisselbeispiel. euklidische Rdume als metrische Radume, Graphen als me-
trische Rdume
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2.1 Metrische Raume

Wir beginnen mit einer Erinnerung an den Begriff der metrischen Rédume
und an klassische Beispiele metrischer Rdume. Ein metrischer Raum ist eine
Menge zusammen mit einem Abstandsbegriff fiir Punkte dieser Menge:

Definition 2.1.1 (metrischer Raum). Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d),
wobei X eine Menge und d: X x X — R>( eine Abbildung mit folgenden
Eigenschaften ist:

e Fiir alle z,y € X gilt genau dann d(z,y) = 0, wenn x = y ist.
o Symmetrie. Fiir alle x,y € X gilt d(z,y) = d(y, x).
e Dreiecksungleichung. Fur all z,y, z € X gilt

d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

In diesem Fall nennt man d eine Metrik auf der Menge X.
Beispiel 2.1.2 (R™ als metrischer Raum). Zu n € N ist

dQ:Rn XRn—>R20

eine Metrik auf R™, die euklidische Metrik auf R™. Wir werden diese Me-
trik auch als Standardmetrik auf R™ bezeichnen. Insbesondere erbt auch jede
Teilmenge von R™ durch Einschréankung der Standardmetrik eine Metrik.

Andere hiufig auftretende Metriken auf R™ sind die Tazi-Metrik (oder
01 -Metrik)

dy: R"™ x R™ _>RZO
(@,y) — > |zj — yl
j=1
und die Mazimumsmetrik (oder >°-Metrik)

doo:Rn XR”—)RZO

(z,y) — max |z; —y;|.
VIS

w3
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cC T A A G A T C

Abbildung 2.1.: Vergleich zweier DNA-Sequenzen a = CTAAGATC und b =
TAGCAT; die Lange einer lingsten gemeinsamen Teilfolge
ist 5, eine solche Teilfolge ist TAGAT.

Auflerdem kénnen wir jeden zusammenhéngenden Graphen mit der durch
die Kombinatorik induzierten Metrik ausstatten, die in vielen Anwendungen
innerhalb und auferhalb der Mathematik auftritt:

Beispiel 2.1.3 (Graphen als metrische Raume). Sei X = (V, E) ein zusam-
menhéngender Graph. Dann definiert

VxV— RZO
(v,w) — min{n € N | es gibt einen Weg (vo, ...,vy,) in X von v nach w}

eine Metrik auf der Knotenmenge V.

Beispiel 2.1.4 (lingste gemeinsame Teilfolge). Gegeben seien zwei endliche
Folgen a = (a1,...,a,) und b = (by,...,b,,) iiber einer gemeinsamen Men-
ge M. Gesucht ist die Lange der lingsten gemeinsamen Teilfolgen von a
und b, d.h. gesucht ist die grofite Zahl » € N mit der Eigenschaft, dass
esip < <ip€{l,...,n}und j <---<jr. €{l,...,m} mit

vke{l,...,r} Ay, = bjk

gibt. Diese Linge kann man zum Beispiel wie folgt mihilfe eines Graphen
bestimmen: Wir betrachten dazu den Graphen X, ; mit der Knotenmenge

Vap :=90,...,n} x{0,...,m}

und der Kantenmenge
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Eapi={{(i,5), i+ 1,7)} | (i,4) € {0,..,n =1} x {0,...,m}}
U {{(,4), (i, 5+ 1)} | (4,5) € {0,...,n} x {0,...,m —1}}
U{{(,4), i+ 1,5+ 1)} | (i,5) € Vap und a1 = bjj1 };

d.h. stimmen die Symbole in den Folgen a und b an den entsprechenden
Indizes iiberein, so fiigen wir eine Abkiirzung ein. Die Lange einer ldngsten
gemeinsamen Teilfolge von a und b ist dann genau

n-+m-— d((070)7 (mm))7

wobei d die von X, induzierte Metrik auf V,; bezeichnet. Der Abstand
zwischen Knoten in Graphen kann zum Beispiel mit dem Algorithmus von
Digkstra bestimmt werden; damit erhédlt man insbesondere also eine algorith-
mische Losung dieses Teilfolgenproblems.

Zum Beispiel kann man auf diese Weise DNA-Sequenzen vergleichen (Ab-
bildung 2.1); in diesem Fall besteht M aus den Symbolen A, C, G, T. Eine
weitere typische Anwendung ist zum Beispiel das UNIX-Kommando diff, das
Dateien auf Unterschiede iiberpriift.

Beispiel 2.1.5 (Zauberwiirfel). Wie kompliziert kénnen optimale Losungen
des Zauberwiirfels (Rubik’s Cube!) sein? Wir betrachten dazu den folgenden
Graphen X:

e Die Knotenmenge von X ist die Menge aller Positionen des Zau-
berwiirfels, die von der Grundposition (in der alle Seiten des Wiirfels
einfarbig sind) erreichbar sind.

e Wir verbinden zwei Knoten in X genau dann durch eine Kante, wenn
die zugehorigen Poisitionen durch eine Vierteldrehung einer der Wiirfel-
seiten auseinander hervorgehen.

Der Abstand eines Knotens von der Grundposition in der von X induzierten
Metrik gibt dann an, wieviele Ziige (d.h. Vierteldrehungen von Wiirfelseiten)
notig sind, um aus dieser Position die Grundposition zu erreichen.

Im Jahr 2014 konnte (mithilfe von ausgiebigen Computerberechnungen)
nachgewiesen, dass der maximale Abstand von der Grundposition 26 ist
(http://www.cube20.org/qtm/).

Analog konnte 2010 gezeigt werden, dass der maximale Abstand von der
Grundposition 20 betrigt, wenn man in jedem Zug nicht nur Vierteldrehun-
gen einer Seite, sondern beliebige Drehungen einer Seite durchfithren darf
(http://www.cube20.org/).

Beispiel 2.1.6 (Gruppen als metrische Raume). Ist G eine Gruppe und ist
S C G eine Erzeugendensystem von G (d.h. jedes Element von G kann als
Produkt von Elementen aus S U S™! geschrieben werden), so definiert man
den zugehorigen Cayley-Graphen Cay(G, S) durch

IRubik’s Cube ist eine Trademark von Rubik’s Brand Ltd
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2] 1]
3] 0]
] 5] ’ -
Cay(2/6,{[1]}) Cay(Ss, {1,0}) Cay(Ss, S3)

> Cay(Z/6, Z/6)

Abbildung 2.2.: Beispiele fiir Cayley-Graphen von kleinen Gruppen; dabei ist
c=(123)und 7 = (12)

Cay(G, S) = (G, {{g.g-s} | s€ SUST"\ {e}}).

D.h. der Graph Cay(G, S) hat die Gruppenelemente von G als Knoten und
zwei Knoten sind genau dann durch eine Kante verbunden, wenn sie sich
durch ein Element aus SUS™1\ {e} (via Rechtsmultiplikation) unterscheiden.

Insbesondere erbt dann die Gruppe G als Knotenmenge von Cay(G, S)
eine Metrik dg g, die sogenannte Wortmetrik von G beziglich S. Man kann
Gruppen somit als geometrische Objekte auffassen; dieser Blickwinkel spielt
in der Geometrischen Gruppentheorie [27] eine wichtige Rolle.

Beispiele fiir Cayley-Graphen finden sich in Abbildung 2.2.

Ein weiteres wichtiges Konstruktionsprinzip metrischer Rdume sind so-
genannte riemannsche Mannigfaltigkeiten; im Zusammenhang mit der Kon-
struktion der hyperbolischen Ebene (Kapitel 4) werden wir genauer darauf
eingehen.

Zwischen metrischen Réumen gibt es mehrere verschiedene interessante
Begriffe von Morphismen. Wir werden uns zunéchst auf isometrische Einbet-
tungen beschrénken:

Definition 2.1.7 (isometrische Einbettung, Isometrie, Isometriegruppe). Seien
(X,d) und (X', d") metrische Rdume und sei f: X — X’ eine Abbildung.

e Die Abbildung f ist eine isometrische Einbettung, wenn
vm,yGX d/(f(l'), f(xl)) = d(m,x’).

e Die Abbildung f ist eine Isometrie, wenn f eine isometrische Einbet-
tung ist und es eine isometrische Einbettung f': X' — X mit f'o f =
idx und f o f’ =idx gibt.
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e Wir bezeichnen die Gruppe aller Isometrien X — X (beziiglich
Komposition) als Isometriegruppe von (X,d) oder Symmetriegruppe
von (X, d) und schreiben dafiir Isom(X, d).

Eine isometrische Einbettung ist also genau dann eine Isometrie, wenn
sie bijektiv ist. Nach Definition ist die Isometriegruppe gerade die Automor-
phismengruppe in der Kategorie der metrischen Rdume und isometrischen
Einbettungen.

Beispiel 2.1.8. Die Abbildungen

R—R
r——x+1

und

R—IR
r+—— —X&

sind Isometrien. Die Abbildung
R—R
T — z?

ist jedoch keine isometrische Einbettung.

Beispiel 2.1.9 (Gruppen als Untergruppen von Isometriegruppen). Ist G eine
Gruppe und ist S C G ein Erzeugendensystem von G, so ist

G — Isom(Cay(G, S))

gr— (h —g- h)
ein wohldefinierter injektiver Gruppenhomomorphismus (denn die Links-
translation mit einem Gruppenelement liefert einen Automorphismus des
Graphen Cay(G,S) und jeder Graphenautomorphismus ist eine Isometrie
beziiglich der Graphenmetrik). Auf diese Weise kénnen wir jede Gruppe als

Untergruppe einer Isometriegruppe ansehen. Dies ist also eine metrische Ver-
sion des Satzes von Cayley.

2.2 Geodaiten

Ein zentraler Baustein fiir Mini-Geometrie sind neben den Punkten die Ge-
raden. Es stellt sich daher die folgende Frage:

Frage 2.2.1. Was sind ,,Geraden in metrischen Raumen?
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Eine naheligende Definition fiir Geraden in metrischen Rdumen ist, dass
sie ein metrisches Abbild der reellen Geraden sind; dies fithrt zum Begriff der
Geodéten.

Definition 2.2.2 (metrische Geodite). Sei (X, d) ein metrischer Raum und
sei L € R>g. Eine Geodite in X der Lédnge L ist eine isometrische Einbet-
tung [0, L] — X. Eine isometrische Einbettung [0, c0) — X bezeichnen wir
auch als geoddtischen Strahl, eine isometrische Einbettung R — X auch als
geoddtische Gerade. In all diesen Féllen betrachten wir die Standardmetrik
auf [0, L], [0, 00) und R.

Proposition 2.2.3 (Geodaten und Isometrien). Seien (X, d) und (X', d") metri-
sche Riume, sei f: X — X' eine isometrische Finbettung und sei I C R ein
Intervall. Dann gilt: Ist v: I — X eine Geodite, so ist auch foy: I — X'
eine Geoddte.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Tatsache, dass die Komposition isometri-
scher Einbettungen eine isometrische Einbettung ist. O

Im euklidischen Fall erhalten wir so genau die linearen Geraden:

Proposition 2.2.4 (euklidische Geoditen). Sei n € N und seien z,y € R
mit x # y. Dann gibt es genau eine Geoddte in R™ beziiglich der euklidischen
Metrik, die in x beginnt und in y endet, ndmlich

0,I] — R"

fsad Ly —a)
x4+ —-(y—x).
A

wobei L := da(x,y).
Fiir den Beweis benotigen wir das folgende Lemma:

Lemma 2.2.5. Sei n € N und seien x,2,Z € R"™ Punkte mit z # Z und
do(z, z) = da(x,Z). Dann gilt

s (x, %(z +2)) < dafe,2) = do(2. ).

Beweis. Indem wir die Situation um —x verschieben, kénnen wir ohne Ein-
schrinkung annehmen, dass z = 0 ist (denn die Translation um —zx ist eine
Isometrie von (R™,ds)).

Sei m :=1/2- (2 4+ Z). Mit der Definition der euklidischen Metrik dy folgt
dann
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da(0,2)? = dy (0,m + (2 —m))”

= dy(0.m)° +d3(0.z = m)* + 372 m; - (2 — my)
j=1
:dQ(O m)2+d2(0 me)2+i21(z+§) . 1 . (Z fg,)
’ ’ ) J i’y J J
= dy(0,m)* + do(0, 2 — m)* +

= dy(0,m)* + do (0,2 — m)* +
= da(0,m)? + d2(0,2 — m)* +
Wegen z # Z ist z — m # 0. Somit liefert die obige Rechnung also
do (0, 2)% > do(0,m)?,
wie behauptet. O

Beim Beweis dieses Lemmas handelt es sich natiirlich um eine verkappte
Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. Da wir die Struktur des
Skalarprodukts aber an dieser Stelle noch nicht nutzen wollen (sondern nur
die metrische Struktur), haben wir den Beweis anders formuliert.

Beweis (von Proposition 2.2.4). Offenbar ist die in der Proposition angege-
bene Abbildung v: [0, L] — R"™ eine Geodite in (R™,ds) von x nach y.

Sel : [0,L] — R™ eine Geodite von z nach y; insbesondere ist dann
dg(a: y) = L. Angenommen, 7 # ~. Dann existiert ein ¢ € (0, L) mit

2= 7() £ (1) =
Da v und 7 Geodéten sind, folgt
da(z,2) = da(x,z) und da(y,z) = da(y,Z).
Sei nun m :=1/2- (z +Z). Mit Lemma 2.2.5 erhalten wir
da(z,m) < ds(x,z) und do(y,m) < da(y,2).

Also folgt mit der Tatsache, dass v eine Geodéte ist und der Dreiecksunglei-
chung, dass

L = dy(z,y) < da(z,m) + da(m,y)
< dy(x,2) + da(2,y) = d2(7(0), (1)) + d2 (v(t),7(L))
=t+(L—-t)=1L

(Abbildung 2.3), was nicht sein kann. Dies zeigt die Eindeutigkeit von . O
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Abbildung 2.3.: Eindeutigkeit euklidischer Geodéten

Bemerkung 2.2.6 (euklidische geoditische Geraden). Mit Proposition 2.2.4
bzw. den im Beweis verwendeten Methoden folgt analog: Ist n € N und ist
~v: R — R™ eine geoditische Gerade in (R™, ds), so gilt

Vier Y(t) =~(0)+t- ('7(1) - ’Y(O))-

Bemerkung 2.2.7 (metrische Rdume und Mini-Geometrie). Nicht jeder metri-
sche Raum bildet beziiglich der Menge aller Geodéten zwischen je zwei Punk-
ten eine Mini-Geometrie, da es zwischen zwei Punkten mehr als eine Geodéte
geben kann. Metrische Rdume, bei denen je zwei Punkte durch genau eine
Geodite verbunden werden kénnen, nennt man eindeutig geoddtische Rdume.
Metrische Rdume, bei denen je zwei Punkte durch eine Geodéte verbunden
werden konnen, nennt man geoddtische metrische Rdaume.

Beispiel 2.2.8.

e Der Raum R?\ {0} mit der Einschriinkung der euklidischen Metrik ist
nicht geodétisch; dies kann man aus Proposition 2.2.4 folgern.

e Der Raum (R?,d,) ist geodiitisch aber nicht eindeutig geoditisch. Bei-
spiele fiir Geodiiten von (0,0) nach (1,1) sind in Abbildung 2.4 darge-
stellt; dies erkldrt auch den Namen Taxi-Metrik, wenn man sich vor-
stellt, dass man mit einem Taxi in einer US-amerikanischen Stadt auf
kiirzestem Wege von einem Punkt zum anderen gelangen mochte.

Mithilfe von Geodéten erhalten wir auch einen verniinftigen Begriff von
Dreiecken in metrischen Raumen:

Definition 2.2.9 (geodatisches Dreieck). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein
geoditisches Dreieck in (X,d) ist ein Tripel (y0,71,72) bestehend aus drei
Geoditen 7o: [0, Lo) — X, 71: [0, L1] — X und ~2: [0, Ly] — X mit

Y0(Lo) = 71(0),  71(L1) =72(0), 72(L2) = 10(0).

Dabei bezeichnen wir v0(0), 71(0), 72(0) als die Eckpunkte des geoditischen
Dreiecks (y0,71,72)-
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Abbildung 2.4.: Geodéten [0,2] — R? in der Taxi-Metrik (jeweils mit der
offensichtlichen gleichformigen Parametrisierung)

Caveat 2.2.10. Im Gegensatz zu Mini-Geometrie-Dreiecken sind geodétische
Dreiecke im allgemeinen nicht durch ihre Eckpunkte eindeutig bestimmt.

Auch Graphen mit der Graphenmetrik sind nicht geoditisch (wenn sie
mehr als einen Knoten haben). Man kann aber die geometrische Realisierung
kompatibel mit einer metrischen Struktur versehen.

2.3 Lange von Kurven

Als néchsten Schritt wollen wir den Abstandsbegriff nutzen, um einen allge-
meinen Lingenbegriff fiir Kurven zu erhalten.

Definition 2.3.1 (rektifizierbar, Lénge einer Kurve). Sei (X, d) ein metrischer
Raum, seien Ty, 77 € R mit Ty < 77 und sei v: [Ty, T1] — X stetig. Die
Lénge von +y ist definiert als

n—1
L(v) = sup{z d(y(t;),¥(tj41)) | m € Nund to,...,t, € [To, T1]
3=0

mittogtqg---gtn}

€ RZO @] {OO}
Wir nennen vy rektifizierbar, wenn L(7y) # oo ist.

Mit diesem Langenbegriff fiir Kurven sieht man, dass Geodéten als kiirzeste
Wege angesehen werden kénnen:

Proposition 2.3.2 (Lange von Geodaten). Sei (X, d) ein metrischer Raum, sei
L € R>q und sei y: [0,L] — X eine stetige Kurve.

1. Dann ist L(y) > d(v(0),v(L)).
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Abbildung 2.5.: Iterative Konstruktion der Koch-Kurve

2. Ist v eine Geodite, so ist L(y) = d(v(0),v(L)) = L.
Beweis. Dies folgt direkt aus den Definitionen. O

Da der Langenbegriff fiir Kurven rein metrischer Natur ist, ist er natiirlich
mit isometrischen Einbettungen vertraglich:

Proposition 2.3.3 (Linge und Isometrien). Seien (X, d) und (X', d") metrische
Riume, sei f: X — X' eine isometrische Einbettung und sei I C R ein
Intervall. Dann gilt: Ist v: I — X eine rektifizierbare Kurve, so ist auch die
Komposition fo~y: I — X' eine rektifizierbare Kurve und

L(feov) = L().

Beweis. Da f als isometrische Einbettung stetig ist, ist auch f o~y stetig. Mit
der Definition der Linge und der Voraussetzung, dass f eine isometrische
Einbettung ist, erhalten wir

L(f o)

n—1

= SUP{ d(foy(ty), fov(tjiz1)) [n €Nty <+ <ty € [T(J,Tﬂ}
j=0
-

= Sup{ d(")/(tj),")/(tj+1)) n e N, to S cee S tn S [To,Tl]}
j=0

=L(v) O

Wir betrachten nun ein klassisches Beispiel fiir eine stetige Kurve, die nicht
rektifizierbar ist:

Beispiel 2.3.4 (Koch-Kurve). Wir konstruieren die Koch-Kurve in (R?, ds)
wie folgt iterativ aus einer Folge stiickweise linearer Kurven: Wir beginnen
mit
Yo: [0,1] — R?
t— (¢,0).

Ist n € N und ist die stiickweise lineare Kurve «,: [0,1] — R? bereits
konstruiert, so erhalten wir 7,41 : [0,1] — R? folgendermafien: Wir ersetzen
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jedes maximale gerade Segment von +,, durch das ,nach oben weisende* Zick-

Zack

wobei jedes der neuen geraden Segmente genau ein Drittel der Linge des Aus-
gangssegments besitzt und die offensichtliche gleichméflige Parametrisierung
besitzt. Dies liefert die in Abbildung 2.5 skizzierte Iteration.

Man sieht leicht, dass die Funktionenfolge (v, )nen gleichméBig konvergent
ist? und somit eine Grenzfunktion v: [0,1] — R? besitzt. Da die einzelnen
Folgenglieder stetig sind, ist auch ~ stetig.

Welche Lénge hat v 7 Nach Konstruktion besteht v aus vier Teilen, die
jeweils isometrisch zur um den Faktor 1/3 skalierten Kurven v sind. Damit

erhalten wir A
L(v) =3 L)

Wegen L(v) > 1 > 0 folgt somit, dass L(v) nicht endlich ist.

Ahnliche Phéinomene treten in der Natur zum Beispiel bei Kiistenlingen
(Norwegen!) auf.

Beispiel 2.3.5 (v/2 = 2 ?!). Was ist falsch am nachfolgenden , Beweis“? Ge-
rade fiir angehende Lehrer ist es wichtig zu erkennen, ob eine plausibel er-
scheinende Argumentation (z.B. eines Schiilers!) tatsdchlich korrekt ist bzw.
was der Fehler ist und die unterliegenden Probleme prézise und versténdlich
erklédren zu konnen.

Behauptung. Es gilt v/2 = 2.

Beweis. Wir betrachten die folgenden stetigen Kurven in (R? dy). Zu n €
N.g sei vy, : [0,2] — R? die Treppenkurve mit n Stufen mit Stufen-
tiefe und Stufenhshe 1/n von (0,0) nach (1, 1), mit der offensichtlichen
gleichmifligen Parametrisierung (Abbildung 2.6).

Dann konvergiert die Folge (v,)nen gleichméBig gegen

v: [0,2] — R?
t— 1/2- (t,1).

Also ist
L(y) = L( lim ,) = lim L(y,) =2.

n—oo

Andererseits ist natiirlich L(y) = V2. Somit folgt v/2 = 2.

2Fiir den Fall, dass der Begriff gleichmdfige Konvergenz in Vergessenheit geraten sein
sollte, ist dies nun eine gute Gelegenheit, das Wissen nochmal aufzufrischen.
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Abbildung 2.6.: Approximation der Diagonalen

Dass Langen von Kurven im allgemeinen keine rationalen Zahlen sind, war
bereits den Griechen in der Antike bekannt. Wahrend die Arithmetik damals
nur die rationalen Zahlen umfasste, wurde in der Geometrie bereits auch mit
irrationalen Groflen erfolgreich gearbeitet. Eine Formalisierung der reellen
Zahlen, so wie wir sie heute kennen, war damals aber noch aufler Reichweite.

Im Zusammenhang mit der Lange von Kurven stellt sich auch die folgende
praktische Frage:

Frage 2.3.6. Kann man langenerhaltende Landkarten von Gebieten der Erd-
oberflache zeichnen?

Um diese Frage zu beantworten, miissen wir jedoch zunéchst die Geometrie
der Erdoberfliche genauer verstehen (Kapitel 4.6).

2.4 Kreise und Konstruierbarkeit

Uber die Metrik kénnen wir natiirlich auch Kreise, Sphiren und Kugeln de-
finieren:

Definition 2.4.1 (Sphire, Ball, Kreis). Sei (X, d) ein metrischer Raum, sei
2 € X und sei r € R>g.

e Die Sphire um x mit Radius v in (X, d) wird definiert als

SO (r) == {y € X | d(y,z) =r}.

e Der Ball um x mit Radius r in (X, d) wird definiert als

BFO(r) == {y € X | d(y,z) <r}.

e Sphiren in (R?, dy) bezeichnet man auch als Kreise.
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(RQ’ d2) (sz dl) (RQa doo)
Abbildung 2.7.: Sphiren vom Radius 1 um 0 in R?

Beispiel 2.4.2 (Spharen in R?). Sphiiren in (R?,ds) sind gewdhnliche eukli-
dische Kreise, Sphiren in (R?,d;) sind Quadrate, deren Ecken auf den Ko-
ordinatenachsen liegen und Sphiiren in (R?,d.,) sind Quadrate, deren Seiten
parallel zu den Koordinatenachsen sind (Abbildung 2.7).

Bemerkung 2.4.3 (Winkel). In R? kénnte man nun {iber Kreise und die Lénge
von Kurven auch Winkel von Hand definieren. Wir ziehen es aber vor, Winkel
iiber das Skalarprodukt zu beschreiben (weil sich diese Betrachtung auch auf
den riemannschen Fall iibertragen lisst) und verschieben daher die Diskussion
von Winkeln auf das néchste Kapitel.

Beispiel 2.4.4 (Sphiren und Bélle in Graphen). Sei X = (V, E) ein zusam-
menhéngender Graph. Dann nimmt die von X induzierte Metrik auf V' nur
ganzzahlige Werte an; Sphéiren mit einem Radius, der in R>q \ N liegt, sind
also leer.

Ist der Graph X zusitzlich lokal endlich (d.h. jeder Knoten von X hat end-
lichen Grad), so enthiilt jeder Ball in V beziiglich der von X induzierten Me-
trik endlich viele Knoten. Zum Beispiel enthélt der Ball um 0 in Cay(Z, {1})
vom Radius r € N genau 2 - r + 1 Knoten. Bélle in Cay(Z, {1}) wachsen also
linear im Radius.

Ausblick 2.4.5 (Wachstum in der geometrischen Gruppentheorie). Ist G eine
Gruppe und ist S C G ein endliches Erzeugendensystem, so ist der Cayley-
Graph Cay(G, S) zusammenhingend und lokal endlich. Das Wachstumsver-
halten der Funktion

5(},53 N—N
r— |BEYE@S) ()]
spielt eine wichtige Rolle in der geometrischen Gruppentheorie. Insbeson-

dere ergeben sich iiberraschende Zusammenhinge zwischen diesem (geome-
trischen!) Wachstumsverhalten und algebraischen Eigenschaften der Grup-
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pe: Nach dem Polynomialen Wachstumssatz von Gromov hat diese Funkti-
on fg,s namlich genau dann polynomiales Wachstum, wenn die Gruppe G
eine nilpotente Untergruppe von endlichem Index besitzt.

Eine klassische wichtige Frage in der Geometrie ist es, welche geometri-
schen Objekte bzw. welche Punkte sich mit Zirkel und Lineal konstruieren
lassen. Indem wir das Lineal durch (geodétische) Geraden und den Zirkel
durch Kreise/Sphiren modellieren erhalten wir den folgenden Konstruier-
barkeitsbegriff:

Definition 2.4.6 (Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal). Sei M C R?, wobei
wir die euklidische Metrik auf R? betrachten. Dann schreiben wir

K (M) := K1 (M) U Ky(M) U K3(M),

wobei die elementaren Konstruktionsschritte K, Ks, K3 wie folgt definiert
sind: Sei G(M) die Menge aller Geraden in R?, die zwei verschiedene Punkte
aus M enthalten; sei C(M) die Menge aller Kreise in R?, deren Mittelpunkt
in M liegt und deren Radius gleich dem Abstand zweier Punkte aus M ist.
Wir schreiben

o K, (M) fur die Menge aller Schnittpunkte zweier verschiedener Geraden
aus G(M),

o Ky(M) fiir die Menge aler Schnittpunkte von Geraden aus G(M) mit
Kreisen aus C(M),

e K3(M) fiir die Menge aller Schnittpunkte zweier verschiedener Kreise

aus C(M).

Ein Punkt x € R? ist aus M mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn es
ein n € N mit x € K°"(M) gibt.

Bemerkung 2.4.7 (Verallgemeinerte Zirkel und Lineale). Dieser Konstruier-
barkeitsbegriff ldsst sich natiirlich auch auf allgemeinere metrische Rdume
verallgemeinern; es bietet sich in diesem Fall an, sich auf eindeutig geodéti-
sche metrische Rédume zu beschrinken und zusétzlich zu verlangen, dass der
Raum eindeutig geoddtisch vollstindig ist, d.h., dass jede Geodéte zu einer
eindeutigen geodétischen Geraden verldngert werden kann. Man beachte je-
doch, dass sich diese Verallgemeinerung sehr exotisch verhalten kann, da es
im allgemeinen zum Beispiel sehr viele Schnittpunkte zwischen zwei verschie-
denen Sphéren geben kann.

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal spielen noch heute in der Schulma-
thematik eine wichtige Rolle. Daher wollen wir ein Beispiel im Detail ansehen.
Die Grundstruktur bei Konstruktionsproblemen ist immer dieselbe:

e Beschreibung des Konstruktionsproblems.
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Schritt 1 Schritt 2/3 Schritt 4/5

Abbildung 2.8.: Konstruktion des Mittelpunktes von x und y

e Beschreibung einer Konstruktion, die das gegebene Konstruktionspro-
blem 16st.

e Beweis, dass die angegebene Konstruktion tatsédchlich so durchgefiihrt
werden kann und das Konstruktionsproblem 16st.

Beispiel 2.4.8 (Konstruktion des Mittelpunkts einer Strecke in R?).

Konstruktionsproblem. Gegeben seien zwei Punkte z, y € R? mit = # .
Gesucht ist eine Konstruktion des Mittelpunkts m := 1/2- (z +y) € R?
von z und .
Konstruktion. (s. Abbildung 2.8)
1. Wir zeichnen die Gerade g durch z und y.

2. Wir zeichnen den Kreis K, um z mit Radius r := da(z,y) und
den Kreis K, um y mit Radius 7.

3. Wir bezeichnen die beiden Schnittpunkte von K, und K, mit s;
und ss.

4. Wir zeichnen die Gerade h durch s; und s».
5. Der Schnittpunkt von g und A ist dann der gesuchte Punkt m.
Beweis der Korrektheit der Konstruktion. Wir zeigen Schritt fiir Schritt, dass

die Konstruktionsschritte durchgefiihrt werden kénnen und dass die
Konstruktion das gewiinschte leistet:

1. Da x # y ist, gibt es tatachlich genau eine Gerade g in (R2,ds),
die x und y enthélt.

2. Wegen = # y ist 7 = do(x,y) > 0. Insbesondere gibt es somit
eindeutige Kreise K, und K, um x bzw. y vom Radius 7.

3. Es gilt |K, N K,| = 2, denn: Nachrechnen (durch Auflésen der
entsprechenden quadratischen Gleichungen) zeigt: Wegen
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r—r<dy(z,y) <rT—+T

haben K, und K, genau zwei Schnittpunkte. Andererseits zeigt
Einsetzen, dass die Punkte

3
$1 ::m—i—g-A-(y—x)

mit

in K, N K, liegen.

4. Nach dem letzten Schritt ist s; # sp. Es gibt also genau eine
Gerade h in (R?,dy), die s; und sy enthilt.

5. Die Geraden g und h haben genau einen Schnittpunkt, ndmlich m,
denn: Da s; und so offenbar nicht auf g liegen, ist g # h. Also
haben g und h héchstens einen Schnittpunkt und es geniigt somit
zu zeigen, dass m auf g und h liegt. Offensichtlich gilt m € g.
AuBlerdem ist auch m € h, denn

m=—-(s1+ $2).

DO | =

Ausblick 2.4.9 (Konstruierbarkeit und Galoistheorie). Ein einfaches Abzihlar-
gument zeigt, dass ausgehend von den Punkten (0,0) und (1, 0) nur abzéihlbar
viele Punkte in R? mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kénnen. Da R?
{iberabzihlbar ist, gibt es also insbesondere Punkte in R?, die nicht aus diesen
beiden Anfangspunkten mit Zirkel und Lineal konstruiert werden konnen.

Eine genauere Analyse der Gleichungen fiir Geraden und Kreise zeigt,
dass nur ganz bestimmte algebraische Zahlen in C =2 R? konstruiert werden
konnen. Mithilfe von Galoistheorie erhélt man dann die folgende Charakte-
risierung [29]:

Satz 2.4.10 (Konstruierbarkeit und Galoistheorie). Sei M C R? = C eine
Teilmenge mit 0,1 € M und zei z € C. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

1. Der Punkt z kann aus M mit Zirkel und Lineal konstruiert werden.

2. Es gibt eine Galois-Erweiterung L von Q(M U M), deren Grad eine
Zweierpotenz ist, mit z € L.

Konkrete Beispiele sind:
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e Im allgemeinen ist die Drittelung eines gegebenen Winkels nicht mit
Zirkel und Lineal moglich.

e Die Kantenlidnge eines Wiirfel mit Volumen 2 ist nicht mit Zirkel und
Lineal aus {(0,0), (1,0)} konstruierbar.

e Das reguldre Siebeneck mit Radius 1 ist micht mit Zirkel und Lineal
aus {(0,0), (1,0)} konstruierbar.

e Die Kantenldnge eines Quadrats mit demselben Flicheninhalt wie der
Einheitskreis ist nicht mit Zirkel und Lineal aus {(0, 0), (1,0)} konstru-
ierbar.

Ausblick 2.4.11 (Origami). Analog kann man auch die Reichweite anderer
Konstruktionsprinzipien mit algebraischen Methoden studieren, z.B. die Kon-
struktion mithilfe von Origami (d.h. durch Falten von Papier).

2.5 Symmetrie

Bereits in Kapitel 1.5.3 haben wir ein einfaches Beispiel kennengelernt, in dem
Symmetrien eine wichtige Rolle gespielt haben. Allgemein gehort zur Unter-
suchung eines geometrischen Objekts auch die Untersuchung seiner Symme-
triegruppe, im metrischen Fall also der Isometriegruppe.

Im euklidischen Fall gilt das folgende Starrheitsresultat. Als Starrheit be-
zeichnet man in der Geometrie Phidnomene, bei denen Abbildungen mehr
Struktur erhalten als eigentlich zu erwarten ist; in diesem Falle bezieht sich
dies auf die Tatsache, dass Isometrien (also Abbildungen, die nur die metri-
sche Struktur erhalten) euklidischer Rdume bereits affin linear sind. Insbe-
sondere greifen dann die Methoden der linearen Algebra.

Satz 2.5.1 (Starrheit euklidischer Isometrien). Sein € N und f € Isom(R", ds).
Dann ist f affin linear, d.h. f — f(0): R® — R" ist R-linear. Insbesondere
konnen wir die Untergruppe

Isomg(R", dp) := {f € Isom(R",dy) | f(0) =0}
als Untergruppe von GL(n,R) auffassen.

Beweis. Die Idee des Beweises ist es, den bereits hergestellten Zusammen-
hang zwischen euklidischen Geodéten und der linearen Struktur zu nutzen.
Sei fo := f— f(0): R® — R™. Wir zeigen nun, dass fy linear ist: Nach
Konstruktion ist auch fy eine Isometrie und fo(0) = f(0) — f(0) = 0.
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@ Seien z € R™ und A € R mit d(0,2) = 1. Dann gilt fo(A-x) = A- fo(z),
denn: Wegen dy(0,x) =1 ist

v:R— R"
t—t-x

eine geoditische Gerade in (R?,dy). Also ist auch fyo+y eine geodétische
Gerade mit fy o v(0) = fo(0) = 0 und mit Bemerkung 2.2.6 folgt

foh-z) = fooy(A) =X fooy(1) = A+ fo(x).

@ Seien x € R” und A € R. Dann gilt fo(A-2x) = X - fo(z), denn: Ohne
Einschrinkung sei z # 0. Mit dem ersten Schritt folgt dann fiir 2’ :=
1/d2(0, x) - x, dass

fo()\ . SC) = fo()\ . dz(O,x) . (E/) = )\ . dQ(O,x) . fo(iﬂl)
=\ fo(dg(o,x) . l‘/) =\ fo(m)

@ Seien z,y € R™. Dann gilt fo(z +y) = fo(z) + fo(y), denn: Nach dem
vorigen Schritt konnen wir ohne Einschrinkung = # y annehmen. Wir
betrachten die Geodéte

~v:[0,L] — R"
t— x+ z (y — x)
I Yy
von z nach y, wobei L := da(x,y). Also ist fo o v eine/die Geodite

von fo(x) nach fy(y); mit dem vorigen Schritt und Proposition 2.2.4
folgt somit

folw+y) = fol2- (5 =+ 30))

2 2
-2-her(2)
=2 (fol) + 5 - (folw) ~ fol) )
= fo(z) + fo(y)-
Also ist fy linear. O

Ein wichtiger Begriff, der auf den Symmetrien aufbaut, ist die Kongruenz;
anschaulich gesprochen sind Teilmengen eines metrischen Raumes kongruent,
wenn sie sich so innerhalb des metrischen Raums ,,bewegen* lassen, dass sie
iibereinstimmen.
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Pl ls

Abbildung 2.9.: (Nicht-)Beispiele fiir Kongruenzen in (R?, ds)

Definition 2.5.2 (Kongruenz). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zwei Teil-
mengen A, B C X heiflen kongruent, wenn es eine Isometrie f € Isom(X,d)
mit f(A) = B gibt.

Beispiel 2.5.3 (Kongruenzen in (R? dy)). Die linken vier Figuren in Abbil-
dung 2.9 sind in (R?,ds) kongruent zueinander. Die rechten beiden Figuren
sind nicht kongruent zu diesen Figuren.

Um zu bestimmen, welche Teilmengen eines metrischen Raumes kongru-
ent zueinander sind, ist es also essentiell, zunéchst die Isometriegruppe zu
bestimmen. Im euklidischen Fall ist Satz 2.5.1 ein erster Schritt; wir werden
im néchsten Kapitel noch eine genauere Beschreibung geben (mithilfe von
linearer Algebra).

Die genaue Kenntnis der Isometriegruppe von (R2, ds) — und den davon
abgeleiteten Kongruenzsétzen — spielt in der elementaren ebenen Geometrie
eine zentrale Rolle.

2.6 Das Extremalprinzip

Das sogenannte Extremalprinzip ist eine relativ allgemeine Losungsstrategie
fiir viele mathematische Probleme [17], die insbesondere in der elementaren
Geometrie schone Anwendungen besitzt.

Die Grundidee des Extremalprinzips besteht darin, Objekte zu betrach-
ten, die sich dadurch auszeichnen, dass sie gewisse Groflen maximieren oder
minimieren.

Naheliegende Fragen bei der Losung von geometrischen Problemen sind
nach dem Extremalprinzip also:

e Welche Punkte haben den grofiten bzw. kleinsten Abstand voneinan-
der?

e Welche Punkte haben den gréfiten bzw. kleinsten Abstand von einem
anderen geometrischen Objekt?

Eine schéne Anwendung des Extremalprinzips ist zum Beispiel der Beweis
des Satzes von Sylvester-Gallai:
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Abbildung 2.10.: Abschétzung des Abstands zwischen Punkten und Seiten

Satz 2.6.1 (Satz von Sylvester-Gallai). Sei M eine endliche Menge von Punk-
ten in (R2, dy) mit folgender Figenschaft: Fiihrt eine Gerade g in R? durch
zwei verschiedene Punkte aus M, so liegt auch ein dritter Punkt aus M auf g.
Dann folgt bereits, dass alle Punkte aus M auf einer gemeinsamen Geraden
liegen.

Im Beweis werden wir auf die folgende Eigenschaft von euklidischen Drei-
ecken zuriickgreifen (Abbildung 2.10):

Lemma 2.6.2. Sei (y0: [0, L1] — R2,y1: [0, L1] — R? y2: [0, La] — R?) ein
geodiitisches Dreieck in (R?, dy) mit den Ecken xq := v0(0), z1 := 71(0) und
x9 1= 72(0); diese Ecken seien alle verschieden. Sei ty € (0, Lg). Dann gibt
es ein t1 € (0, L1) mit

da(0(t0),71(t1)) < da(zo, x2).

Beweis. Dies ist eine einfache Variante des Strahlensatzes: Wir betrachten
dazu t1 := Ly — Ly - to/Lo € (0, L1). Mit Proposition 2.2.4 folgt

t t
v (t1) = x1 + i (xg —m1) =22+ f?)(xl — T2)

und damit

t t
da (0(to), 1 (t1)) = do (960 + Lf(;(% — Z0), T2 + L*(;(ﬂﬁ - 582))

=dy (O, (1 — z—(;) (o — x2)>

_ to _

= <1 — Lo) dQ(O,SL‘O 1‘2)
_ to

= (1 - Lo) da (o, 2)

< da(x0,T2),

wie behauptet. O
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U1 Y2 Y3

Abbildung 2.11.: Anordnung der Punkte im Satz von Sylvester-Gallai

Beweis (von Satz 2.6.1). Ohne Einschrinkung sei M # (). Angenommen, die
Punkte aus M liegen nicht alle auf einer Geraden. Wir setzen nun mit dem
Extremalprinzip an: Sei G die Menge aller Geraden in R2, die mindestens
zwei Punkte aus M enthalten. Da M endlich ist, ist somit auch G endlich.
Also gibt es ein Paar (z,g) € M x G mit folgenden Eigenschaften:

e Der Punkt z liegt nicht auf g und
e der Abstand von z zu g unter all solchen Paaren ist minimal.

Der Abstand von x zu g ist dabei als

dQ(‘rag) = lnf{dg(l’,y) { AS g}

definiert; ein einfaches topologisches Argument zeigt, dass dieses Infimum
tatséchlich ein Minimum ist. Sei y € g ein Punkt mit dz(x,g) = da(x,y).

Nach Definition von G und der Annahme iiber M gibt es drei verschiedene
Punkte y1,y92,ys € M, die auf g liegen. Mindestens zwei dieser Punkte liegen
auf ,,derselben Seite“ von y. Ohne Einschrinkung kénnen wir dabei anneh-
men, dass die Punkte wie in der schematischen Abbildung 2.11 angeordnet
sind.

Sei ¢’ die Gerade durch z und y3. Wenden wir nun Lemma 2.6.2 auf das
durch die Punkte (y,ys,*) bestimmte geoditische Dreieck in (R?,dy) und
den Punkt ys auf der Geodéten von y nach y3 an, so sehen wir, dass

d2(y27g/) < dz(y,.’b) = dz(if,g)

ist, im Widerspruch zur extremalen Wahl des Paares (x, g). Bei der Anwen-
dung des Lemmas haben wir implizit y # yo verwendet; im Fall, dass y = y»
ist, kann man zum Beispiel mithilfe der Kreise um y = y2 und um x vom
Radius da(z,y) leicht feststellen, dass da(ya2,¢') < da(z,y) ist, was denselben
Widerspruch liefert.

Also liegen die Punkte aus M alle auf einer gemeinsamen Geraden. O
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Korollar 2.6.3. Die Fano-Ebene kann nicht nach R? (mit der euklidischen
Metrik oder als Mini-Geometrie) geradlinig eingebettet werden, d.h. es gibt
keine Teilmenge M C R? von sieben Punkten, so dass

1. je drei verschiedene Punkte aus M auf einer gemeinsamen Geraden
liegen, und

2. jede Gerade hichstens drei Punkte aus M enthdlt.

Beweis. Angenommen, es gibt eine solche Teilmenge M C R? von sieben
Punkten. Wegen der ersten Eigenschaft erfiillt M die Bedingungen aus dem
Satz von Sylvester-Gallai. Nach diesem Satz liegen dann aber alle Punkte
aus M auf einer gemeinsamen Geraden, im Widerspruch zur zweiten Eigen-
schaft von M. Also kann die Fano-Ebene nicht geradlinig in R? eingebettet
werden. O

Eine weitere schone Anwendung des Extremalprinzips ist die Existenz von
Fixpunkten bei Operationen endlicher Gruppen auf Biumen (Ubungsaufga-
be).
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Euklidische Geometrie

Wir werden uns nun auf eine spezielle metrische Geometrie konzentrieren, die
euklidische Geometrie in R™ als Geometrie des Standardskalarprodukts. Das
Skalarprodukt wird es uns insbesondere erlauben, Winkel und Volumina etc.
zu definieren und die Symmetriegruppe von (R™,ds) genau zu beschreiben.
Wir werden uns dann darauf aufbauend eingehend mit verschiedenen Sym-
metrieph&nomenen beschéftigen, unter anderem mit Kongruenz, Regularitét
und mit Pflasterungen der Ebene.

Das Versténdnis dieser Beschreibung der euklidischen Geometrie in R"™
bildet auflerdem die Grundlage fiir die riemannsche Geometrie, die wir zur
Konstruktion und Untersuchung der hyperbolischen Ebene im néchsten Ka-
pitel nutzen werden.

Uberblick iiber dieses Kapitel.

3.1 Normierte Rdume und Skalarprodukte 62
3.2 Kurven 67
3.3 Winkel 75
3.4  Symmetrie 83
3.5 Pflasterungen der euklidischen Ebene 97

Schliisselbeispiel. euklidische Riume als Rdume mit Skalarprodukt
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3.1 Normierte Rdume und Skalarprodukte

Eine systematische, algebraische, Quelle fiir Metriken auf Vektorrdumen sind
Skalarprodukte: Skalarprodukte induzieren Normen und Normen induzieren
Metriken. Wir erinnern in diesem Abschnitt an grundlegende Begriffe und
Resultate aus der linearen Algebra [8, 25] zu normierten Réumen und Ska-
larprodukten.

3.1.1 Normierte Raume

Wir beginnen mit normierten Rdumen:

Definition 3.1.1 (Norm, normierter Raum). Sei V' ein R-Vektorraum. Eine
Norm auf V' ist eine Abbildung || - ||: V' — R>( mit den folgenden Eigen-
schaften:

1. Fir alle z € V' \ {0} ist ||z]| > 0.

2. Homogenitit. Fir alle z € V und alle A € R gilt ||A-z|| = |A - ||z,
wobei |\| den gewdhnlichen Absolutbetrag von A bezeichnet.

3. Dreiecksungleichung. Fiir alle z,y € V gilt ||z + y|| < ||z|| + [|y]|-
In diesem Fall bezeichnet man das Paar (V)| - ||) als normierten Raum.

Proposition 3.1.2 (Norm ~» Metrik). Ist V' ein endlich-dimensionaler R-Vek-
torraum und ist || - || eine Norm auf V', so ist

VxV— Rzo
(v, w) — [Jo —w]|

eine Metrik auf V', die von || - || induzierte Metrik.

Beispiel 3.1.3 (euklidische Norm, 1-Norm, oo-Norm). Sei n € N. Die Metri-
ken ds, di, ds werden von den folgenden Normen auf R” induziert:

- ll2: R" — R>o

[ [l1: R™ — Rxo

n
Ty |zl
j=1
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I loo: R™ — R>o
r+— max |z,
JE{l,...,n}
Diese Normen verallgemeinern sich zu entsprechenden Normen auf Funktio-

nenrdumen; die zugehorige Geometrie dieser unendlich-dimensionalen Vek-
torrdume ist unter anderem Gegenstand der Funktionalanalysis.

Wie wir bereits im letzten Kapitel gesehen haben, liefern verschiedene
Normen auf R™ sehr unterschiedliche Geometrien. Die induzierte Topologie
ist jedoch immer dieselbe:

Satz 3.1.4 (Aquivalenz von Normen im endlich-dimensionalen Fall). Ist V' ein
endlich-dimensionaler R-Vektorraum und sind || - || und || - ||" Normen auf V.,

so sind || - || und || -||" bereits &quivalent, d.h. es gibt eine Konstante C' € R
mit 1

Vaev - llzll < 2l < O 2.
Insbesondere induzieren || - || und || - || dieselbe Topologie auf V.

3.1.2 Skalarprodukte

Als néichsten Verfeinerungsschritt betrachten wir Normen, die von Skalarpro-
dukten induziert sind.

Definition 3.1.5 (Skalarprodukt, euklidischer Vektorraum). Ein Skalarprodukt
auf einem R-Vektorraum V ist eine R-bilineare Abbildung (-,-): VxV — R
mit den folgenden Eigenschaften:

1. Symmetrie. Fir alle z,y € V ist (x,y) = (y, ).
2. Positive Definitheit. Fiir alle x € V' \ {0} ist (x,z) > 0.

In diesem Fall bezeichnet man das Paar (V,(-,-)) als euklidischen Vektor-
raum.

Proposition 3.1.6 (Skalarprodukt ~~ Norm). Sei V' ein R-Vektorraum, sei
(-,-) ein Skalarprodukt auf V und sei

[ -1: V — Rxo

x — \/{x, ).

Dann gilt:
1. Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Fiir alle x,y € V' gilt

(@, )| < ll=ll - Iyl

und Gleichheit liegt genau dann vor, wenn x und y linear abhingig sind.
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2. Die Abbildung || - || ist eine Norm auf V.

3. Polarisierung. Fiir alle x,y € V gilt

(@,y) =5 (lz+yI* = lzl* = llyll*).

DN =

Beispiel 3.1.7 (Standardskalarprodukt). Sei n € N. Das Standardskalarpro-
dukt (-,-) auf R™ ist gegeben durch

(+,):R" xR" — R

(@,y) — Y @ - y;-

j=1
Die von (-, ) induzierte Metrik auf R™ ist die euklidische Metrik ds.

Beispiel 3.1.8. Sei n € N>,. Dann sind die Metriken d; und do auf R™ bzw.
die Normen || - [|; und [| - ||c auf R™ nicht von einem Skalarprodukt auf R”
induziert (Ubungsaufgabe).

Auf R™ gibt es bekanntlich — bis auf Koordinatentransformation — nur ein
Skalarprodukt; dies lisst sich zum Beispiel mit dem Gramschen Orthonor-
malisierungsverfahren zeigen:

Satz 3.1.9 (Klassifikation der Skalarprodukte). Seien (V, (-,-)) und (V',(-,-)’)
euklidische Vektorraume derselben endlichen Dimension. Dann gibt es einen
linearen Isomorphismus f: V — V' mit

Vowev (f(@), f®)) = (z.y).

Insbesondere ist f dann eine Isometrie beziiglich der von den Skalarprodukten
induzierten Normen und Metriken.

In vielen Féllen ist es vorteilhaft, eine koordinatenfreie Beschreibung der
euklidischen Geometrie zur Verfiigung zu haben; daher ist es sinnvoll, Defini-
tionen, Eigenschaften und Sétze in der Sprache der euklidischen Vektorrdume
zu formulieren — und nicht nur fiir das Standardskalarprodukt. Dies spielt ins-
besondere in der riemannschen Geometrie eine wichtige Rolle.

Die genaue Beschreibung der Isometriegruppen von euklidischen Vek-
torrdumen diskutieren wir in Kapitel 3.4.

3.1.3 Orthogonalitat

Skalarprodukte liefern insbesondere einen Begriff von Orthogonalitdt. Wir
erinnern kurz an die Definition:
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Definition 3.1.10 (orthogonal). Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum.
Zwei Vektoren z,y € V heiflen orthogonal, falls (x,y) = 0; in diesem Fall
schreiben wir auch

z ly.
Allgemeiner nennen wir Teilmengen A, B C V orthogonal (und schreiben

dann A L B), wenn
Vaea Yyep x Ly.

Ist A C V, so nennen wir A+ := {y € V | Voea a L y} das orthogonale
Komplement von A.

Die Wichtigkeit des Orthogonalitétsbegriffs liegt in der folgenden einfachen
Beobachtung, dass sozusagen der Satz des Pythagors bereits in die Definition
des Skalarprodukts integriert ist:

Bemerkung 3.1.11 (Orthogonalitdt und Abstinde). Sei (V,(-,-)) ein euklidi-
scher Vektorraum mit induzierter Norm || - || und seien x,y € V mit z L y.
Dann gilt

lz + ylI* = llll* + lly]l*.

Diese Beobachtung ist auch der unterliegende Grund dafiir, dass Abstands-
minimierung oft durch sogenannte orthogonale Projektionen erreicht wird.
Gerade im Zusammenhang mit dem Extremalprinzip ist dies ein wichtiges
Hilfsmittel. Wir illustrieren dies am folgenden Beispiel:

Proposition 3.1.12 (lange Vektoren [17, 3.19]). Es seien 2016 Vektoren in der
Ebene gegeben. Zwei Spieler A und B spielen folgendes Spiel:

o Ein Zug besteht darin, einen der gegebenen Vektoren auszuwdhlen. Die-
ser Vektor steht dann in den folgenden Ziigen nicht mehr zur Verfiigung.

e Die Spieler A und B ziehen abwechselnd.
e Das Spiel endet, wenn keine Vektoren mehr zur Verfiigung stehen.

e Es verliert derjenige Spieler, bei dem die Summe der Vektoren die klei-
nere (euklidische) Linge hat.

o Spieler A beginnt.
Dann besitzt Spieler A eine Strategie, mit der er nicht verliert.

Was ist eine gute Strategie? Es geniigt sicher nicht, in jedem Zug einfach
nur einen Vektor maximaler Liange auszuwihlen, da die Lénge von Vektoren
ja im allgemeinen nicht additiv ist. Die Idee ist daher, die Lénge nur in einer
gewissen Richtung zu optimieren.

Beweis. Wir betrachten auf R? das Standardskalarprodukt (-,-) und die
davon induzierte euklidische Norm ||-||2. Sei s € R? die Summe der gegebenen



66 3. Euklidische Geometrie

2016 Vektoren; wir betrachten zunéchst nur den Fall, dass s # 0 ist. Sei P
die Koordinate der orthogonale Projektion auf R - s, d.h.

P:R?—R
(x,35)

X HTBRTE R
5113
und sei @ die dazu komplementire Abbildung
Q :=idg2 —P - s: R? — R?.

Insbesondere gilt P(z) - s L Q(z) fiir alle z € R?.
Spieler A wihlt nun in jedem Zug einen Vektor z aus, der unter unter den
verbliebenen Vektoren die Grofle P(z) maximiert.

Warum verliert Spieler A mit dieser Strategie nicht? Seien a1, ..., a1008
bzw. b1,...,b1p00s die von den Spielern A bzw. B gewihlten Vektoren und
i 1008

: 008 . .
seien s4 = ijl aj bzw. sp = ijl b; die entsprechenden Summen. Die

Strategie von A liefert dann

Plsa) = P(a) = 3 Plas) = Y Plty) = Plsn)

Jj=1

und

P(sa)+ P(sg) = P(sa+sp) = P(s) = 1.

Daraus folgt mit einer einfachen Fallunterscheidung |P(s4)| > |P(sg)|, und
damit

PGsa) -l = [P(s)| 2 [PGs5)| = [ P(sp) - o]

Nach Konstruktion ist aulerdem

Q(sa) = Q(s —s8) = Q(s) = Q(sp) = 0= Q(sp).
Somit erhalten wir insgesamt wegen der Orthogonalitét, dass
sall3 = | P(s4) - s+ Qs
= [1Psa) - 5], + QG
2 [|P(ss) - sll, + |QGs)],
=||P(sp) s+ Q(SB)Hg

= lspl3-

T

Also verliert Spieler A mit dieser Strategie nicht.

Ist s = 0, so betrachtet man statt der orthogonalen Projektion auf R - s
die orthogonale Projektion auf R-e;. Alle wesentlichen Ungleichungen gelten
auch in diesem Fall und man erhélt analog die Behauptung. O
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3.2 Kurven

Wir werden uns nun genauer mit (parametrisierten) Kurven in normierten
Réaumen bzw. euklidischen Rdumen beschéftigen. Metrische Ridume, deren
Metrik von einer Norm auf einem R-Vektorraum induziert wird, erben auch
eine glatte Struktur; wir erhalten somit insbesondere einen Differenzierbar-
keitsbegriff fiir Kurven in normierten Rdumen und kénnen versuchen, geo-
metrische Eigenschaften von Kurven durch analytische Groflen auszudriicken.
Um uns an den koordinatenfreien Standpunkt und allgemeine Abstraktions-
mechanismen zu gewohnen, werden wir diese Sachverhalte in groferer Allge-
meinheit als der gewohnlichen mehrdimensionalen Differentialrechnung for-
mulieren.

3.2.1 Analytische Grundlagen

Wir beginnen mit einer kurzen Erinnerung an analytische Grundbegriffe, die
wir im folgenden verwenden werden. Die zentralen grundlegenden Konzep-
te der Analysis sind Konvergenz und Vollstdndigkeit. Wir werden daher im
folgenden immer annehmen, dass die betrachteten Raume vollstéindig sind.

e Normierte Rdume, die beziiglich der von der Norm induzierten Metrik
vollsténdig sind, heiflen Banachrdiume.

e Kuklidische Rdume, die beziiglich der von der Skalarprodukt induzier-
ten Norm vollstindig (also Banachrdume) sind, heiflen Hilbertrdume.

Man kann nun den (mehrdimensionalen) Differenzierbarkeitsbegriff ohne
Schwierigkeiten so verallgemeinern, dass er auf banachraumwertige Funktio-
nen anwendbar ist. Der Einfachheit halber beschranken wir uns auf den Fall,
dass der Definitionsbereich ein Intervall ist (man kénnte aber stattdessen
auch eine (offene) Teilmenge eines Banachraums verwenden). Wie im klas-
sischen Fall ist die grundlegende Idee der Differenzierbarkeit, die gegebene
Abbildung in einem Punkt moglichst gut linear zu approximieren:

Definition 3.2.1 (differenzierbar). Sei (V.|| - ||) ein Banachraum, sei I C R ein
Intervall und = € I° ein Punkt im Inneren von I. Eine Abbildung v: I — V'
ist im Punkt x differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung D: R — V|
eine offene Umgebung U C R von 0 und eine Abbildung E: U — V gibt
mit

Vhev (@ +h)=~(x)+ D(h) + E(h)

und
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Bemerkung 3.2.2 (Ableitung). In der obigen Situation ist D im differenzier-
baren Fall eindeutig bestimmt, man nennt dann D die Ableitung von v an der
Stelle x und schreibt Dy(z) := D € Homg(R, V) bzw. 4(z) := D(1) € V. Wie
im klassischen Fall kann man 4(z) auch als Differentialquotient beschreiben,
da der Definitionsbereich eindimensional ist.

Man beachte an dieser Stelle, dass dquivalente Normen auf demselben
Banachraum denselben Differenzierbarkeitsbegriff und dieselben Ableitun-
gen liefern. Insbesondere spielt also die gneaue Wahl der Norm im endlich-
dimensionalen Fall keine entscheidende Rolle (Satz 3.1.4). Im endlich-dimen-
sionalen Fall stimmt diese Definition natiirlich mit der gewdhnlichen Definiti-
on aus der mehrdimensionalen Analysis iiberein und Differenzierbarkeit bzw.
die Ableitung lassen sich fiir Kurven einfach iiber die partiellen Ableitungen
beschreiben.

Wie im klassischen Fall nennen wir eine Abbildung differenzierbar, wenn
sie auf eine offene Umgebung des Definitionsbereichs fortgesetzt werden
kann und dort in jedem Punkt differenzierbar ist. Wir nennen eine Abbil-
dung v: I — V mit Werten in einem Banachraum (V|| - ||) stetig differen-
zierbar, wenn sie differenzierbar ist und die Abbildung §: I — V stetig ist
(man beachte, dass 4 auch auf Randpunkten von I wohldefiniert ist). Analog
definiert man zweimal differenzierbar und zweimal stetig differenzierbar.

Die erste und zweite Ableitung von parametrisierten Kurven haben diesel-
be Interpretation wie im klassischen Fall:

Analysis Physik Geometrie
Ableitung Geschwindigkeit Richtung
zweite Ableitung Beschleunigung Kriimmung (s.u.)

3.2.2 Lange von Kurven

Im stetig differenzierbaren Fall konnen wir nun eine analytische Beschreibung
der Lénge von Kurven in Banachrdumen geben:

Satz 3.2.3 (Lange von Kurven, analytisch). Seien Ty, Ty € R mit Ty < T,
sei (V]| -||) ein Banachraum und sei~y: [Ty, Ty] — V stetig differenzierbar.
Dann gilt

£ = [ s e

Ausblick 3.2.4 (Metriken aus riemannschen Metriken). Dieser Satz erlaubt es
also, die Lange von glatten Kurven durch lokale Grofien auszudriicken. In der
riemannschen Geometrie geht man diesen Gedanken riickwérts: man nutzt lo-
kale Daten um Léngen zu definieren und konstruiert dann daraus eine Metrik
(Kapitel 4).
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Im wesentlichen beruht der Beweis des Satzes auf der folgenden Beob-
achtung (die man mit elementaren analytischen Mitteln beweisen kann), die
einen Erstaz fiir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert:

Lemma 3.2.5 (mittelwertsatzartige Abschitzung). Seien s,t € R mit s < t,
sei (V. ||-|) ein Banachraum und seiy: [s,t] — V differenzierbar. Dann gilt

B B@I- =5 < (20 =16 < s 1@ 0=

Beweisskizze (von Satz 3.2.8). Den Bezug zwischen metrischer Linge und
Integral iiber die Norm der Geschwindigkeit werden wir mithilfe von Ober-
und Untersummen herstellen. Daher fithren wir zunéchst etwas Notation
ein: Sei P = (¢1,...,t,) eine Partition von [Tp,Ti], dh. n € N und
t1y ..o tn € [To,T1] mit t; <ty <--- <t,. Dann schreiben wir

D P) = 3 i) — 26|

fiir die zugehorige Lingenapproximation und

n—1

S(P):=>" sup  |¥(@)] - (L1 — 1),
=1 €t t41]

n—1
S(P) := inf ) (tj1 — L
S(P)i= 3t I (i =)

fiir die entsprechenden Ober- und Untersummen.
Aus Lemma 3.2.5 erhalten wir fiir alle Partitionen P von [Ty, T1] das Un-
gleichungssandwich
S(P) < L(3; P) < S(P).

Daraus schlieflen wir auf die entsprechenden Abschitzungen fiir die Ober-
bzw. Unterintegrale:

@® Unterintegral. Aus der obigen Ungleichungskette folgt insbesondere

sup  S(P)<  sup  L(y;P) = L(v).

P Partition P Partition

@ Oberintegral. Eine einfache Rechnung zeigt: Ist die Partition @ eine
Verfeinerung der Partition P von [Ty, T1], so folgt mit der Dreiecksun-
gleichung bzw. mit den Eigenschaften des Supremums, dass

L(v;P) < L(1; Q) < 5(Q) < S(P).

Zusammen mit dem obigen Sandwich kénnen wir daraus schlieSen, dass

L(’Y) < ian Partition S(P) gllt
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Abbildung 3.1.: Ein ,, Viertel“ der euklidischen Einheitskreislinie

Da 7 stetig ist, ist auch ||¥|| stetig und somit auf [Ty, 7] Riemann-integrierbar;
insbesondere stimmen das Oberintegral und das Unterintegral mit dem
Integral fTTOl I5(@®)|l dt iiberein, woraus fiir die dazwischen eingeklemmte
Lénge L(v) die Behauptung folgt. O

Beispiel 3.2.6 (Kreislinge). Sei I := [~v/2/2,1/2/2] und sei
y: I — R?
t— (t,V/1—1t2).

Dann parametrisiert «y ein ,, Viertel“ der euklidischen Einheitskreislinie (Ab-
bildung 3.1) und fiir alle ¢t € I° gilt

(0 = (1. - =),

Somit liefern Satz 3.2.3 und die iiblichen Tricks (Substitution mit trigonome-
trischen Funktionen!) aus der Analysis fiir die Linge von v in (R?,dy):

. t2 !
Lg2,a,)(7) = /IHV(t)H2 dt = /I \/;dt - /1 V1-+t2 at
/4 1

:/ —~costdt:z.
_x/4 COST 2

Hierbei gehen ganz entscheidend die analytischen Figenschaften der trigono-
metrischen Funktionen ein.
Was passiert beziiglich der Maximumsnorm || - ||« ? Fiir alle t € I° ist

t
<y,
==

und damit ||¥(t)]|ec = 1. Also folgt mit Satz 3.2.3, dass

Lir2,a.y(7) = /I||W(t)||oo dt = /11 dt = V2.

Die von der Matrix
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0 -1
1 0

induzierte lineare Abbildung f: R? — R? ist beziiglich dy und beziiglich d,
isometrisch. Also erhalten wir durch Anwenden von f, f2, 3 fiir die euklidi-
sche Lange des euklidischen Einheitskreises 2 - m und fiir die d..-Lénge des
euklidischen Einheitskreises 4 - v/2.

Wir haben bisher Kurven immer als parametrisierte Kurven, also als Ab-
bildungen, verstanden. In vielen Fillen interessiert man sich jedoch im we-
sentlichen nur fiir das Bild der Kurve — und hat dann die Freiheit, sich eine auf
den jeweiligen Untersuchungszweck angepasste Parametrisierung zu wéhlen.
Man fiihrt daher die folgenden Begriffe ein:

Definition 3.2.7 (Aquivalenz von Kurven). Sei (V]| - ||) ein normierter Raum.
Seien I,J C R Intervalle und seien v: I — V und n: I — V Kur-
ven. Dann sind v und 7 dquivalent, kurz v ~ 1, wenn es einen C'-Diffeo-
morphismus ¢: I — J mit v =170 ¢ gibt!.

Proposition 3.2.8 (Invarianz der Linge). Aquivalente Kurven in Banachrium-
en haben dieselbe Linge.

Beweis. Da #quivalente Kurven dieselbe Bildmenge besitzen und die Anord-
nung der Bildpunkte (bis auf die Durchlaufrichtung des Intervalls) erhalten
bleibt, folgt dies direkt aus der Definition der Linge (Definition 2.3.1). Al-
ternativ kann man dies im stetig differenzierbaren Fall auch iiber Satz 3.2.3
mit dem Transformationssatz nachrechnen. O

In vielen Fillen ist es giinstig, die Parametrisierung an die Linge anzu-
passen:

Definition 3.2.9 (nach Bogenlinge parametrisiert). Sei (V|| - ||) ein Banach-
raum und sei I C R ein Intervall. Man nennt eine stetig differenzierbare
Kurve v: I — V nach Bogenlinge parametrisiert, wenn folgendes gilt: Fiir
alle t € I° ist

@] =1.
Beispiel 3.2.10 (Linge vs. Bogenléange). Ist «v: [T, T1] — V eine nach Bo-
genliinge parametrisierte Kurve in einem Banachraum (V|| - ||) so folgt mit

Satz 3.2.3 fur alle ¢ € [Ty, T1], dass

L(Yi1y,4) =t — To.

Dies rechtfertigt den Namen ,nach Bogenlinge parametrisiert.“ Auflerdem
sieht man leicht mithilfe von Satz 3.2.3, dass jede stetig differenzierbare (me-
trische) Geodiite nach Bogenléinge parametrisiert ist.

1Ein C1-Diffeomorphismus ist eine stetig differenzierbare Abbildung, die ein stetig diffe-
renzierbares Inverses besitzt.
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Wie im klassischen Fall zeigt man Existenz und Eindeutigkeit von Parame-
trisierungen nach Bogenlédnge durch Betrachten der Langen- /Integralfunktion
in Abhéangigkeit vom Endpunkt des Intervalls:

Satz 3.2.11 (Existenz und Eindeutigkeit der Parametrisierung nach Bogenlange).
Sei (V|| - |I) ein Banachraum, sei I C R und sei v: I — V eine stetig
differenzierbare Kurve, die regulir ist, d.h., die ¥(t) # 0 fir alle t € I erfiillt.

1. Dann gibt es eine zu vy dquivalente Kurve, die nach Bogenldinge para-
metrisiert ist.

2. Sindy1: I1 — V und vo: Iy — V' zu 7y dquivalente nach Bogenlinge
parametrisierte Kurven, so gibt es ein ¢ € R und ein ¢ € {1,—1} mit
L={tecR|e-t+ce 1} und

Vier, 72(t) =m(e-t+o).

Caveat 3.2.12. Man beachte jedoch, dass nicht jede stetig differenzierbare
Kurve regulir ist! Da Regularitit unter Aquivalenz erhalten bleibt und nach
Bogenldnge parametrisierte Kurven notwendigerweise regulér sind, kann auf
die Regularitédtsbedingung im obigen Satz nicht verzichtet werden.

3.2.3 Kriimmung von Kurven

Wir untersuchen nun die geometrische Bedeutung der zweiten Ableitung von
Kurven. Anschaulich gesprochen ist im nach Bogenldnge parametrisierten
Fall die zweite Ableitung die Anderung der Richtung der Kurve und misst
somit wie stark und in welche Richtung sich die Kurve kriimmt.

Definition 3.2.13 (Kriimmung). Sei I C R ein Intervall, sei (V.|| - ||) ein Ba-
nachraum und sei v: I — V eine nach Bogenlidnge parametrisierte zweimal
differenzierbare Kurve. Ist ¢ € I°, so nennt man

ky(t) :i=4() € V
die Kriimmung von v an der Stelle t.2

Mit genug Geduld ldsst sich natiirlich auch eine Darstellung fiir die
Kriimmung finden, falls die betrachtete Kurve nicht nach Bogenlinge pa-
rametrisiert ist.

Eine wichtige Eigenschaft der Kriimmung ist, dass sie einen analytischen
Zugang zu Geoditen in Hilbertrdumen ermoglicht. Anschaulich gesprochen
sind also Geodéten solche Kurven, die im analytischen Sinne ungekriimmt,
d.h. gerade, sind.

20ft wird auch ||k~ (t)|| als Kriimmung bezeichnet. Wir werden im folgenden aber immer
die gerichtete Version verwenden.
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Proposition 3.2.14 (Krimmung vs. Geoditen). Sei (V,(-,-)) ein Hilbertraum
und sei y: [0, L] — V eine nach Bogenlinge parametrisierte zweimal diffe-
renzierbare Kurve. Dann sind dquivalent:

1. Die Kurve -y ist eine metrische Geoddte.
2. Esist ky = 0.

Beweis. Wir schreiben || - || fiir die von (-,-) induzierte Norm auf V und
z:=7(0), y :=y(L). .

Sei « eine metrische Geodite; insbesondere ist L = ||y —x||. Ahnlich wie im
Fall von Proposition 2.2.4 kann man zeigen, dass Geodéten in Hilbertrdumen
linear sind (das Analogon von Lemma 2.2.5 kann man zum Beispiel mit dem
verallgemeinerten Satz von Pythagoras (Bemerkung 3.1.11) zeigen). Also ist

t
Viep,n) V() =z + - (y — ).
Dann ist 4 = 1/L - (y — x) konstant, und damit k., =4 = 0.
Es gelte umgekehrt x, = 0. Mit Lemma 3.2.5 folgt daraus, dass  konstant
ist; sei v € V diese Konstante. Wendet man Lemma 3.2.5 erneut (geschickt)
an, so sieht man, dass

Vieo.r) V() =z +1-v.

Da wir v als nach Bogenlinge parametrisiert angenommen haben, ist ||v|| = 1.
Also folgt aus der obigen Darstellung, dass v eine Geodiite ist.

Ausblick 3.2.15 (riemannsche Geoditen). Diese Beschreibung von metrischen
Geoditen kann man mithilfe geeigneter Ableitungsbegriffe (der sogenannten
kovarianten Ableitung) auch auf riemannsche Mannigfaltigkeiten verallge-
meinern; da es sich dabei um lokale Beschreibungen handelt, werden solche,
riemannschen, Geodéten jedoch nicht mehr global lingenminimierend sein,
sondern nur noch lokal.

Proposition 3.2.16 (Richtung L Kriimmung). Sei I C R ein Intervall, sei
(V,(-,-)) ein Hilbertraum und seiy: I — V eine nach Bogenlinge parame-
trisierte zweimal differenzierbare Kurve. Dann gilt fiir alle t € 1°, dass

y(E) LA ().

Beweis. FEine einfache Rechnung mit allgemeinen Skalarprodukten zeigt, dass
die Abbildung

S: I —R
t— (Y(t),%(t))

differenzierbar ist mit
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Viero S(t) =2 <’Y(t)7’7(t)>

Da aber v nach Bogenlinge parametrisiert ist und daher S = |¥|?> = 1
konstant ist, folgt somit fiir alle ¢ € I°, dass

0=25(t)=2-(3(t),4(t)),
wie behauptet. -

Beispiel 3.2.17 (Kriimmung in der euklidischen Ebene). Wir wissen bereits,
dass Geodéten in Hilbertrdumen Kriimmung 0 haben. Zu r € R+ betrachten
wir nun in (R?,(-,-)) die Kurve

v: [0,27 - r] — R?

t .t
t—>r- (cosf,smf).
r r
Wie aus der Analysis bekannt ist (s. Anhang A.4), liefert diese Kurve eine
Parametrisierung der Kreislinie vom Radius » um 0 und fiir alle ¢ € [0, 27 - 7]
gilt

. | ot t _
e e

Also ist v nach Bogenldnge parametrisiert. Als Kriimmung erhalten wir fiir
alle t € (0,27 - r):

1 t t
t:t:_,( ‘77" *).
Ky () = H(t) ~ o |cos —,sin
Je kleiner der Radius r ist, desto ldnger ist also der Kriimmungsvektor. Dies
entspricht der Anschauung, dass kleine Kreise stéirker gekriimmt sind als
grofle.

Wir spezialisieren uns nun auf den Fall von Kurven in der euklidischen
Ebene (R? dy). In diesem Fall kann man die Kriimmung in eine skalare
GroBe (mit Vorzeichen) umwandeln: Da der Kriimmungsvektor orthogonal
zur Richtung der Kurve ist, kénnen wir den Kriimmungsvektor einfach mit
dem Einheitsnormalenvektor vergleichen (Abbildung 3.2).

Definition 3.2.18 (Einheitsnormalenvektor, signierte Kriimmung). Sei I C R
ein Intervall und sei v: I — R? eine zweimal differenzierbare nach Bo-
genliinge parametrisierte Kurve in (R?, || - [|2). Sei t € I°.

e Dann nennen wir
0 -1 .
vy(t) == (1 0 ) () e R?

den Einheitsnormalenvektor von v an der Stelle t. (Nach Konstruktion
gilt tatséchlich v, (¢t) L v(¢) und v (¢)]|2 = 1.)
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positives Vorzeichen
VU~

grofle Kriimmung

. . negatives Vorzeichen
kleine Kriimmung

v(t)

Abbildung 3.2.: (Signierte) Kritmmung von Kurven, schematisch

e Wir nennen
Fy(t) i= (ry(t), 14 (1)) € R

die signierte Kriimmung von vy an der Stelle t. (Nach Konstruktion gilt
somit ky(t) = Ry () - 14(2).)

Beispiel 3.2.19 (signierte Kriimmung der Kreislinie). Sei » € Ry und sei
7v: [0,27-7] — R? die nach Bogenliinge parametrisierte Kreislinie in (R2, ds)
wie in Beispiel 3.2.17. Dann gilt fiir alle ¢ € (0,27 - r), dass

~ 1
K~y () = —
A1) =
Die Kurve v hat also konstante, positive, Kriimmung. Andert man die Um-
laufrichtung, so erhélt man konstante, negative, Kriimmung.

Ausblick 3.2.20 (Torsion von Raumkurven). Die (signierte) Kriimmung ebener
Kurven misst, wie stark sich die Kurve von der durch den Richtungsvektor
gegebenen Geraden wegkriimmt. Analog kann man fiir Kurven in (R?, (-, -))
messen, wie stark sich die Kurve von der von Richtungsvektor und Kriim-
mungsvektor aufgespannten Ebene entfernt. Dies liefert die sogenannte Tor-
sion von Raumkurven. Die Theorie der gewthnlichen Differentialgleichungen
zeigt dann, dass Raumkurven durch Kriimmung und Torsion (bis auf Umpa-
rametrisierungen und euklidische Isometrien) eindeutig bestimmt sind.

3.3 Winkel

Wir werden nun die relative Lage von Vektoren zueinander genauer betrach-
ten. Mithilfe von analytischen Methoden erh&lt man aus Skalarprodukten
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1 «

COS o (1,0)

Abbildung 3.3.: Winkel, Bogenlénge und Ankathete

nicht nur den bereits diskutierten Begriff der Orthogonalitiit, sondern auch
eine Definition von Winkeln:

Definition 3.3.1 (Winkel). Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum mit in-
duzierter Norm || - || und seien z,y € V mit ||z|| # 0 und ||y|| # 0. Dann ist
der Winkel zwischen x und y definiert als

(z,y)

€ [0, .
]l -yl

<(z,y) = arccos

Dabei bezeichnet arccos: [—1, 1] — [0, 7] die Umkehrfunktion von cos |jo ]
(Anhang A.4). Man beachte, dass das Argument von arccos in der obigen
Definition nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung tatséchlich im Inter-
vall [—1, 1] liegt.

Bemerkung 3.3.2 (klassische Anschauung). Wir erkldren nun den Zusam-
menhang zwischen der obigen Definition von Winkeln und der klassischen
Anschauung von Winkeln iiber Bogenlingen: Dazu betrachten wir in der
euklidischen Ebene (R?,(-,-)) (beziiglich Standardskalarprodukt) die nach
Bogenlénge parametrisierte Kurve

v: [0, 7] — R?

t—> (cos t,sin t).

Dann gilt nach Satz 3.2.3 fiir alle « € [0, 7] einerseits

Lli0.01) :/0 5O, dt =

und andererseits nach der obigen Definition des Winkels (wegen « € [0, 7))

cosa—i—O) _

<((1,0),v(e)) = arccos( 1
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Abbildung 3.4.: Winkelsumme in euklidischen Dreiecken

Auflerdem erhalten wir so die Beschreibung von cos « als ,, Ankathete geteilt
durch Hypotenuse“ (Abbildung 3.3). Analog bekommt man die entsprechende
Beschreibung fiir sin a.

Uber die Ableitung kénnen wir den Winkelbegriff auch auf Kurven, die in
einem gemeinsamen Punkt beginnen verallgemeinern:

Definition 3.3.3 (Winkel zwischen Kurven). Sei (V,(-,-)) ein Hilbertraum
und seien v;: [0,L1] — V und 72: [0, Ly] — V differenzierbare Kurven
mit y1(0) = 72(0) und 41 (0) # 0 # 42(0). Dann definieren wir

<I(A/17 72) = <I(’yl (0)7 72(0))

Eine der zentralen Eigenschaften euklidischer geodétischer Dreiecke ist die
Invarianz der Winkelsumme:

Satz 3.3.4 (Winkelsumme in euklidischen Dreiecken). Sei (V,(-,-)) ein Hil-
bertraum und sei (Ya,Yp,Ve) €in geoditisches Dreieck in V  (beziiglich der
von (-,-) induzierten Metrik) dessen Ecken v4(0),75(0),7.(0) alle verschie-
den sind. Seien

=17, B=10w V), 7= < Ta)

die zugehiorigen Winkel (wobei 7, die Geodite ist, die man erhdlt, indem man
die Geoddte y; rickwdrts durchlduft). Dann gilt (Abbildung 3.4)

a+B+y=m.

Beweis. Wegen «, 8,7 € (0, 7) geniigt es zu zeigen, dass die folgenden beiden
Gleichungen erfiillt sind:

cos(a + ) = cos(m — ) und sin(a + B) = sin(mw — 7).
Wir schreiben

a:=m(0) =7(0),  b:=7(0) =1(0),  ¢:=7(0) = 7(0).
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Insbesondere ist a + b + ¢ = 0. Mit der Charakterisierung euklidischer
Geodéten (Proposition 2.2.4 bzw. der Hilbertraumversion davon) folgt

a = <(c,—b), B = <(a,—c), v = <(b,—a).

Wir werden nun mithilfe der Additionstheoreme nachweisen, dass die obigen
beiden Gleichungen fiir cos(a + ) bzw. sin(a + ) erfiillt sind:
Es gilt nach Definition (und unter Verwendung von ¢ = —a — b)
<C, 7b> <70’ — bv 7b> <a7 b> + <b7 b>

cosx =

el - Mol el -lel el - ol
cosf = (a,—c)  (a,a)+ (a,b)
llall - [l [l - [l

und (wegen o, 3 € (0, 7))

sina = /1 — cos?a = V/{a,a) - (b,b) — (a,b)?

lell - 1161

Also erhalten wir mit den Additionstheoremen fiir sin bzw. cos, dass
cos(a+ ) = cosa - cos S —sina - sin 8

_ (a,b) + (b,b) - ((a,@) + (a, b)) \/(<a,a> - (b,b) — (a,0)2)"
l[all - (|6 - [lel? l[all - (1ol - [lell?
_ {a,b) - {a,a) +2- (a,b)% + (b,b) - {a,b)
llall - [1B]] - [le[?
(e, e) - (b,a) o cos
BERDREE !

= cos(m — 7);

man beachte bei der Auflosung der Wurzel, dass der Term (a,a) - (b, b) —
{a,b)? nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung tatsichlich nicht negativ
ist. Eine analoge Rechnung zeigt

sin(a+ ) =sina - cos 4 cosa - sin § = sin(mw — ),
wie gewiinscht. O

Bemerkung 3.3.5 (Sinussatz). Die Berechnungen im Beweis des obigen Satzes
zeigen auch den sogenannten Sinussatz: In der Situation des Satzes gilt

sma _Jal _ [0(0) = 2(0)]

sinf bl [[1e(0) = w(0)]
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Ausblick 3.3.6 (Winkel in metrischen Rdumen). Durch Vergleich mit euklidi-
schen Dreiecken kénnen wir den Winkelbegriff wie folgt auf andere metrische
Réume verallgemeinern: Wir stellen dazu zunéchst fest, dass wir einem eukli-
dischen Vektorraum (V, (- ,-)) mit induzierter Metrik d den Winkel <(z,y)
zwischen Vektoren x,y € V'\ {0} aufgrund von Polarisierung auch ganz durch
die Metrik ausdriicken lasst:

<I7y> d(I,O)2 +d(ya0)2 *d(fﬂ,y)Q

<(x,y) = arccos ———— = arccos
]l -yl 2-d(z,0) - d(y,0)

Sind ~vq: [0,L1] — V, 42: [0, Ls] — V Geodéten mit ;(0) = ~12(0) und
41(0) # 0 # 42(0), so rechnet man leicht nach, dass

2
< )= lim arccos B4t - d(Vl(tl),’m(tz))
T 211 -ty

gilt. Diese Gleichung eignet sich nun in allgemeinen metrischen Réumen als
Definition fiir den Winkel zwischen zwei Geoditen (vorausgesetzt, dass dieser
Grenzwert tatséchlich existiert) und dieser Winkelbegriff wird dann auch un-
ter Isometrien invariant sein. Im Kontext der hyperbolischen und der sphéri-
schen Geometrie werden wir nochmal genauer auf diesen Aspekt eingehen
(Kapitel 4.4.5).

Winkel treten auch auf natiirliche Weise bei der Berechnung von Flichen-
inhalten von euklidischen Dreiecken auf:

Bemerkung 3.3.7 (Fliche iiber Winkel). Seien z,y, z € R? drei verschiedene
Punkte und sei

Az,y,2) = {ty - x+ty, - y+t, z|te,ty,t, €0,1], t, +t,+t, =1} CR?

die Menge der Punkte, die innerhalb des von x,y, z aufgespannten geodéti-
schen Dreiecks liegen. Dann ist u(A(z,y,z)) der Flicheninhalt dieses Drei-
ecks, wobei u das Lebesgue-Ma$l auf R? bezeichnet. Aus der Analysis ist
bekannt, dass

1 .
wAy,2) =5 lly == - Iz = 2| - sin<(y -, 2 —x)

gilt. Eine einfache Rechnung (die auch im Beweis des Transformationssatzes
eingeht) zeigt, dass dies auch wie folgt ausgedriickt werden kann:

w(Az,y,2) = % -|det(y -z, z — 2)|.

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch eine schone Berech-
nung von Fliacheninhalten von Polygonen mit ganzzahligen Eckpunkten:
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Abbildung 3.5.: Ein Polygon mit ganzzahligen Ecken und die eingeschlosse-
nen Gitterpunkte (rot) sowie die Gitterpunkte auf dem Rand
(blau)

Definition 3.3.8 (Polygon). Ein Polygon in einem metrischen Raum (X, d) ist
eine stiickweise® isometrische Abbildung P: [0, L] — X, wobei L € R ist,
mit der Eigenschaft, dass P(L) = P(0) ist und dass P|jo 1) injektiv ist. Ist
t € [0, L] ein Randpunkt eines maximalen Intervalls, auf dem P isometrisch
ist, so nennen wir P(t) eine FEcke von P;ist I C [0, L] ein maximales Intervall,
auf dem P isometrisch ist, so nennen wir P|; eine Kante von P.

Definition 3.3.9 (Flicheninhalt eines Polygons). Sei P: [0, L] — R? ein Po-
lygon in (R? dy). Wir schreiben dann im P := P([0,L]) C R?. Nach dem
Jordanschen Kurvensatz (Satz 1.6.14) hat R? \ im P genau zwei Wegzusam-
menhangskomponenten — eine beschrankte und eine unbeschrinkte; wir nen-
nen die beschrinkte Komponente das Innere von P und schreiben dafiir P°.
Der Flicheninhalt von P ist dann durch

p(P) := pu(P°)
definiert.

Satz 3.3.10 (Satz von Pick). Sei P ein Polygon in R?, dessen Ecken alle
in Z? liegen. Dann gilt

1
M(P):TLO+§7’L—1,

wobei n° = |P° N Z?| die Anzahl der von P eingeschlossenen Gitterpunkte
und n = im P N Z2 die Anzahl der Gitterpunkte auf dem Rand von P ist
(Abbildung 3.5).

Die Grundidee des Beweises ist, die Polygonflidche in kleine Dreiecke mit
ganzzahligen Eckpunkten aufzuteilen, den Flidcheninhalt dieser kleinen Drei-
ecke zu berechnen und dann geschickt die Anzahl dieser Dreiecke zu bestim-
men.

3wir erlauben nur endlich viele Abschnitte
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Abbildung 3.6.: Kleine Dreiecke liefern Z-Basen von Z?2

Lemma 3.3.11 (Flicheninhalt kleiner Dreiecke). Seien z,y,2 € Z* C R2
drei Punkte, die nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen, und es gel-
te A(x,y,2)NZ? = {x,y,z} (d.h. das von x,y, z aufgespannte Dreieck enthdlt
keine weiteren Gitterpunkte). Dann ist

1

w(Az,y,2) = 3

Beweis. Man kann sich iiberlegen, dass (y — x,z — ) in diesem Fall eine Z-
Basis von Z? sein muss (Abbildung 3.6), und verwendet dann die Determinan-
tendarstellung von 1(A(z,y, 2)) (Bemerkung 3.3.7). (Ubungsaufgabe) O

Lemma 3.3.12 (ganzzahlige Triangulierbarkeit). Sei P ein Polygon in R2,
dessen Ecken alle in Z? liegen. Dann kann man P° Uim P so triangulie-
ren, dass die Eckpunkte der Dreiecke alle in Z2 liegen und dass alle Punkte
aus (P° Uim P) NZ? als Eckpunkte von Dreiecken auftreten.

Beweis. Jedes Polygon in R? hat mindestens drei Ecken.

Man zeigt nun zunéchst die Behauptung fiir den Fall, dass P genau drei
Ecken hat, per Induktion iiber die Anzahl der Gitterpunkte in P° U im P.
Sind dies nur die drei Ecken von P, so bildet P selbst die gewiinschte Trian-
gulierung. Gibt es weitere Gitterpunkte, so verbindet man diese mit den drei
Ecken von P und erhilt dadurch Gitterdreiecke mit weniger Gitterpunkten.
Induktiv erhélt man so die gewiinschte Triangulierung.

Hat P mehr als drei Ecken, so gibt es zwei Ecken von P, deren Verbin-
dungsstrecke ganz in P° liegt, denn: Wir betrachten drei aufeinanderfolgende
Ecken z,y, z von P. Nun betrachten wir alle geraden Strahlen, die von y aus-
gehen. Falls es keinen solchen Strahl gibt, der eine weitere Ecke von P trifft
und dazwischen P° nicht verlédsst, so ist die gerade Verbindung von z nach z
ganz in P° enthalten.

Man zerlegt nun P mithilfe einer solchen Diagonalen, die in P° liegt, in
zwei Gitterpolygone mit weniger Ecken. Induktiv kann man sich so auf den
Fall von Gitterpolygonen mit drei Ecken herunterhangeln, wofiir die Behaup-
tung bereits gezeigt ist. ]
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Abbildung 3.7.: Ein Triangulierung eines Polygons mit ganzzahligen Ecken
wie in Lemma 3.3.12

Beweis des Satzes von Pick. Wir triangulieren das Polygon P wie in Lem-
ma 3.3.12 in D € N kleine ganzzahlige Dreiecke (Abbildung 3.7). Nach Kon-
struktion erfiillen diese Dreiecke die Bedingung aus Lemma 3.3.11. Also er-

halten wir )
mP)=D-.

Es geniigt also, die Anzahl D der Dreiecke zu bestimmen.

Die Triangulierung liefert einen Graphen X = (V, E), dessen Knotenmenge
die Menge (im P U P°) N Z? ist und dessen Kanten genau den Kanten der
Triangulierungsdreiecke entsprechen.

Es gibt den folgenden Zusammenhang zwischen D und |E|: Sei e die Anzahl
der Kanten der Triangulierung, die in im P liegen, und sei e° die Anzahl der
restlichen Kanten der Triangulierung. Die e Randkanten treten nur in genau
einem Dreieck auf, die e® inneren Kanten treten in genau zwei der D Dreiecke
auf. Da jedes Dreieck genau drei Kanten besitzt, folgt

3-D=e+2-¢°,

und damit

|~

Andererseits liefert die konstruierte Triangulierung eine planare Einbet-
tung von X. Die Anzahl der Facetten dieser planaren Einbettung ist ge-
nau D+ 1 (die zusétzliche Facette ist die dulere Komponente von im P). Mit
der eulerschen Polyederformel (Satz 1.6.13) erhalten wir somit

D=2—|V|+|E|-1=1—|V|+|E|=1—(n°+n)+|F]
=1-(n°4+n)+e° +e

3 1
=1—(n°+n)+§-D—§~e+e.
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Da P genau so viele Ecken wie Kanten hat, ist e = n. Indem wir die obige
Gleichung nach D auflésen, folgt daher

D=2-n°+n-2

bzw. u(P) = D/2 =n° +n/2 — 1, wie gewiinscht. O

3.4 Symmetrie

Wir werden nun die Isometriegruppe euklidischer Rdume genauer studieren.
Wir beginnen mit allgemeinen Betrachtungen zu Isometrien in Hilbertrdumen
und werden uns dann auf den Fall des euklidischen R™ spezialisieren.

3.4.1 Winkeltreue

Zunéchst stellen wir fest, dass Isometrien von euklidischen Vektorrdumen
winkeltreu sind.

Proposition 3.4.1 (Starrheit des Skalarprodukts). Seien (V,(-,-)), (V',{-,-)))
euklidische Vektorriume und sei f: V. — V' eine Isometrie beziglich der
von den Skalarprodukten induzierten Metriken mit f(0) = 0. Dann gilt

Vowev (f(@), f()) = (z.y).

Jede Isometrie zwischen euklidischen Vektorrdumen, die 0 auf O abbildet, ist
also winkeltreu.

Beweis. Da f mit den Metriken vertriglich ist, ist f nach Definition der
Metriken auch normerhaltend. Mit der Polarisierungsgleichung folgt dann
die Behauptung. Genauer: Wegen Polarisierung gilt wie in Ausblick 3.3.6 fiir
alle z,y e V

<ﬂ@j@y:§(w 2+ I = 1 @) = F@)I™)
= 3 (@0, F@) + 40, Fw) ~ d (), f0)))
= £ (00,2 + d(0,)? ~ d(z,1)’)
=§<MW+MW o = yl1?)
= (2.y). -
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@ T
4

4
v, @) /||vl|? - v

—(w,@)/|[v]?* v,
°

Sy ()
Abbildung 3.8.: Spiegelung an einer Hyperebene

Bemerkung 3.4.2 (Kosinussatz). Dieselbe Polarisierungsrechnung wie im obi-
gen Satz zeigt auch den sogenannten Kosinussatz: In der Notation (des Be-
weises) des Satzes 3.3.4 gilt in geodiitischen Dreiecken in Hilbertrdumen die
Gleichung

lel2 = llall2 + 1B]2 = 2 cos - [lall - bl

Umgekehrt konnen wir das Skalarprodukt nutzen, um eine spezielle Klasse
von Isometrien einfach zu beschreiben, die sogenannten Spiegelungen:

Definition 3.4.3 (Spiegelung). Sei (V, (-, -)) ein euklidischer Vektorraum und
sei v € V'\ {0}. Dann definieren wir die Spiegelung an der durch v gegebenen
Hyperebene v+ durch

S,:V—V
(v, 2)

— 2 x
T r—2 —— 0.
vl

Ist a € V, so definieren wir die Spiegelung an der durch v und a gegebenen
Hyperebene v+ + a durch

Spa:V—V
x+— a+ Sy(z —a).

Eine einfache Rechnung zeigt, dass Spiegelungen tatséichlich Isometrien
sind.

Bemerkung 3.4.4 (Anschauung der Spiegelungsdefinition). Sei (V) (-,-)) ein
euklidischer Vektorraum, sei v € V '\ {0} und sei z € V. Dann ist

(v, ) (v, )

Sy(z) =2 — ‘v —
[l [[o]|*

v
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und

( (v, z) w) | {v2)

[l [v]}?

Die rechte Seite ist dabei die orthogonale Projektion von x auf R - v und
die linke Seite der dazu orthogonale Anteil von x (also der Anteil, der in
der Hyperebene v liegt). Durch das Minuszeichen wird der v-Anteil an v+
~umgeklappt“, was anschaulich der ,,Spiegelung® von = an v+ entspricht (Ab-
bildung 3.8).

3.4.2 Die euklidische Isometriegruppe

Wir kénnen nun die Isometriegruppe euklidischer Vektorrdume beschreiben:
Wie in Satz 2.5.1 kann man fiir euklidische Vektorrdume zeigen, dass Isome-
trien zwischen euklidischen Vektorrdumen linear sind; auflerdem wissen wir
nach Proposition 3.4.1, dass Isometrien zwischen euklidischen Vektorrdumen
winkeltreu sind. Dies liefert eine einfache Beschreibung aller Isometrien eukli-
discher Vektorrdume. Der Einfachheit und Konkretheit halber beschrinken
wir uns im folgenden auf den Fall (R™, ds):

Satz 3.4.5 (euklidische Isometriegruppe). Sei n € N. Dann sind die Abbildun-
gen

O(n) — Isomy(R", d2)
Ar— (z— A-x)
(f(el)a ce af(en)> A f

zueinander inverse Gruppenhomomorphismen.

Ist n € N, so bezeichnen wir wie gewthnlich mit
O(n) := {A € GL(n,R) | Al =AT}

die Gruppe der orthogonalen n x n-Matrizen und wir schreiben Isomg(R", ds)
fiir die Untergruppe von Isom(R"™, ds) aller Isometrien f mit f(0) = 0.

Beweis. Die angegebene Abbildung O(n) — Isomg(R™, ds) ist offenbar ein
wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.

Auch die angegebene Abbildung Isomg(R™, ds) — O(n) ist ein wohldefi-
nierter Gruppenhomomorphismus: Sei f € Isomg(R", ds). Nach Satz 2.5.1 ist
f linear. Sei A := (f(e1),..., f(en)) € GL(n,R) die Matrix von f beziiglich
der Standardbasis (diese Zuordnung ist mit den Gruppenstrukturen ver-
tréglich). Nach Proposition 3.4.1 gilt

Voyern (AT A-z,y) = (A-2,A-y) = (f(2), f(y)) = (z,9).
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Aus der linearen Algebra wissen wir, dass dies zu AT = A=1 bzw. A € O(n)
dquivalent ist.
Nach Konstruktion sind die beiden Abbildungen invers zueinander. O

Bemerkung 3.4.6 (gesamte euklidische Isometriegruppe). Sei n € N. Dann ist
die Untegruppe der Translationen isomorph zur additiven Gruppe R™, diese
ist ein Normalteiler in Isom(R™, d2) und die Abbildungen

R™ x O(n) — Isom(R", ds)
(a,A) — (x— A -2z +a)

(£(0), (f(ex) = f(0),..., flen) = f(0))) <— f

sind zueinander inverse Gruppenhomomorphismen; die Gruppenstruktur des
semi-direkten Produkts ist dabei durch die Konjugationsoperation von O(n)
auf der Translationsuntergruppe bzw. durch Matrixmultiplikation von O(n)
auf R™ gegeben, d.h.:

(R" x O(n)) x (R x O(n)) — R"™ x O(n)
((a,A),(b,B)) — (A-b+a,A-B)

Korollar 3.4.7 (Erzeugung durch Spiegelungen). Sei n € N. Dann wird die
Gruppe Isom(R"™, ds) von Spiegelungen erzeugt, d.h. jede Isometrie kann als
Produkt von Spiegelungen geschrieben werden.

Beweis. Jede Translation kann als Komposition von Spiegelungen geschrie-
ben werden (Ubungsaufgabe). Es geniigt daher zu zeigen, dass Isomg(R™, d2)
von Spiegelungen erzeugt ist. Nach Satz 3.4.5 ist Isomg(R", d2) = O(n). Mit
den klassischen Normalformensétzen fiir orthogonale Matrizen kann man sich
dann auf den Fall von O(2) bzw. O(1) zuriickziehen. Da man Drehungen als
Produkt von Spiegelungen schreiben kann (Ubungsaufgabe), folgt daraus die
Behauptung (Ubungsaufgabe). O

3.4.3 Kongruenz

Nachdem wir nun die euklidische Isometriegruppe bestimmt haben, kénnen
wir leicht die klassischen Kongruenzsétze fiir euklidische Dreiecke ableiten.

Wir erinnern daran, dass zwei Teilmengen A und B in (R?,dsy) kongruent
sind, wenn es eine Isometrie f € Isom(R? dy) mit f(A) = B gibt (Defini-
tion 2.5.2). Im Rahmen der Schulmathematik wird Kongruenz in (R?,ds)
manchmal auch so eingefiihrt, dass Teilmengen von R? genau dann kongru-
ent sind, wenn sie sich durch Kompositionen von Spiegelungen (und Drehun-
gen) ineinander iiberfiihren lassen. Nach Korollar 3.4.7 stimmt dies mit dem
gewohnlichen metrischen Kongruenzbegriff tiberein.
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Wir fithren aulerdem die folgende Notation ein: Ist A = (v0,71,72)
ein nicht-entartetes geoditisches Dreieck in (R2,dy) (d.h. die Ecken lie-
gen nicht auf einer gemeinsamen geodétischen Geraden), so schreiben wir
imA := im~yy Uim~y; Uim~, C R? fiir die Menge aller Bildpunkte der
Geoditen des Dreiecks. Wir nennen dann die Differenzen 71 (0)—(0), y2(0)—
71(0),70(0) — 42(0) auch Seiten von A und wir nennen <((v2,7%;) den ge-
geniiberliegenden Winkel der Seite ~;(0) — v0(0), etc..

Satz 3.4.8 (Kongruenzsitze fiir Dreiecke). Seien A und A’ nicht-entartete
geoditische Dreiecke in (R?,dy) mit den Seiten a,b,c € R? bzw. a’,b',c und
den gegeniiberliegenden Winkeln o, 8,7 bzw. o', ',~y'. Dann folgt: Ist eine
der folgenden Bedingungen erfiillt, so sind im A und im A’ kongruent.

SWS  Es gilt [lall2 = [|a’||2, v =" und [|b]|2 = [|b']|2.
SSS  Es gilt [[all2 = [ld[|2, [|bll2 = [[b"[l2 und [|c][2 = [|'||2-
WSW  Es gilt =0, ||lall2 = ||d’||2 und v =+'.

SsW  FEs gilt |lalla = ||a’||2 = ||bll2 = ||b||l2 und o = o’.

Beweis. Wir zeigen als erstes den Kongruenzsatz SWS: Da Translationen
Isometrien sind, konnen wir ohne Einschriankung annehmen, dass die erste
Ecke von A bzw. A’ jeweils 0 ist. Da die Dreiecke nicht-entartet sind, sind
(a,b) und (a’,b’) Basen von R2. Sei f: R? — R? die R-lineare Abbildung,
die durch

fla)=d und  f(b) =V

gegeben ist. Dann ist f eine Isometrie, denn: Wegen v = ' ist

<b7 *a> / <b/7 *a/>
T =08y = 087y = T .
llallz - (1]l la'll2 - 110[]2
Aus |lall2 = ||@’||2 und ||b]]2 = ||b’||2 folgt somit
(a,b) = (a,¥') = (f(a), £(b))-
Mit dieser Gleichung und ||all2 = ||a’||2 bzw. [|b]|2 = ||b’||2 kann man leicht

nachrechnen, dass f eine Isometrie ist. Nach Konstruktion (und der Charak-
terisierung euklidischer Geodéten) ist f(im A) = im A’.

Der Kongruenzsatz SSS folgt nun aus dem Kongruenzsatz SWS: Mit dem
Kosinussatz (Bemerkung 3.4.2) und der SSS-Voraussetzung folgt cosy =
cosvy’ bzw. (da die Winkel in (0,7) liegen) auch v = . Mit dem bereits
bewiesenen Kongruenzsatz SWS folgt somit, dass im A und im A’ kongruent
sind.

Ahnlich leitet man die Kongruenzsitze WSW und SsW mithilfe des Sinus-
satzes (Bemerkung 3.3.5) ab (Ubungsaufgabe). O

Die Kongruenzsitze bilden die Grundlage fiir viele elementargeometrische
Beweise (z.B. fiir den Satz des Thales und seine Verallgemeinerungen fiir
Sehnenvierecke).



88 3. Euklidische Geometrie

ASTUOO

Abbildung 3.9.: Reguléire Polygone

Bemerkung 3.4.9 (Hilberts Axiomatik). In der Hilbertschen Axiomatik der
Geometrie ist der Kongruenzsatz SWS als Axiom verankert (Axiom IV.6, in
der Gruppe der Axiome der Congruenz).

Caveat 3.4.10 (Kongruenzsatz WWW). Man beachte, dass es in (R?,dz) kei-
nen Kongruenzsatz WWW gibt. D.h. Dreiecke, deren Winkel {ibereinstim-
men, sind im allgemeinen nicht kongruent. (Man kann aber zeigen, dass solche
Dreiecke immer dhnlich sind, d.h. sich nur durch eine Isometrie und eine ho-
mogene Skalierung unterscheiden). Es gibt jedoch durchaus Geometrien, in
denen der Kongruenzsatz WWW gilt (siehe zum Beispiel Satz 4.5.7).

3.4.4 Regulare Polygone und regulare Polyeder

Wir werden nun symmetrische konvexe Polygone und Polyeder genauer un-
tersuchen. Wir beginnen mit dem zweidimensionalen Fall:

Definition 3.4.11 (reguldres Polygon). Sei (X, d) ein metrischer Raum, sei
n € N>3,seim € X und sei r € Rs¢. Ein reguldres n-Eck in (X, d) mit Mittel-
punkt m und Radius r ist ein Polygon P in (X, d) mit genaun Ecken vy, ..., v,
(und somit auch genau n Kanten), so dass alle Kanten dieselbe Linge haben
und

v]’G{l,‘..,n} d(l‘]’a m) =r
gilt.

Beispiele fiir regulére Polygone in (R?,ds) finden sich in Abbildung 3.9.
In der euklidischen Ebene sind regulidre Polygone im wesentlichen durch den
Radius und die Anzahl der Ecken bestimmt:

Proposition 3.4.12 (Eindeutigkeit regulédrer n-Ecke in der euklidischen Ebene).
Sein € N>3 und r € Rog. Sind P und P regulire n-Ecke in (R?,dy) mit
Radius r, so sind im P und im P’ kongruent.

Beweis. Wir bestimmen zunéchst die Kuchenstiickdreiecke von P genauer:
Seien vy, ..., v, die n Ecken von P, in dieser Reihenfolge, und sei m der Mit-
telpunkt von P; sei s := da(v1,v2) = da(vs,v2) = ... die Kantenlinge von P
und sei « := <(v1 —m, vy —m) der Kuchenstiickwinkel (Abbildung 3.10).
Mit dem Kongruenzsatz SSS und der Winkeltreue von Isometrien (alter-
nativ: direkt mit dem Kosinussatz) erhalten wir fiir alle j € {1,...,n}, dass
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Abbildung 3.10.: Kuchenstiickdreiecke in regulidren Polygonen

<v; —m,vj41 —m) = vy —m,vs —m) = a,

wobei wir Indizes modulo n addieren. Mit der Beschreibung von Winkeln
iiber Bogenlidngen in Kreisen (Bemerkung 3.3.2) folgt, dass n-a =2 -7 gilt
bzw.

a=—-2-T.
n

Man beachte, dass dieser Ausdruck nur von n, nicht aber von den anderen
Daten von P abhéngt.
Daher gilt entsprechend auch

1
<I(U’1—m’,v’2—m’):H-2~7r:<1(vl—m,v2—m)

im Polygon P’ (wobei wir die zu P analoge Notation verwenden). Mit dem
Kongruenzsatz SWS erhalten wir daraus, dass die geodédtischen Dreiecke, die
von m, vy, ve bzw. von m/, v}, vl aufgespannt werden, kongruent sind und wir
kénnen eine solche Isometrie f so wihlen, dass m auf m’ abgebildet wird.
Da f eine Isometrie ist, bildet f den Kreis vom Radius » um m auf den
Kreis vom Radius 7 um m’ ab. Indem man nun den Zusammenhang von Win-
keln und Bogenlédngen (Bemerkung 3.3.2) mit der obigen Winkelberechnung
kombiniert, kann man nachvollziehen, dass f({v1,...,v,}) = f({v],...,v.})
gilt und dass f benachbarte Ecken auf benachbarte Ecken abbildet. Damit
bildet f die geodétischen Kanten von P aber auch auf die entsprechenden
geoditischen Kanten von P’ ab. Also ist f(im P) = im P’, wie gewiinscht. [

Da die euklidische Norm mit Skalierung kompatibel ist, folgt daraus auch,
dass regulidre n-Ecke mit verschiedenen Radien #hnlich sind, d.h. bis auf
Skalierung kongruent sind.

Bemerkung 3.4.13 (Existgnz reguldrer n-Ecke in der euklidischen Ebene). Sei
n € N>3 und r € Ryo. Ahnliche Argumente wie im obigen Beweis zeigen
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Abbildung 3.11.: Isometrien regulirer Sechsecke in (R, d5)

auch, dass es ein regulires n-Eck in (R?,dy) gibt, wobei die Ecken genau
die Punkte r - (cos(j - 2 - w/n),sin(j - 2 - 7/n)) mit j € {1,...,n} sind. Die
Seitenlingen und Innenwinkel regulérer n-Ecke lassen sich in (R?,ds) ohne
Schwierigkeiten mit den bisher entwickelten Methoden berechnen.

Proposition 3.4.14 (Isometriegruppen reguldrer Polygone). Sei n € N>3 und
sei P ein regulires n-Eck in (R? dy) mit den Ecken vi,...,v, (in dieser
Reihenfolge). Sei

X = ({vh e ,’Un}, {{Uh ’02}, sy {Un—h Un}7 {Un7 Ul}})
der entsprechende zyklische Graph. Dann sind die Abbildungen

Isom(im P, dy) — Aut(X)

f — f|{'u1,...,'un}
Dy :=7Z/nx7Z/2 — Aut(X)

([41,10]) — r/+ = (U — Vgtj)

(U 1]) — 7 5= (o o)

Gruppenisomorphismen. Dabei operiert [1] € 7Z/2 in dem obigen semi-
direkten Produkt durch Inversion auf der additiven Gruppe Z./n und wir ver-
wenden implizit auf den Indizes der Knoten von X Addition modulo n.

Beweisskizze. Indem man die Extremalitdt der Ecken sowie Abstédnde der
Ecken zueinander betrachtet, sieht man, dass jede Isometrie von im P Ecken
auf Ecken abbildet und dadurch bereits eindeutig bestimmt ist. Andererseits
kann man nachrechnen, dass man wirklich jeden Automorphismus des Gra-
phen X auch durch eine entsprechende Isometrie von im P realisieren kann.
Die algebraische Beschreibung von Aut(X) ergibt sich, indem man nachrech-
net, dass die angegebene Abbildung ein bijektiver Gruppenhomomorphismus
ist. (Ubungsaufgabe, im Falle des Quadrats). O

Aus der obigen Beschreibung der Isometriegruppe von ebenen euklidischen
reguliren n-Fcken kann man auflerdem ableiten, dass solche Isometriegrup-
pen von zwei Spiegelungen erzeugt werden, nédmlich zum Beispiel von 7y
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Abbildung 3.12.: Die zwolf Halbtone und die Isometriegruppe Dis des re-
guldren 12-Ecks; rot: Transposition um sieben Halbtone
nach oben; blau: Inversion an D bzw. As (auf dem Klavier
leicht zu spielen).
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Abbildung 3.13.: Original, Transposition, Inversion

und 7, _,. Beispiele fiir Isometrien eines reguldren Sechsecks finden sich in
Abbildung 3.11.

Bemerkung 3.4.15 (maximale Symmetrie). Sei n € N>3 und seien M C R?
mit |M| = n. Man kann dann zeigen, dass Isom(M, dy) zu einer Untergruppe
von D,, isomorph ist und dass Isom(M,ds) genau dann zu D,, isomorph ist,
wenn M die Menge der Eckpunkte eines reguliren n-Ecks in (R?,ds) ist. Re-
gulire n-Ecke in (R?, dy) kénnen also auch als n-Ecke maximaler Symmetrie
beschrieben werden.

Ausblick 3.4.16 (Musik und Djs). Die Isometriegruppe Dis des reguliren
12-Ecks tritt in natiirlicher Weise in der Musik auf [12]. Man betrachtet



92 3. Euklidische Geometrie

dazu den zyklischen Graphen der klassischen zwolf Halbtone einer Okta-
ve (Abbildung 3.12). Dann entspricht der Automorphismus 7J+ genau der
Transposition um j Halbténe und Ty entspricht einer Inversion der Tonleiter

(Abbildung 3.13).

Bemerkung 3.4.17 (Hexaflexagon). Ein schones Experiment um mehr iiber
Symmetrien und Dreiecke bzw. Sechsecke zu lernen, ist ein Hexaflexagon zu
bauen und die verschiedenen Zustéinde davon zu verstehen [21, 1].

Wir gehen nun noch kurz auf den dreidimensionalen Fall ein, aber ohne
die Polyeder-Theorie [41] im Detail zu entwickeln. Grob gesagt sind konvexe
Polyeder in R? Durchschnitte von endlich vielen Halbraumen; es gibt dann
einen wohldefinierten Begriff von Ecken, Kanten und Seitenflichen solcher
konvexer Polyeder und diese Seitenfliichen sind kongruent zu (konvexen) Po-
lygonen in (R?,d>).

Definition 3.4.18 (regulirer Polyeder). Ein regulirer Polyeder ist ein konvexer
Polyeder in R? mit folgenden Eigenschaften:

e Es gibt ein reguliires Polygon in (R?,ds) C (R3, d2) mit der Eigenschaft,
dass alle Seitenfliichen zu diesem Polygon kongruent sind (in (R3, dy)).

e An jeder Ecke trifft sich dieselbe Anzahl von Seitenflichen.

Beispiel 3.4.19 (Platonische Kérper). Die folgenden fiinf Polyeder sind re-
gulire Polyeder (Abbildung 3.14):

Polyeder Ecken/Kanten  Seiten Kanten Ecken
pro Seitenfliche

Tetraeder 3 4 6 4

Wiirfel (Hexaeder) 4 6 12 8

Oktaeder 3 8 12 6

Dodekaeder 5 12 30 20

Tkosaeder 3 20 30 12

Satz 3.4.20 (Klassifikation der reguliren Polyeder). Bis auf Isometrie und Res-
kalierung gibt es nur fiinf requlire Polyeder in (R3,ds), ndmlich: Tetraeder,
Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder, Ikosaeder.

Beweisskizze. Wir skizzieren zunéchst, warum jeder regulire Polyeder diesel-
be Kombinatorik wie einer der fiinf platonischen Kérper haben muss: Sei ein
reguliirer Polyeder P gegeben; dieser habe als Seitenfléchen regulire n-Ecke,
der Polyeder habe insgesamt f Seitenflichen, k Kanten und e Ecken, und an
jeder Ecke treffen m Seitenflichen zusammen. Sei X der Graph, dessen Kno-
ten die Ecken von P sind und dessen Kanten die Kanten von P modellieren.
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Abbildung 3.14.: Wiirfel, platonische

Man kann nun durch eine geeignete Zentralprojektion auf eine Sphére zei-
gen, dass P eine Einbettung Xp — S? liefert. Nach Proposition 1.6.7 erhal-
ten wir so auch eine planare Einbettung; dabei entsprechen die Facetten ge-
nau den Seitenflichen von P. Mit der eulerschen Polyederformel (Satz 1.6.13)
folgt also

e—k+f=2

Diese Anwendung erklart insbesondere auch den Namen ,eulersche Polyeder-
formel.“

Da jede Kante die Kante von genau zwei Seitenflichen ist und jede Kante
genau zwei Ecken miteinander verbindet, gilt

u:k und m-e

2 5 =k.

Zusammen mit der eulerschen Polyederformel folgt 2=2-k/m —k+2-k/n

bzw.
1_1,1_ 1,1
2 "k 2 m n

Da es sich bei m und n um natiirliche Zahlen > 3 handelt, ergibt sich daraus,
dass fiir (n, m) nur die folgenden Werte infrage kommen:

3:3), B4,  (43), (35, (53).

Eingesetzt in die obigen Gleichungen erhalten wir daraus genau die kombi-
natorischen Typen der fiinf platonischen Koérper.



94 3. Euklidische Geometrie

Zusammen mit elementarer Polyedertheorie folgt daraus auch, dass bis auf
Isometrie/Reskalierung nur die platonischen Koérper als regulirer Polyeder
moglich sind. O

Bemerkung 3.4.21 (Herstellung platonischer Kérper). Es gibt viele einfache
Moglichkeiten, Modelle platonischer Korper herzustellen, zum Beispiel:

e Durch Ausschneiden und Verkleben entsprechender Netze aus Papier
(z.B. mit Mustern von M.C. Escher [39]).

Durch modulares Origami [24].

4

Mithilfe von Geomag®, einem magnetischen Bausystem.

Mithilfe von Zometool®, einem Stecksystem.

e Mithilfe eines 3D-Druckers (es gibt mittlerweile auch viele Anbieter, bei
denen man eigene 3D-Modelle drucken kann).

Ausblick 3.4.22 (Isometriegruppen reguldrer Polyeder). Auch die Isometrie-
gruppen reguldrer Polyeder lassen sich konkret angeben, &hnlich zum Fall
der regulidren Polygone (Proposition 3.4.14). Wie im zweidimensionalen Fall
stellt sich auch hier heraus, dass die Isometriegruppen reguliarer Polyeder von
Spiegelungen erzeugt werden [13].

3.4.5 Das Banach-Tarski-Paradoxon

Eine Kuriositdt der euklidischen Isometriegruppe ist, dass sie sogenannte pa-
radoxe Zerlegungen zulésst [37, 11]. Wir werden dies im folgenden an einer
Variante des Banach-Tarski-Paradoxons skizzieren. Grob gesprochen besagt
das Banach-Tarski-Paradoxon, dass man die Einheitssphiire S? in endlich
viele Teile zerlegen kann, die man durch Isometrien von (R3, dy) so verschie-
ben und verdrehen kann, dass man sie danach zu zwei isometrischen Kopien
von S? zusammenfiigen kann (Abbildung 3.15). Diese endlich vielen Stiicke
miissen natiirlich ziemlich ,wild“ aussehen — sie kénnen zum Beispiel ins-
besondere nicht messbar sein. Tatséchlich beruht der Beweis auch auf einer
Form des Auswahlaxioms.

Definition 3.4.23 (paradoxe Teilmenge). Sei (X, d) ein metrischer Raum, sei
G := Isom(X,d) und sei Y C X eine nicht-leere Teilmenge. Die Menge Y
heifit paradoz (in (X,d)), wenn Y eine paradoxe Zerlegung besitzt. Eine
paradoze Zerlegung von Y ist dabei ein Paar ((Ag)gerk,(Bn)ner) mit den
folgenden Eigenschaften:

4Geomag ist eine Trademark von Claudio Vincetelli
5Zometool ist eine Trademark von Zometool Inc.
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Abbildung 3.15.: Das Banach-Tarski-Paradoxon, schematisch

e BEssind K C G und L C G endliche Teilmengen.

e Sowohl (Ay)secx als auch (Bp)ner sind Familien von Teilmengen von Y
und

Y:(U Ag)u<UBg>, Y=\Jg-4, Y=Jh B

geK heL gEK heL

sind disjunkte Vereinigungen.

Beispiel 3.4.24 (endliche Mengen sind nicht paradox). Ein einfaches Z&hlargu-
ment zeigt, dass endliche Teilmengen von metrischen Rdumen nicht paradox
sind.

Beispiel 3.4.25 (Lebesgue-messbare Teile?). Analog sicht man auch (da das
Lebesgue-Mafl unter euklidischen Isometrien invariant ist), dass eine para-
doxe Teilmenge Y C S? (wobei wir S? mit der euklidischen Metrik von R?
versehen) keine paradoxe Zerlegung besitzen kann, deren Partitionsmengen
Lebesgue-messbar sind und positives, endliches Maf§ haben.

Beispiel 3.4.26 (Paradoxitit des 4-reguldren Baums). Sei T' = (V, E) ein 4-
reguliéirer Baum und sei d die von T" auf V' induzierte Metrik. Dann ist V als
Teilmenge von (V,d) paradox, denn: Wir betrachten die in Abbildung 3.16
skizzierten Teilmengen AT, A=, BT, B~ von V. Nach Konstruktion ist V =
AT U AT U BT U B~ eine disjunkte Zerlegung von V. Andererseits sehen wir
in Abbildung 3.16 auch, dass es Isometrien g, h € Isom(V, d) mit

g-ATUA" =V =h-Bt"UuB~

gibt (die Isometrie g verschiebt die ,,vertikalen Hauptéiste® nach links, die Iso-
metrie h verschiebt die ,,horizontalen Hauptéste“ nach unten). Somit erhalten
wir eine paradoxe Zerlegung von V.

Eine genaue Betrachtung der Gruppe SO(3) C O(3) liefert dann die fol-
gende (vereinfachte) Variante des Banach-Tarski-Paradoxons:

Satz 3.4.27 (Banach-Tarski-Paradoxon/Hausdorff-Paradoxon). Es gibt eine ab-
zihlbare Teilmenge D C S? mit der Eigenschaft, dass S? \ D als Teilmenge
von (R3,ds) paradoz ist.
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Abbildung 3.16.: Eine paradoxe Zerlegung des 4-reguléren Baums

Beweisskizze. Um die Paradoxitéit nachzuweisen, verwenden wir, dass die Iso-
metriegruppe von (R?,dz) hinreichend kompliziert ist. Nach Definition der
Einheitssphire gilt g(S?) C S? fiir alle g € Isomg(R?,dy) =2 O(3) (mit dem
Isomorphismus aus Satz 3.4.5). Insbesondere trifft diese Invarianz dann auch
auf die Untergruppe SO(3) :={4A € O(3) | det A=1} C O(3) zu.

Sei F' C SO(3) die Untergruppe, die von den Matrizen

520 10 0
_ [P B — (o 2 _1
a:= = 2 0 und b'_oi 5
0 0 1 0oz 2

erzeugt wird. Man kann zeigen, dass diese Gruppe F' eine sogenannte freie
Gruppe vom Rang 2 ist und dass S := {a,b} ein freies Erzeugendensystem
von F ist [37, 27]. Insbesondere ist dann 7' := Cay(F,S) ein 4-regulérer
Baum [27]. Nach Beispiel 3.4.26 ist die Knotenmenge von T paradox; man
beachte dabei, dass man die paradoxe Zerlegung so wihlen kann, dass die ent-
sprechenden Isometrien sogar durch Linkstranslation mit Gruppenelementen
aus F' gegeben sind.

Die Paradoxitit von T vererbt sich nun folgendermafien auf S?: Die Ele-
mente von SO(3) operieren auf S? als Rotationen um Geraden; jedes nicht-
triviale Element von SO(3) hat also genau zwei Fixpunkte in S2. Sei D’ C S?
die Menge aller Fixpunkte von nicht-trivialen Elementen aus F'; also ist
D :=F-D" = J,cpg(D’) abzihlbar. Insbesondere haben dann die nicht-
trivialen Elemente von F keine Fixpunkte in S? \ D und S? \ D zerlegt
sich somit in eine disjunkte Vereinigung von freien F-Bahnen. Mit dem Aus-
wahlaxiom konnen wir nun ein Reprisentantensystem fiir diese F-Bahnen
in $?\ D wihlen und damit aus der gewihlten paradoxen Zerlegung von T
bahnenweise eine paradoxe Zerlegung von S? \ D konstruieren [37, 27]. Also
ist S\ D paradox. O

Mit einer sorgfiltigeren Analyse kann man auch paradoxe Zerlegungen
fiir S2 und allgemeinere Teilmengen von R? konstruieren [37].
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Protokachel erlaubt nicht erlaubt nicht erlaubt

Abbildung 3.17.: Was in einer Pflasterung erlaubt ist und was nicht

Ausblick 3.4.28 (Amenabilitit). Paradoxe Zerlegungen spielen auch in der
groben Geometrie eine wichtige Rolle. Es stellt sich heraus, dass die Nicht-
Existenz paradoxer Zerlegungen diverse geometrische Charakterisierungen
besitzt, die an vielen Stellen auf natiirliche Weise auftreten (z.B. in der geo-
metrischen Gruppentheorie, in der Funktionalanalysis, ...) [37, 34, 11, 27].

3.5 Pflasterungen der euklidischen Ebene

Wir geben zum Abschluss unserer Untersuchung euklidischer Geometrie noch
einen kleinen Einblick in Pflasterungen in der Ebene. Wir werden uns dabei
auf regulére Pflasterungen bzw. auf eine spezielle Art von sogenannten ape-
riodischen Pflasterungen beschrinken. Wir formalisieren zunéchst, was wir
unter einer Pflasterung verstehen wollen (Abbildung 3.17):

Definition 3.5.1 (Protokachel, Pflasterung). Sei K eine endliche Menge von
Polygonen in (R?, dy). Eine Pflasterung von (R?, dy) mit Protokacheln aus K
ist eine Menge P von Polygonen in (R?, dy) mit folgenden Eigenschaften:

e Jedes Polygon aus P ist zu einem der Polygone aus K kongruent.

o Fiir alle Q1,Q2 € P mit Q1 # Q2 gilt
QINQ; =10

und im @1 Nim Q5 ist sowohl eine endliche Vereinigung von Kanten und
Ecken von Q7 als auch von Q5.

e Es gilt
U mQue) =R

QepP
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Abbildung 3.18.: Die reguldren Pflasterungen der euklidischen Ebene

Definition 3.5.2 (periodische/aperiodische Pflasterung). Wir nennen eine Pfla-
sterung P von (R2? dy) periodisch, wenn es eine nicht-triviale Translati-
on f € Isom(R? dy) mit folgender Eigenschaft gibt: Fiir alle Q € P ist
auch f(Q) € P. Ist P nicht periodisch, so nennen wir P aperiodisch.

3.5.1 Regulare Pflasterungen der Ebene

Wir betrachten kurz die klassischen regulédren Pflasterungen der euklidischen
Ebene.

Definition 3.5.3 (reguldre Pflasterung). Eine Pflasterung von (R?, dy) ist re-
guldir, wenn es nur eine Protokachel gibt und diese ein reguliires Polygon in R?
ist.

Proposition 3.5.4 (Klassifikation regulirer Pflasterungen der euklidischen Ebe-
ne). Bis auf Isometrie und Skalierung gibt es nur die in Abbildung 3.18 dar-
gestellten reguliren Pflasterungen von (R2,dy).

Beweis. Offenbar liefert Abbildung 3.18 reguliire Pflasterungen von (R?, ds).
Warum sind dies im wesentlichen die einzigen? Sei n € N>3 und sei P eine
regulire Pflasterung von (R?,ds) durch regulire n-Ecke. Sei Q € P, sei v
eine Ecke von @ und sei k € N die Anzahl der Polygone aus P, die sich in v
treffen. Mit den bisher entwickelten Techniken kann man zeigen, dass

e der Winkel der Seiten von @) an der Ecke v genau 7 — 2 - 7/n ist und

e dass

Mit der Ganzzahligkeit von k& und n folgt daraus, dass fiir (n,k) nur die
folgenden Kombinationen méoglich sind:

(3,6),  (4,4)  (6,3).
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Abbildung 3.19.: Penrose-Protokacheln; nackte Polygone und in der markier-
ten Version

Ahnlich zum Beweis von Proposition 3.4.12 kann man zeigen, dass diese Kom-
binationen (bis auf Isometrien und Skalierung) genau auf die Pflasterungen
in Abbildung 3.18 fiihren. O

Insbesondere sind alle reguliren Pflasterungen von (R?, dy) periodisch.

3.5.2 Aperiodische Pflasterungen der Ebene

Wir werden nun eine besondere Art von Protokacheln kennenlernen; mit die-
sen kann die euklidische Ebene zwar gepflastert werden, aber nur aperiodisch.
Die folgende Konstruktion geht auf Penrose zuriick [35, 2, 3, 36].

Die Penrose-Protokacheln sind durch die Umrisse und Winkel in Abbil-
dung 3.19 definiert. Die Hauptkantenldngen sind alle gleich, die Innenwinkel
der Hauptparallelogramme sind 72° und 108° bzw. 36° und 144°.6

In der Praxis ist es etwas einfacher, die Funktion der Ein- und Ausker-
bungen durch Markierungen zu simulieren. Man kann sich leicht {iberlegen,
dass die markierten Protokacheln in Abbildung 3.19 genau dieselben Pfla-
sterungen liefern wie die unmarkierten Protokacheln, wenn die zusétzliche
Einschrankung beriicksichtigt wird, dass Kacheln nur so an Kanten aneinan-
derstoflen diirfen, dass die Markierungen zusammenpassen. Vorlagen fiir die
markierten Penrose-Protokacheln finden sich in Anhang A.5.

Satz 3.5.5 (Eigenschaften von Penrose-Pflasterungen).
1. Jede Pflasterung von (R?, dy) mit Penrose-Protokacheln ist aperiodisch.

2. Es emistiert eine Pflasterung von (R?,dy) mit Penrose-Protokacheln.

6Also 2-7/5 und 3 - 7/5 bzw. 7/5 und 4 - 7/5.
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Abbildung 3.20.: Inflation von Penrose-Pflasterungen

Beweisskizze. Der Beweis beruht auf der sogenannten Inflation bzw. Deflati-
on von Pflasterungen durch Penrose-Protokacheln.

Aperiodizitit. Sei P eine Pflasterung von (R?, dy) mit (markierten) Penrose-
Protokacheln.

Wir beginnen mit einer Beschreibung der Inflation von P: Eine einfache
Fallunterscheidung zeigt, dass sich jede ,halbe“ Kachel von P in genau einer
der beiden Situationen in Abbildung 3.20 befindet.

Man beachte, dass es sich dabei wieder um Penrose-Protokacheln handelt,
wobei

e die Seitenlinge mit dem Faktor 7 := (1 ++/5)/2 skaliert wurde und

e die Markierungen durch neue Markierungen (die aber dieselbe Funktio-
nalitét haben) ersetzt wurden.

Dies liefert zu P die (eindeutig bestimmte) Pflasterung I(P) von (R?,ds)
mit den skalierten Penrose-Protokacheln.

Angenommen, P ist periodisch, d.h. es gibt eine nicht-triviale Translati-
on f: R? — R?, die Kacheln aus P in Kacheln aus P iiberfiihrt. Dann
ist aber auch (wegen der Eindeutigkeit der Inflationskonstruktion und da f
benachbarte Kacheln auf benachbarte Kacheln abbildet) die Inflation I(P)
unter f invariant.

Wiéhlen wir n € N grof§ genug, so ist der minimale Abstand zwischen Ecken
der Protokacheln aus der n-fachen Inflation I"™(P) grofier als die Translati-
onslinge || f(0) —0]|]2 > 0 von f. Andererseits folgt induktiv auch, dass I"™(P)
unter f invariant ist; insbesondere bildet f Ecken der Kacheln aus I™(P)
auf Ecken von Kacheln aus I"™(P) ab. Dies steht jedoch im Widerspruch zur
Wahl von n.

Also ist P nicht periodisch.

Ezistenz. Wir skizzieren nun einen Beweis fiir Existenz mithilfe der Defla-
tion von (partiellen) Penrose-Pflasterungen: Analog zur Inflation kann man
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Abbildung 3.21.: Deflation von Penrose-Pflasterungen

Penrose-Kacheln wie in Abbildung 3.21 unterteilen und erhélt so (partielle)
Penrose-Pflasterungen, deren Protokacheln um den Faktor 1/7 skaliert sind.

Auf diese Weise kann man ausgehend von einer einzelnen Penrose-Kachel
endliche Penrose-Pflasterungen von Teilmengen von R? konstruieren, die
(wenn man die Kacheln wieder auf die urspriingliche Kantenléinge skaliert)
Kreisscheiben in (R?, dy) um 0 von gegebenem Radius iiberdecken. Mit ei-
nem geschickten Kompaktheitsargument bzw. Zahl- und Diagonalargument
kann man daraus eine Folge von kompatiblen Pflasterungen auswéhlen, die
ganz (R?, ds) pflastern. O
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4

Elementare riemannsche Geometrie

Die Frage nach der Unabhingigkeit des Parallelenaxioms in der euklidischen
Axiomatik hat zur Entdeckung der sogenannten hyperbolischen Geometrie
gefithrt. Das Ziel dieses Kapitels ist es, die Grundziige der hyperbolischen
Geometrie, insbesondere der hyperbolischen Ebene, zu verstehen. Um die
Konstruktion und die Eigenschaften der hyperbolischen Ebene transparent
formulieren zu koénnen, werden wir Werkzeuge der elementaren riemannschen
Geometrie verwenden. Zum Abschluss werden wir die hyperbolische Geome-
trie systematisch mit der euklidischen und der sphérischen Geometrie ver-
gleichen.

Uberblick iiber dieses Kapitel.

4.1  Was ist riemannsche Geometrie? 104
4.2 Konstruktion der hyperbolischen Ebene 108
43 Lange von Kurven 109
4.4  Symmetrie 114
4.5 Hyperbolische Dreiecke 129
4.6  Vergleich mit spharischer Geometrie 140

Schliisselbeispiel. hyperbolische Ebene, Sphire
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4.1 Was ist riemannsche Geometrie?

Riemannsche Geometrie ist die Geometrie von Mannigfaltigkeiten und bein-
haltet insbesondere eine Verallgemeinerung metrischer Begriffe wie Léngen,
Absténde, Winkel, Flacheninhalte und Kriimmung auf Mannigfaltigkeiten
mithilfe analytischer Methoden. Wir werden im folgenden kurz skizzieren,
auf welchen Bestandteilen die riemannsche Geometrie aufbaut und wie wir
diese Ideen nutzen kénnen um die hyperbolische Ebene zu konstruieren. Eine
fundierte Einfiihrung in die riemannsche Geometrie liefert zum Beispiel das
Buch von Lee [26].

Die grundlegenden Objekte der riemannschen Geometrie sind sogenannte
riemannsche Mannigfaltigkeiten. Riemannsche Mannigfaltigkeiten sind glatte
Mannigfaltigkeiten, die mit einer zusétzlichen Struktur, einer sogenannten
riemannschen Metrik ausgestattet sind.

4.1.1 Wozu riemannsche Geometrie?

Riemannsche Geometrie erlaubt es unter anderem, die folgenden Fragen zu
beantworten:

Frage 4.1.1.

e Wie kann man die Geometrie euklidischer Rdume auf kompliziertere
Objekte wie Mannigfaltigkeiten iibertragen? Insbesondere: wie erhélt
man geeignete Begriffe von Langen, Abstdnden, Winkeln, Flachenin-
halten, ...auf Mannigfaltigkeiten?

e Wie kann man Kriimmung von geometrischen Objekten lokal definie-
ren?

e Welche globalen Konsequenzen haben lokale Kriimmungseigenschaften?

e Gibt es zweidimensionale Geometrien, die alle Axiome von Euklid bzw.
Hilbert erfiillen bis auf das Parallelenaxiom?

e Gibt es ldingentreue ebene Landkarten von Ausschnitten der Erdober-
fliche?

Vielfaltige weitere Anwendungen ergeben sich in der Physik und der Op-
timierung.
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Abbildung 4.1.: Eine glatte Mannigfaltigkeit, anschaulich

4.1.2 Mannigfaltigkeiten und Tangentialbiindel

Eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n ist grob gesagt ein topologi-
scher Raum, der lokal wie R™ aussieht und fiir den man definieren kann,
was glatte Abbildungen sind. Zu jedem Punkt x € M kann man einen Tan-
gentialraum T, M konstruieren; dieser ist ein n-dimensionaler R-Vektorraum,
der die ,beste lineare Approximation® an M im Punkt 2 beschreibt (Abbil-
dung 4.1). Ist f: M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannig-
faltigkeiten, so erhélt man fiir jedes * € M eine induzierte lineare Abbil-
dung T f: Ty M — TN, die f an x ,linear approximiert,” das Differen-
tial von f an der Stelle x.
Wir erklédren diese Begriffe nun ein bisschen genauer: Sei n € N.

e Eine topologische n-Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Raum, in dem
jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt, die zu R” homdomorph ist;
auBerdem verlangt man im Normalfall zusdtzlich noch, dass der topo-
logische Raum hausdorffsch ist und das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom
erfiillt, um pathologische Félle auszuschlielen.

e Eine glatte n-Mannigfaltigkeit ist eine topologische n-Mannigfaltig-
keit M zusammen mit einem sogenannten glatten Atlas (bestehend aus
Karten M D U — R™ mit glatten Kartenwechseln). Mithilfe des glat-
ten Atlas ldsst sich definieren, wann Abbildungen von und nach M glatt
sind.

e Ist M eine glatte n-Mannigfaltigkeit, so kann man durch lokale lineare
Approximation das sogenannte Tangentialbindel pyr: TM — M kon-
struieren. Das Tangentialbiindel ist ein n-dimensionales Vektorbiindel
itber M, d.h. pps ist eine stetige Abbildung und fiir jedes © € M ist
die Faser T, M := pgjl () mit der Struktur eines n-dimensionalen Vek-
torraums versehen, so dass folgende Bedingung erfiillt ist: Jeder Punkt
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in M besitzt eine offene Umgebung U C M mit der Eigenschaft, dass
p]‘"f|p;}(U)" p}/}(U ) — U (bis auf Hom&éomorphismus) nichts anderes
als die Projektion

UxR" —U

auf die erste Koordinate ist und die Vektorraumstruktur auf den Fa-
sern mit der Vektorraumstruktur der zweiten Koordinate vertriglich
ist. Zusétzlich hat das Tangentialbiindel die Eigenschaft, dass es lokal
,die beste lineare Approximation® an M ist.

Genauer gesagt liefert das Tangentialbiindel einen Funktor und glatte
Abbildungen f: M — N zwischen glatten Mannigfaltigkeiten induzie-
ren Abbildungen T'f: TM — TN zwischen den entsprechenden Tan-
gentialbiindeln, die fasernweise linear sind. Wie im Fall der klassischen
Ableitung ist T'f in jedem Punkt die ,beste lineare Approximation*
an f.

Beispiel 4.1.2 (offene Teilmengen der Ebene als glatte Mannigfaltigkeiten). Sei
M C R? eine offene Teilmenge. Dann ist M offensichtlich eine zweidimensio-
nale topologische Mannigfaltigkeit und wir versehen M mit der von R? indu-
zierten glatten Struktur. In diesem Fall ist das Tangentialbiindel TM — M
trivial, d.h. TM = M x R?, wobei die Biindelprojektion einfach die Projekti-
on auf die erste Koordinate ist und die Vektorraumstruktur der Fasern durch
die Vektorraumstruktur der zweiten Koordinate gegeben ist. Wir identifizie-
ren daher T, M fiir jedes 2 € M auf diese Weise mit R2. D.h. in diesem Fall
konnen wir die globale Struktur des Tangentialbiindels ignorieren und wie
gewohnt mit glatten Funktionen und ihren Ableitungen umgehen.

Caveat 4.1.3. Im allgemeinen ist die globale Struktur des Tangentialbiindels
einer glatten n-Mannigfaltigkeit nicht trivial. In solchen Féllen muss dann
also sehr sorgfiltig mit den lokalen Identifikationen der Tangentialriume
mit R” umgegangen werden. Dies trifft zum Beispiel auf S? zu (Kapitel 4.6).

4.1.3 Riemannsche Metriken

Die Grundidee riemannscher Mannigfaltigkeiten ist es, zusétzlich, auf jedem
Tangentialraum ein Skalarprodukt zu wihlen (und zwar so, dass das Skalar-
produkt stetig vom Basispunkt abhéngt). Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit
der Dimension n € N, so ist eine riemannsche Metrik g = (g.)zem eine
Familie von Skalarprodukten g, auf T, M. Man nennt dann (M, g) eine rie-
mannsche Mannigfaltigkeit.

Genauer gesagt geht man wie folgt vor: Zu einem endlich-dimensionalen
reellen Vektorraum V bezeichne SKP(V') die Menge aller Skalarprodukte
auf V. Die Standardtopologie auf V' induziert dann auch eine Topologie
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auf SKP(V), zum Beispiel durch punktweise Konvergenz. Diese Konstrukti-
on fiir glatte Mannigfaltigkeiten kann zu einem Biindel p: SKP(TM) — M
erweitert werden. Eine riemannsche Metrik auf M ist dann eine stetige Ab-
bildung g: M — SKP(T'M) mit po g = idyy.

Ist (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, so kénnen wir zu € M fiir
Vektoren im Tangentialraum T, M Léingen und Winkel definieren. Insbeson-
dere kénnen wir so auch wieder Winkel zwischen glatten Kurven definieren,
die im selben Punkt beginnen.

Indem wir Satz 3.2.3 riickwérts interpretieren, erhalten wir einen Langen-
begriff fiir glatte Kurven in riemannschen Mannigfaltigkeiten:

Definition 4.1.4 (Linge von Kurven in riemannschen Mannigfaltigkeiten). Sei
(M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und sei v: I — M eine glatte
Kurve. Dann ist die (riemannsche) Linge von v in (M, g) definiert durch

Lin,g)(7) 1:/1 9y (3(1),4(1)) dt.

Beispiel 4.1.5 (euklidische Ebene). Sei M C R? offen. Wir fassen M wie in
Beispiel 4.1.2 als glatte Mannigfaltigkeit auf. Dann ist g := (¢4)zen mit

gz: RZxR? — R

(v,0") —> vy - V] + Vg - Vh

fiir alle z € M eine riemannsche Metrik auf M, die euklidische riemannsche
Metrik. In diesem Fall erhalten wir auf M denselben Begriff von Kurvenlinge
wie in der klassischen euklidischen Geometrie (Satz 3.2.3).

4.1.4 Metriken aus riemannschen Metriken

Was haben riemannsche Metriken mit gewthnlichen Metriken zu tun? Auf
einer zusammenhéngenden riemannschen Mannigfaltigkeit (M, ¢) kénnen wir
eine Metrik definieren, indem wir die Lénge glatter Kurven zwischen zwei
Punkten minimieren:

d: M x M —> Rsg
(z,y) — inf{L(a1,4)(7) | 7 ist eine glatte Kurve in M von z nach y}.

Man kann zeigen, dass dies tatséichlich eine Metrik auf M definiert und
dass die von dieser Metrik induzierte Topologie auf M mit der urspriingli-
chen Topologie iibereinstimmt. Auflerdem stimmt auch die metrische Lénge
glatter Kurven beziiglich dieser Metrik mit der riemannschen Lénge aus De-
finition 4.1.4 iiberein.

Caveat 4.1.6 (riemannscher Abstand in offenen Untermannigfaltigkeiten). Sei
M C R? eine offene zusammenhingende Teilmenge. Wir fassen M wie in
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liegt nicht in M

Abbildung 4.2.: Warum die Metrik der riemannschen Metrik gréfiere Ab-
stande liefert als die euklidische Metrik

Beispiel 4.1.5 als riemannsche Mannigfaltigkeit auf. Dann ist die von der
riemannschen Metrik auf M induzierte Metrik auf M im allgemeinen nicht
die euklidische Metrik (Abbildung 4.2).

4.2 Konstruktion der hyperbolischen Ebene

Wir konstruieren nun die hyperbolische Ebene als riemannsche Mannigfaltig-
keit. Dazu betrachten wir das sogenannte Halbebenen-Modell. In der Kurz-
fassung lautet die Definition der hyperbolischen Ebene folgendermaflen: Die
hyperbolische Ebene ist die obere Halbebene in R? mit der riemannschen

Metrik
dx? + dy?
—
Y
Wir werden dies nun zu einer prézisen Definition erweitern.

Definition 4.2.1 (obere Halbebene). Wir schreiben

H:={(z,y) | (z,y) €ER?, y > 0}

fiir die obere Halbebene. Je nach Situation werden wir H auch mit der ent-
sprechenden Teilmenge in C identifizieren:

H—{z€C|Imz >0}
(T, y) —x+i-y
(Rez,Imz) «— =

Definition 4.2.2 (hyperbolische Ebene). Die hyperbolische Ebene H? ist die
riemannsche Mannigfaltigkeit (H, gp), wobei

e wir H wie in Beispiel 4.1.2 als glatte Mannigfaltigkeit auffassen

e und gy := (9. ).cn die riemannsche Metrik auf H mit
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9H (zy) R?ZxR? — R
1
(va/) — o <U7vl>
Y
fiir alle (x,y) € H ist (wobei (-,-) das Standardskalarprodukt auf R?
ist).

Ist z € H, so schreiben wir auch (-, ) g . fiir gy, und || - || &, fiir die von gg,
induzierte Norm auf R2.

In anderen Worten: in Abhéingigkeit vom Punkt (z,y) € H ist das Skalar-
produkt auf dem Tangentialraum an (x,y) das um 1/y? skalierte Standard-
skalarprodukt.

Beispiel 4.2.3. Sei y € R-(. Interpretiert man v := (1,0) € R? als Vektor
in T{o,)H, so ist |[v]|m,iy = /1/y? - 1=1/y.

Bemerkung 4.2.4 (Ableitung). Da die glatte Struktur von H von R? in-
duziert ist, konnen wir Ableitungen von und nach H wie in der klassi-
schen mehrdimensionalen Analysis berechnen. Um den Basispunkt etwas
deutlicher hervorzuheben, werden wir fiir glatte Abbildungen f: H — H
fiir die Ableitung/das Differential im Punkt z € H die Mannigfaltigkeits-
Notation T, f: T,H = R? — R? = Ty, H verwenden.

4.3 Lange von Kurven

Mithilfe der riemannschen Metrik auf H? konnen wir nun die Linge glatter
Kurven in der hyperbolischen Ebene und somit auch eine Metrik auf der
hyperbolischen Metrik definieren.

Definition 4.3.1 (hyperbolische Lange einer Kurve). Seien Ty, Th € R mit T <
Ty und sei 7: [Ty, Ty] — H? eine glatte Kurve. Dann ist die hyperbolische
Linge von - definiert durch

Ty
L) 1= [ 130yt € R
0

Dabei ist 4(t) = Tyy(1) € T4 H und unter der kanonischen Identifikati-
on T, ;yH = R? stimmt dies mit der gewdhnlichen Ableitung +(¢) aus Be-
merkung 3.2.2 iiberein.

Um ein Gefiihl fiir die Linge von Kurven in H? zu bekommen, ist es
hilfreich sich zu vergegenwirtigen, dass die Definition der riemannschen Me-
trik gy dazu fiihrt, dass Kurven, die in der Halbebene , weiter oben* ver-
laufen, eine kiirzere Lange haben werden: Die Linge der Tangentialvektoren
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wird dabei ja beziiglich einer Norm gemessen, die um einen kleineren Faktor
skaliert wird.

Proposition 4.3.2 (triviale Abschitzung). Seien Ty, Ty € R mit Ty < Ty und
sei y: [To, Th] — H eine glatte Kurve. Sei

m := min{Im~(¢) | t € [To,T1]} € Rso,
M = max{Im~(t) | t € [To,T1]} € R>o.

Dann gilt

1 1 1
o “Lg2,a,)(7) > L= (7y) > U Lrz,4,)(7) > i ~da (v(To), v(T)).

Beweis. Da ~y stetig ist, sind m und M wohldefiniert und positiv. Aus der
Definition der hyperbolischen Metrik erhalten wir

T
Lz (7) :/T ||’.Y(t)HH,'y(t) dt

Th 1 )
e

wobei wir im letzten Schritt Satz 3.2.3 angewendet haben. Mit Propositi-
on 2.3.2 folgt Lr24,)(7) > d2(v(To),(T1)). Analog zeigt man die obere
Abschétzung. O

Proposition 4.3.3 (vertikale Abschitzung). Seien Ty, T € R mit Ty < Ty und
sei v: [To, Th]) — H eine glatte Kurve. Sei auferdem p :=i-Im: H — H
die Projektion auf den imagindren Anteil.

1. Dann gilt Ly2(y) > Lyz(p o v) und Gleichheit liegt genau dann wvor,
wenn Rey konstant ist.

2. Auflerdem ist
Lip(pony) > [InTmy(Ty) — InIm~(Tp)|

und Gleichheit gilt genau dann, wenn die Ableitung von Im~ das Vor-
zeichen nicht dndert.
Beweis. Die Abbildung p ist glatt und fiir alle z € H gilt
T.p: R? — R?
(@,9) — y.
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Also ist auch 5 := povy = i-Im~ glatt und fiir alle t € [Ty, T1] ist (Kettenregel
und Pythagoras in den Tangentialrdumen)

381 50) = ﬁ AF®l2 = ﬁ @ op)G@),

1
S T @ I @Oll2 = 17®) [l ey
und Gleichheit liegt nur dann vor, wenn die erste Koordinate von 4 konstant 0
ist; letzteres ist dazu dquivalent, dass die Abbildung Re~y konstant ist. Also
folgt Ly=(7) < Lgz(y) und Gleichheit gilt genau dann, wenn Re~ konstant
ist. Damit ist der erste Teil gezeigt.

Im Beweis des zweiten Teiles schreiben wir kurz f := Im~y = Imp o ~.
Nach Definition und wegen f > 0 ist

Le(po) = [ o) Ol = [ HD a
T1@ - T nf)
N, f() = /T (/7 dt‘

= |In f(T1) ~ In f(T0)].

Gleichheit gilt in der obigen Abschétzung genau dann, wenn f das Vorzeichen
nicht dndert. Damit ist auch der zweite Teil gezeigt. O

Wir definieren nun aus der Linge von Kurven eine Metrik auf H?:

Proposition 4.3.4 (Metrik auf H?). Wir definieren

dg: Hx H— RZO
(z,2") — inf{Ly2(v) ‘ v ist eine glatte Kurve in H von z nach 2'}.

Dies ist eine Metrik auf H.

Beweis. Definitheit. Die Tatsache, dass dg(z,2') = 0 genau dann gilt, wenn
z = 2’ ist, folgt aus den Abschiitzungen in Proposition 4.3.2 und Propositi-
on 4.3.3 (Ubungsaufgabe).

Symmetrie. Umgekehrtes Durchlaufen von Kurven zeigt mithilfe des Trans-
formationssatzes, dass dy symmetrisch ist.

Dreiecksungleichung. Seien z,z',z"” € H und seien v: I — H bzw.
~": I' — H glatte Kurven von z nach z’ bzw. von 2’ nach z”. Es ist nicht
schwer, daraus eine Kurve 4" von z nach z” zu konstruieren, indem man zu-
erst v und dann 4/ durchlduft (und die Intervalle I bzw. I’ geeignet zu einem
Intervall in R zusammensetzt/verschiebt). Eine kleine technische Schwierig-
keit! dabei ist, dass diese neue Kurve im allgemeinen nicht glatt sein wird

L Alternativ kann man auch die Linge von Kurven etc. fiir stiickweise glatte Kurven
betrachten und das Problem an dieser Stelle somit umgehen.
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(an der Nahtstelle z’). Klassische Glattungstricks zeigen jedoch, dass es zu
jedem € € Ry eine glatte Kurve : J — H von z nach z” mit

Ly (n) < Ly2(7) + Lz (7') + ¢

gibt. Indem man nun zum Infimum iibergeht, erhilt man die gewiinschte
Dreiecksungleichung dg (2, 2”") < dy(z) + du(2'). O

Bemerkung 4.3.5 (induzierte Topologie). Ahnliche Argumente wie fiir den
Beweis der Definitheit von dy zeigen auch: Die Topologie auf H, die von dgy
induziert wird, stimmt mit der euklidischen Topologie auf H iiberein; d.h.
Teilmengen in H sind genau dann beziiglich dy offen, wenn sie beziiglich ds
offen sind.

Satz 4.3.6 (hyperbolische Linge vs. metrische Linge). Seien Ty, 77 € R
mit To < Ty und sei vy: [Ty, T1] — H eine glatte Kurve. Dann gilt

L2 (v) = Lia,a,) (7)-

Beweis. Die Ungleichung L2 () > L4, () folgt direkt aus der Definition
von dp und der metrischen Linge L(g q,,)-

Die umgekehrte Ungleichung L2 () < L4, () erfordert sehr genaue
lokale Abschitzungen (zum Beispiel wie im Beweis der Definitheit von dp),
um die Situation in winzigen Umgebungen mit (skalierten) euklidischen Si-
tuationen zu vergleichen. Mit Satz 3.2.3 kann man dann die gewiinschte Un-
gleichung herleiten. (Ubungsaufgab()) L]

Wir werden uns — analog zum euklidischen Fall — bei der Untersuchung
der hyperbolischen Ebene von den folgenden Fragen leiten lassen:
Frage 4.3.7. Wie kann man die Metrik auf H? besser verstehen? D.h.:

e Welche Kurven in H? sind Geodéten?

o Welche Isometrien besitzt H? ?

Tatsédchlich hangen diese Fragen alle eng miteinander zusammen und wir
werden die Antworten dazu in Kapitel 4.4 parallel entwickeln. Als erstes Bei-
spiel betrachten wir den folgenden Spezialfall:

Proposition 4.3.8 (vertikale Geoditen). Sei y € R~q. Dann gibt es in H?

genau eine [glatte]* Geodite (beziiglich dg) von i nach i -y, ndmlich

~v: [0,lny] — H

t— el

Fir diese gilt Lyz(y) = Iny. Also ist dg(i,1-y) = Iny.

2Die Aussage gilt auch ohne die Voraussetzung der Glattheit; dies fiihrt aber zu zusétzli-
chen Komplikationen, auf die wir an dieser Stelle verzichten wollen (Bemerkung 4.4.18).
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Beweis. Wir gehen in folgenden Schritten vor:
® Wir bestimmen die Lénge von (Teilkurven von) ~: Mit Propositi-
on 4.3.3% folgt

L]HI2 (’y“to,tl]) = lnetl —1In eto = t1 - to

fiir alle tg,t; € [0,Iny] mit ¢y < t1. Insbesondere ist Ly2(y) = Iny.
@ Aus Proposition 4.3.3 folgt aber auch

dr(i-yo,i-y1) > Iny, —Inyg

fiir alle yo,y1 € Rsg mit y1 > yo. Zusammen mit Schritt @ erhalten
wir somit fiir alle y1,yo € [1,y] mit y1 > yo, dass

dp(i-yo,i-y1) =Inyr —Inyo.
Insbesondere ist v eine d-Geodéte von i nach i - y.
® Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei n: [0, L] — H eine glatte

Geodéte von ¢ nach 7 -y mit L € Ry(. Nach Schritt @ ist L = Iny.

Wir zeigen zunéchst, dass Ren = 0 ist: Es gilt (nach Satz 4.3.6 und
Proposition 2.3.2)

Liz(n) = L(a,a,)(n)
=L=Iny
= |InImn(L) — InImn(0)|.

Mit der vertikalen Abschéitzung (Proposition 4.3.3) erhalten wir somit,
dass Ren konstant ist und dass Imn monoton ist; wegen 7n(0) = ¢ und
n(L) = i -y folgt daraus, dass Ren = 0 und Im#n monoton wachsend
(und mindestens 1) ist.

Da 7 eine Geodéte ist, erhalten wir fiir alle ¢ € [0,1ny] mit Schritt @
t—0=dg(n(t),n(0)) =InImn(t) — InImn(0) = InImn(t),

und damit n(t) =i - et = ~(t). O

Bemerkung 4.3.9 (vertikale geodatische Geraden). Analog kann man auch
zeigen, dass es zu y,y’ € Ry genau eine [glatte] Geodiite in (H,dy) von i -y
nach i - ¢’ gibt und dass es (bis auf Umparametrisierung) genau eine [glatte]
geoditische Gerade in (H,dp) gibt, die durch i - y und i - ' geht, ndmlich
R— H, t—i-¢l.

3 Alternativ ldsst sich in diesem Fall die Linge natiirlich auch direkt aus der Formel
berechnen
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4.4 Symmetrie

Wir werden im folgenden die Isometriegruppe und die Geodéten der hyper-
bolischen Ebene bestimmen. Es bietet sich dabei an, beides gleichzeitig zu
untersuchen und wie bei einem Bootstrap-Verfahren die jeweils gewonnenen
Erkenntnisse iiber Geodéten bzw. Isometrien zu verwenden, um Isometrien
bzw. Geodéten besser zu verstehen.

4.4.1 Riemannsche Isometrien

Wir beginnen mit sogenannten riemannschen Isometrien, die eine analytische
Quelle fiir metrische Isometrien sind:

Definition 4.4.1 (riemannsche Isometriegruppe). Eine riemannsche Isome-
trie H? — H? ist ein glatter Diffeomorphismus* f: H — H mit

vzEH vv,v’GTZH <Tzf(v)7Tzf(’U,)>H7f(z) = <val>H,z~

Die riemannsche Isometriegruppe von H? ist die Menge Isom(H?) aller rie-
mannschen Isometrien H? — H?2, beziiglich Verkniipfung.

Es ist leicht zu sehen, dass Isom(H?) tatsichlich eine Gruppe bildet.

Proposition 4.4.2 (riemannsche Isometrien sind Isometrien). Jede riemannsche
Isometrie H2 — H? ist eine metrische Isometrie beziiglich dg. Wir erhalten
so einen injektiven Gruppenhomomorphismus

Isom(H?) — Isom(H,dy).

Beweis. Sei f:H? — H? eine riemannsche Isometrie. Aus der Definition
der hyperbolischen Lénge von glatten Kurven v in H und der Kettenregel
folgt Lyz(f o~) = Lyz(7). Dies liefert

du (f(2), f(2)) < dn(z2")

fiir alle z, 2/ € H. Wendet man dasselbe Argument auf das Inverse von f an,
so folgt die Behauptung. O

Tatsiéichlich werden wir sehen, dass alle metrischen Isometrien von H? be-
reits riemannsche Isometrien sind (Satz 4.4.24). Dies gilt auch allgemeiner
fiir vollstéindige riemannsche Mannigfaltigkeiten (erfordert aber fortgeschrit-
tenere Techniken).

4Ein glatter Diffeomorphismus ist eine glatte Abbildung, die ein glattes Inverses besitzt
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4.4.2 Mobiustransformationen
Als néchsten Schritt betrachten wir eine explizite Klasse von Isometrien der
hyperbolischen Ebene, die Mébiustransformationen.
Definition 4.4.3. Wir schreiben
SL(2,R) := {A € GL(2,R) | det A = 1}
PSL(2,R) := SL(2,R)/{E2, —Es}
(wobei Ey € SL(2,R) die Einheitsmatrix ist).

Man beachte dabei, dass { F2, —Fs} ein Normalteiler in SL(2, R) ist und so-
mit PSL(2, R) die Gruppenstruktur von SL(2, R) erbt. Die Gruppen SL(2, R)
und PSL(2,R) wirken auf folgende Weise auf H:

Proposition 4.4.4 (M&biustransformationen). Zu

a b
A= (C d) € SL(2,R)
betrachten wir die assoziierte Mobiustransformation

fA:HHH
a-z+b
c-z+d

Dann gilt:

1. Fiir alle z € H ist Im fa(z) -Im 2.

= fewra®
2. Die Abbildung fa ist wohldefiniert und ein glatter Diffeomorphismus.
3. Esist fp, =idg = f_&,.

4. Fir alle A, B € SL(2,R) gilt fa.g = fao [B.

Beweis. Ad 1. Dies ist eine elementare Rechnung in den komplexen Zahlen:
Sei 2 € H. Wegen a-d—b-d = detA =1 und z-%z = [2]> € R bzw.
Im(Z + 2z) = 0 gilt dann

A a-z+b (a-z4+0b)-(c-Z+d)
Im(fa(z)) = Im((t-z - d) = hn< oot dP )

B 1
ez +df?
1

= T rdP Im(be- (4 2) +2) =

‘Im(ac-z-Z+bc-Z+ ad- z+ bd)

1
m -Im z.



116 4. Elementare riemannsche Geometrie

+b
- ------- >0 R >®
- ------- >0 R >®
i
- ------- >0 ° o ------- )
o~ ------- ) - ------- >®
——————————————————————— e e

Abbildung 4.3.: Die Mobiustransformation z — z + b auf H zu b € R.

Ad 2. Man beachte, dass die Nennernullstellen in R liegen, dass aber H
keine Punkte aus R enthélt. Aus dem ersten Teil folgt fa(H) C H. Also ist
fa: H — H eine wohldefinierte Abbildung. Aus der Funktionentheorie ist
auBlerdem bekannt, dass f4 glatt ist (aufgefasst als Funktion zwischen offenen
Teilmengen von R?). Dass f4 ein Diffeomorphismus ist, ist eine Konsequenz
von Teil 3/4; das Inverse ist ndmlich nach Teil 3/4 durch f4-1 gegeben.

Ad 3. Dies folgt direkt aus der Definition.

Ad 4. Die behauptete Gleichheit folgt durch einfaches Nachrechnen. [

Beispiel 4.4.5 (einfache Mdébiustransformationen). Als erstes Beispiel betrach-
ten wir die folgenden beiden Mobiustransformationen:

e Sei b € R. Dann ist die Mobiustransformation zur Matrix

(é ?) € SL(2,R)

die horizontale Translation z — z + b auf H um b (Abbildung 4.3).

o Die Mobiustransformation zur Matrix

<_01 é) € SL(2,R)

ist die Abbildung z — —1/z (Abbildung 4.4), die offenbar zu sich
selbst invers ist. Diese Abbildung ist mit der Inversion am Kreis aus
der Elementargeometrie verwandt.
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Abbildung 4.4.: Die Mobiustransformation z — —1/z auf H; Objekte der-
selben Farbe werden aufeinander abgebildet
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Bemerkung 4.4.6 (ein einfaches Erzeugendensystem). Aus der linearen Alge-
bra wissen wir, dass man mithilfe der Matrizen aus Beispiel 4.4.5 geniigend
Zeilen- und Spaltenoperationen simulieren kann, um jede Matrix aus SL(2, R)
in die Einheitsmatrix zu transformieren. Daraus folgt, dass SL(2, R) von der

T Y ey

Proposition 4.4.7 (M&biustransformationen sind Isometrien). Ist A € SL(2,R),
so ist die Mobiustransformation fa: H — H eine riemannsche Isometrie
von H?. Insbesondere erhalten wir einen injektiven Gruppenhomomorphismus

erzeugt wird.

PSL(2,Z) — Isom(H, dp)
Ar— fA-

Beweis. Sei
A= (‘; Z) € SL(2, R).

Nach Proposition 4.4.4 ist fa: H — H ein glatter Diffeomorphismus und
eine Rechnung zeigt, dass f4 nur dann idy ist, wenn A € {Fy, —Fs} ist.

Es bleibt daher nur die Vertréglichkeit mit der riemannschen Metrik zu
zeigen: Ist z € H, so folgt mit den Methoden der Funktionentheorie und
l=detA=a-d—0b-c, dass

TZfA: T.H — Tf(Z)H
a-(c-z+d)—(a-z+0b)-c 1

v — SV =

(c-z+d)? (c-z—i—d)z'v

wobei die Multiplikation auf der rechten Seite die komplexe Multiplikation
unter der kanonischen Identifikation T H = R?* = C baw. Tj,)H = C ist.
Mit dem ersten Teil von Proposition 4.4.4 folgt fiir alle v,v' € T, H:

1 1 ,>
.v, .v
(c-z+d)? (c-z+d)? H,fa(z)

<TzfA(U)7TZfA(U/)>H7fA(Z) - <

1 1 1 ,
T (m fa(2))? '<<c~z+d>2 ez ay v)

1 1 1
T (I fa(2))? 'Re(<c-z+d>2 e
ez +d)? 1 ,
= o) .‘C'Z+d‘4.Re(U.U)
1 /
e

= (v, ) g .

—/
v

)
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Also ist f4 eine riemannsche Isometrie von HZ2.

Alternativ hitte es nach Bemerkung 4.4.6 auch geniigt, zu zeigen, dass die
horizontalen Translationen sowie die Inversion am Kreis mit der riemann-
schen Metrik vertréglich sind. O

Insbesondere bilden Mobiustransformationen Geodédten in (H,dp) auf
Geoditen in (H,dg) ab (Proposition 2.3.3).

Bemerkung 4.4.8 (Gruppenoperation). In der Sprache der Gruppenoperatio-
nen besagt Proposition 4.4.7, dass die Gruppen SL(2,7Z) bzw. PSL(2,Z) via
Mobiustransformationen isometrisch auf (H, dy) operieren.

4.4.3 Transitivitat der Mobiustransformationen

Wir werden nun zeigen, dass uns Mobiustransformationen erlauben, Situa-
tionen in der hyperbolischen Ebene auf Situationen um die imaginéire Achse
zuriickzufiihren. Genauer gesagt, werden wir Transitivitatseigenschaften von
Mobiustransformationen untersuchen.

Mithilfe von Mobiustransformationen kénnen wir von jedem Punkt zu je-
dem anderen Punkt der hyperbolischen Ebene gelangen:

Proposition 4.4.9 (Transitivitidt der Mobiustransformationen 1). Die Operati-
on von SL(2,R) auf H durch Mébiustransformationen ist transitiv, d.h. fir
alle z,2' € H gibt es eine Matriz A € SL(2,R) mit

2= fa(z).

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass wir von jedem Punkt in H zu ¢ gelangen
kénnen: Sind z, 2z’ € H und sind A, A" € SL(2,R) mit fa(z) =i = fa(z'), so
folgt mit Proposition 4.4.4, dass fa—1 = (fa/)~* und

far-1.4(2) = farm10 fa(z) = (far) ' (6) = 2.

Sei z € H und sei z := Re(z), y := Im(z). Indem wir z horizontal um —z
verschieben, erhalten wir einen Punkt auf der imaginiren Achse; eine soge-
nannte diagonale Isometrie mit Faktor 1/,/y entlang der imaginiren Achse
bildet diesen Punkt dann auf i ab. Genauer: Sei

A= (1/6/?3 \%) . ((1) _1”5) € SL(2,R).

Dann gilt fa(z) =4, wie eine kleine Rechnung zeigt. O

Als Gegenstiick dazu bestimmen wir die Untergruppe der Mobiustransfor-
mationen, die den Punkt ¢ nicht bewegen:



120 4. Elementare riemannsche Geometrie

Proposition 4.4.10 (Stabilisator von i). Sei
Stab; := {A € SL(2,R) | fa(i) =i}

der Stabilisator von i unter der Mdbiustransformationsoperation auf H.
Dann gilt

Stab; = SO(2) — {<C°W _Siw) ' o€ [o,Q.W)}.

sing cosyp

Beweis. Dies ist eine einfache Rechnung (Ubungsaufgabe). O

Bemerkung 4.4.11 (die hyperbolische Ebene als homogener Raum). Nach
Propposition 4.4.9 und 4.4.10 kénnen wir die hyperbolische Ebene auch als
einen sogenannten homogenen Raum auffassen, ndmlich als

SL(2,R)/SO(2).

Indem man nun eine geeignete riemannsche Metrik auf SL(2,R) einfiihrt,
kann man durch diese Beschreibung auch die Geometrie der hyperbolische
Ebene definieren und untersuchen. Der Vorteil an dieser Interpretation ist,
dass SL(2,R) und SO(2) Gruppen sind, und somit zusétzliche Struktur besit-
zen, die man an einigen Stellen gut verwenden kann. Tatséchlich ist es genau
diese Struktur, die wir im folgenden ausgiebig nutzen werden.

Um die Geodéten der hyperbolischen Ebene zu verstehen, bendtigen wir
die folgende, stirkere, Transitivitdtseigenschaft von Mobiustransformationen:

Proposition 4.4.12 (Transitivitdt der Mobiustransformationen Il). Seien z, 2’ €
H mit z # 2'. Dann gibt es A € SL(2,R) mit

fa(z) =1 und Re(fa(2')) =0, Im(fa(2")) > 1.

D.h. wir konnen je zwei Punkte der hyperbolischen Ebene durch eine ge-
meinsame Mobiustransformation auf die imagindre Achse verschieben.

Beweis. Seien z,z’ € H. Nach Proposition 4.4.9 kénnen wir ohne Ein-
schrinkung annehmen, dass z = i ist und es geniigt somit eine Matrix A €
Stab; mit Re f4(2’) =0 und Im f4(2’) > 1 zu finden.

Dazu betrachten wir die stetige Abbildung

R:[0,2-7) — R

L Re(f<cosgo —sin go) (z’))

sing cosyp

Dann ist
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R(0) = Re(fg,(2")) =Rez

)=y ) =)= e

1 0

Also haben R(0) und R(7/2) verschiedene Vorzeichen. Nach dem Zwischen-
wertsatz existiert somit ein ¢ € [0,7/2) mit R(¢) = 0. Dies liefert eine
Matrix A € SO(2) = Stab; mit Re(fa(z’)) = 0.

Falls Im(f4(2")) < 1 ist, so betrachtet man

B = <(1’ _01> - A € SO(2) = Stab,

und erhilt so sowohl Re(fg(2’)) = Re(fa(z')) = 0 als auch die Imaginérteil-
bedingung Tm(f(=")) = —1/|f(z)? - Tm fa(=') > 1. O

4.4.4 Geodaten der hyperbolischen Ebene

Wir bestimmen nun alle Geodédten der hyperbolischen Ebene. Dazu verwen-
den wir die Beschreibung vertikaler Geoddten und die Abbildungs- bzw. Tran-
sitivitdtseigenschaften der Mobiustransformationen.

Satz 4.4.13 (Charakterisierung hyperbolischer Geodaten). Seien z,2’ € H
mit 2 # 2.

1. Dann gibt es genau eine [glatte] Geodite in (H,dy) von z nach 2'.

2. Und es gibt (bis auf Umparametrisierung® in R) genau eine [glatte]
geoddtische Gerade in (H,dy), die z und 2’ enthilt.

Genauer: Ist A € SL(2,R) mit Re(fa(z)) =0=Re(fa(z')) =0, soist fy-10
(t — i-e') eine geoditische Gerade durch z und 2z’ und die [glatte] Geodite
von z nach 2’ ist ein Segment davon.

Beweis. Da alle Mébiustransformationen [glatte] Isometrien sind (Proposi-
tion 4.4.7) und sehr transitiv auf der oberen Halbebene H operieren (Proposi-
tion 4.4.12), kénnen wir uns auf den Fall zuriickziehen, dass z = ¢ und 2’ = i-y
mit y € Ry ist. In diesem Fall folgt die Behauptung aus Proposition 4.3.8
bzw. Bemerkung 4.3.9. O

Bemerkung 4.4.14 (die hyperbolische Metrik, explizit). Man kann nun mit der
Beschreibung aus Satz 4.4.13 und der Berechnung vertikaler Abstéinde (Pro-
position 4.3.3) auch eine explizite Formel fiir die Metrik dy auf H herleiten:
Fiir alle z, 2" € H gilt

5D.h. viat = £ -t + a, wobei ¢ € {1,—1} und a € R ist
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- - --J----@----L——---
m—r m 0O m+r 1 a

Abbildung 4.5.: Verallgemeinerte Halbkreise in der oberen Halbebene

—
‘Z z

/‘2
1:7(z. 2") = arccosl (1 7)
dp(z,2") = arccosh(1 + 2.-Tmz-Im2z/

Dabei ist arccosh die Umkehrfunktion
arccosh: R>; — R
r+—In (;17 + \/127—1)
des Kosinus Hyperbolicus

cosh: R — R>;

e’ +e’ " .
x— ———— =cos(i-x).
2
Um hyperbolische Geodédten anschaulich noch besser zu verstehen, be-
trachten wir verallgemeinerte Halbkreise (Abbildung 4.5) und ihren Zusam-
menhang mit Mobiustransformationen:

Definition 4.4.15 (verallgemeinerter Halbkreis). Ein verallgemeinerter Halb-
kreis ist eine Teilmenge K C H der folgenden Form:

e Esgibteinm e Rundeinr € Rygmit K ={z€ H||z—m| =1}
oder

o esgibteina e Rmit K ={a+i-t|te€Rso}.
Proposition 4.4.16 (M&biustransformationen und Halbkreise). Ist A € SL(2,R),

so bildet die Mobiustransformation fa verallgemeinerte Halbkreise auf ver-
allgemeinerte Halbkreise ab.
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Beweis. Nach Bemerkung 4.4.6 geniigt es, die Behauptung fiir Matrizen der

Form
1 b 0 1
0o 1/’ -1 0

mit b € R und ihre Inversen zu zeigen. Im ersten Fall (horizontale Translati-
on) ist dies klar; im zweiten Fall kann es durch Nachrechnen gezeigt werden
(Ubungsaufgabe). Man beachte dabei, dass die Inversen dieser beiden Typen
von Matrizen Mdobiustransformationen derselben Art liefern. O

Korollar 4.4.17 (hyperbolische Geodéten sind verallgemeinerte Halbkreise). Ins-
besondere sind [glatte] Geodditen bzw. geoditische Geraden in (H,dy) genau
die (korrekt parametrisierten) Segmente von verallgemeinerten Halbkreisen
n H.

Beweis. Dies folgt nun direkt aus der Charakterisierung hyperbolischer Geo-

déaten in Satz 4.4.13 und der Vertréglichkeit von Mébiustransformationen mit
verallgemeinerten Halbkreisen (Proposition 4.4.16). O

Bemerkung 4.4.18 (Glattheit hyperbolischer Geodaten). Wir kénnen nun
zeigen, dass die Charakterisierung vertikaler Geoditen (und damit aller
Geoditen in (H,dy)) auch fiir allgemeine metrische Geodéten (und nicht
nur fiir glatte) gilt; insbesondere sind alle Geodéten in (H,dp) sogar glatt:

Sei y € Roy und sei n: [0, L] — H eine metrische Geodéte in (H,dy)
von ¢ nach 7 - y; insbeondere L = Iny.

e Wir zeigen zunidchst Ren = 0: Angenommen, Ren # 0, d.h. es gibt
ein ¢ € (0,L) mit Re(n(t)) # 0. Nach Satz 4.4.13 gibt es eine glatte
Geodéte v1: [0,t] — H in (H,dy) von i nach n(t) und eine glat-
te Geodéte v9: [0,L —t] — H in (H,dy) von n(t) nach i - y. Sei
p: H — H die Projektionsabbildung aus Proposition 4.3.3. Dann folgt
mit Satz 4.3.6, der vertikalen Abschiitzung (Proposition 4.3.3) und der
vertikalen Abstandsberechnung aus Proposition 4.3.8:

L=t+L—t
= dp (71(0),71 () + dar (v2(t),72(L))
> dH(PO%( ;pom(t)) +du(pory(t),poa(L))
= |ln Im~ () — InIm~; (0 ‘ + ’ln Im~s(L) — InIm q’g(t)‘
= |ln Imn(t) — InImn( )‘ + }lnhnn L) - hlIInn(t)‘

> |ln Imn(L) — InIm 7}(0){
=lny=1L,

was nicht sein kann.

e Nach dem vorherigen Schritt ist Ren = 0. Aus der Geodétenbedingung
folgt direkt, dass n injektiv ist. Wegen Im7(0) = 1 und Imn(L) = y
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9n

Abbildung 4.6.: Die hyperbolische Ebene erfiillt das Parallelenaxiom nicht

und der Tatsache, dass Geoditen stetig sind, erhalten wir mit dem
Zwischenwertsatz, dass Im 7 streng monoton wachsend ist. Fiir alle ¢t €
(0, L) gilt somit

t—0=dg(n(t),n(0)) =nImn(t) — InImn(0) = InImn(t)

bzw. n(t) =i - et.

Somit gilt die Eindeutigkeit aus Proposition 4.3.8 auch fiir allgemeine metri-
sche Geodéten; analog erhélt man auch die allgemeine Variante von Bemer-
kung 4.3.9.

Bemerkung 4.4.19 (Parallelenaxiom). Auerdem folgt, dass (H,d) die fol-
gende Version des Parallelenaxioms nicht erfiillt: Zu jeder geodétischen Gera-
de g und zu jedem Punkt z, der nicht auf g liegt, gibt es nur eine geodétische
Gerade (bis auf Umparametrisierung), die durch z geht und g nicht schneidet.
Genauer gilt: Ist g: R — H und ist z € H \ g(R), so gibt es unendlich
viele geodétische Geraden (g, )nen in (H,dy) mit folgenden Eigenschaften:

e Fiir alle n € Nist z € g, (R) und ¢,(R) N g(R) = 0.
e Fiir alle n,m € N mit n # m ist g,(R) N gm(R) = {z}.

Dies lésst sich leicht anhand der Charakterisierung von hyperbolischen geodéti-
schen Geraden in (H,dp) (Korollar 4.4.17) einsehen (Abbildung 4.6).
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445 Winkel

Im néchsten Abschnitt werden wir die gesamte Isometriegruppe von (H, dg)
bestimmen. Dazu ist es giinstig, Winkel als Hilfsmittel und Invariante zur
Verfligung zu haben. Wie bei der Linge von Kurven und Isometrien gibt es
auch bei Winkeln in der hyperbolischen Ebene zwei Varianten — riemannsche
Winkel und metrische Winkel.

Definition 4.4.20 (hyperbolischer Winkel).  Seien ~;: [0,L;] — H und
v2: [0, La] — H glatte Kurven in H? mit v1(0) = 42(0) und 41(0) # 0 #
42(0). Dann definieren wir den hyperbolischen Winkel zwischen 1 und 7,
durch

<’3/1 (0)7 '3/2 (0)>H,’Yl (0)
191 (O) | 22,71 0y * 152 ()] 22,72 (0)

< (71, 72) = < (§1(0), 32(0)) := arccos € [0, 7).

Bemerkung 4.4.21 (Winkeltreue des Halbebenenmodells). Ein Vorzug des
Halbebenenmodells der hyperbolischen Ebene ist, dass es winkeltreu ist: Sind
v1 und s glatte Kurven in H mit gemeinsamem Startpunkt z, so gilt

< (11,72) = <U1,72)s

daja (-, ). durch Skalierung aus dem Standardskalarprodukt hervorgeht
und somit dieselben Winkel definiert. Hyperbolische Winkel lassen sich im
Halbebenenmodell also direkt als euklidische Winkel ablesen.

Wie in Ausblick 3.3.6 angedeutet kénnen wir auch hyperbolische Winkel
durch die hyperbolische Metrik ausdriicken; fiir uns wird die folgende, leicht
vereinfachte, Version geniigen:

Proposition 4.4.22 (metrische Beschreibung hyperbolischer Winkel). Seien
v1:[0,L1] — H, 7y2: [0, Ly] — H Geoditen in (H,dg) mit v1(0) = v2(0).
Dann gilt

(1 B dH(’Yl(t)fYQ(t))Q).

<a(71,72) = %E}é arccos WY

Beweis. Aus der Charakterisierung der Geodéten in (H,dpy) (Satz 4.4.13
und Bemerkung 4.4.18) wissen wir, dass alle Geodéten in (H,dy) glatt sind;
insbesondere ist der hyperbolische Winkel tatséchlich definiert.

Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass 11 (0) = i = 12(0) gilt,
denn: Sowohl der hyperbolische Winkel als auch der Ausdruck auf der rechten
Seite sind invariant unter riemannschen Isometrien. Da die M&biustransfor-
mationen transitiv auf H operieren (Proposition 4.4.9) kénnen wir also den
Basispunkt der beiden Kurven als ¢ wéhlen.
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Auflerdem kénnen wir ohne Einschriankung 44 (0) # 42(0) annehmen, denn:
Aus der Charakterisierung der Geodéten in (H, dy) folgt ndmlich, dass sonst
bereits 71 und 7, auf dem Intervall [0, min(Lq, L2)] iibereinstimmen, und in
diesem Fall gilt die Behauptung offenbar.

Nach Definition des hyperbolischen Winkels und da (-, )g; = (-,-) das
Standardskalarprodukt ist, gilt

<g(71,72) = <u (71(0){72(0)) = 4(71(0)»72(0))~

Aus der Charakterisierung der Geodéten in (H, dpy) folgt auch ||4,(0)||a,: =
I17;(0)|]2 = 1 fiir j € {1,2}. Also liefert die Definition der Winkel zusammen
mit Polarisierung (Proposition 3.1.6), dass

<a(71,72) = arccos<1 — % . H%(O) - %(O)HE).

Wir werden nun || (0) —42(0)||2 durch die hyperbolische Metrik ausdriicken.
Mit der trivialen und der vertikalen Abschitzung (Proposition 4.3.2 und
4.3.3) erhalten wir: Zu jedem ¢ € Ry gibt es ein T € R+ mit

Vieor) (1—¢)-da(71(t),72(t)) < du (11(t),72(t)) < (1+e)-da (71 (t), 72(t)).

Mit der Beschreibung der Ableitung 41 (0) —42(0) durch den Differentialquo-
tienten folgt daher

A (1 (t),72(t)) dy (71 (1), 72(t))

1i <(1+e¢)-l =1+
R e ] e S O R ]
und analog
lim inf dH_(’Yl(t)”_yz(t)) >1—e.
=0 ¢ [[51(0) = 32(0)|,
Also ist

Ay (n(t),72(t)) . .
}g% - 5 = ||71(0) - 72(0)H2'

Setzen wir dies in die obige Beschreibung von <tz (7y1,72) ein, so erhalten wir
mit der Stetigkeit von arccos die Behauptung. O

Korollar 4.4.23 (Isometrien der hyperbolischen Ebene sind winkeltreu). Sei f €
Isom(H,dgr) und seien v1,ve2 Geoddten in (H,dg) mit v1(0) = v2(0). Dann
gilt

< (fom, fore)=<u(,:72)

Beweis. Da f eine Isometrie ist, sind auch f o ~; und f o v, Geodéten
in (H,dy) mit fo~,(0) = f o~2(0). Mit Proposition 4.4.22 folgt dann

<a(fov, fore)=<<a(v,72) [
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4.4.6 Die Isometriegruppe der hyperbolischen Ebene

Aus der Klassifikation der hyperbolischen Geodéten und der Winkeltreue
hyperbolischer Isometrien kénnen wir nun mit etwas Geschick die gesamte
Isometriegruppe von (H,dy) bestimmen:

Satz 4.4.24 (die hyperbolische Isometriegruppe). Die Gruppe Isom(H,dgr)
wird von der Menge

{fa]l AeSLE2,R)}U{z—~ —Z}

erzeugt. Insbesondere sind alle Isometrien von (H,dy) bereits glatte Diffeo-
morphismen und riemannsche Isometrien und Isom(H, dg) = Isom(H?).

Beweis. Sei f € Isom(H,dy).

@ Nach Proposition 4.4.12 (und der Beschreibung der hyperbolischen Me-
trik auf der imagindren Achse) konnen wir ohne Einschriankung anneh-
men, dass f(i) =4 und f(2-4) =214 gilt.

@ Da f als Isometrie geoditische Geraden auf geoditische Geraden ab-
bildet, folgt mit der Charakterisierung vertikaler geodétischer Geraden
(Bemerkung 4.3.9), dass dann bereits

Vyers, [fli-y)=i-y
gilt.

® Da f als Isometrie insbesondere ein Homéomorphismus H — H ist
und H \ i - Rsg in die zwei (Weg)Zusammenhangskomponenten P :=
{z€ H|Rez >0} und N :={z € H | Rez < 0} zerfillt, gilt

f(py="r und f(N)=N

oder
f(P)=N und f(N)=P.

Indem wir im zweiten Fall die Isometrie (z — —Z) (Spiegelung an der
imaginiren Achse) anwenden, kénnen wir ohne Einschrinkung anneh-
men, dass wir uns im ersten Fall befinden.

@ Wir zeigen nun, dass f = idg ist: Sei z € H. Ist Rez = 0, so wissen
wir bereits nach Schritt @, dass f(z) = z ist. Wir betrachten nun den
Fall, dass Rez > 0 ist (der Fall Rez < 0 geht vollig analog). Aus der
Charakterisierung der geodétischen Geraden in (H, dg) durch verallge-
meinerte Halbkreise (Korollar 4.4.17) folgt: Es gibt (bis auf Umpara-
metrisierung) genau eine geodétische Gerade g in H, die durch z geht
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Abbildung 4.7.: Orthogonale geodétische Geraden und Isometrien

und die vertikale geodiitische Gerade (t — i - €!) orthogonal schneidet;
sei 2’ dieser Schnittpunkt (Abbildung 4.7).

Wir wenden nun die Isometrie f auf diese Situation an. Da f als Isome-
trie geodétische Geraden auf geodétische Geraden abbildet und winkel-
treu ist (Korollar 4.4.23), folgt wegen f(2') = 2/, dass (fog)(R) = g(R)
ist. Aulerdem liegt f(z) auf f o g und es gilt

dy (f(z)v f(zl)) = dH(Za Z/);

wir konnen f(z') also finden, indem wir auf fog = g von f(2') = 2z’ aus
die Léange dy (f(2), f(2')) = du(z,2") zuriicklegen. Wegen Re z > 0 ist
nach Schritt @ auch Re f(z) > 0. Also ist f(z) = z.

Aus den obigen Schritten folgt, dass wir die urspriingliche Isometrie f als Pro-
dukt von Mobiustransformationen bzw. der Spiegelung (z — —%) schreiben
konnen. Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung 4.4.25 (orientierungserhaltende Isometrien der hyperbolischen Ebe-
ne). Analog zeigt man, dass die Gruppe der orientierungserhaltenden Isome-
trien von (H,dy) zu PSL(2,R) isomorph ist: Wir nennen f € Isom(H,dpy)
orientierungserhaltend, wenn det T, f > 0 fiir alle z € H gilt. Sei Isom™ (H, dg)
die Gruppe(!) der orientierungserhaltenden Isometrien von (H,dy). Dann
zeigt der Beweis von Satz 4.4.24, dass

PSL(2,R) — Isom™ (H,dy)
A— fA

ein wohldefinierter Gruppenisomorphismus ist.
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Bemerkung 4.4.26 (Unabhingigkeit des Parallelenaxioms). Mit den bisher ent-
wickelten Techniken kann man zeigen, dass die Geometrie der hyperbolischen
Ebene alle Hilbertschen Axiomen bis auf das Parallelenaxiom erfiillt; dazu
miissen natiirlich die Begriffe ,,Geraden® etc. in der hyperbolischen Ebene
korrekt interpretiert werden. Andererseits erfiillt die euklidische Geometrie
alle Hilbertschen Axiome (inklusive Parallelenaxiom). Also ist das Paralle-
lenaxiom von den restlichen Axiomen von Hilbert unabhéngig.

4.5 Hyperbolische Dreiecke

Wir illustrieren die Eigenschaften der hyperbolischen Geometrie anhand von
geodétischen Dreiecken in der hyperbolischen Ebene. Insbesondere werden
wir sehen, dass sich die Geometrie der hyperbolischen Dreiecke essentiell von
der Geometrie der euklidischen Dreiecke unterscheidet.

45.1 Flachen, Winkel und der Satz von GauB-Bonnet

Im Gegensatz zu euklidischen geodétischen Dreiecken ist der Flédcheninhalt
hyperbolischer geodétischer Dreiecke beschrankt. Dieses Phénomen héangt
eng damit zusammen, dass die Winkelsumme hyperbolischer geodétischer
Dreiecke nicht konstant und stets kleiner als 7 ist.

Wir beginnen mit der Definition des hyperbolischen Flicheninhalts {iber
die riemannsche Metrik bzw. ein geeignetes Integral. Bei der Definition ist
zu beriicksichtigen, dass wir die Abweichung des lokalen hyperbolischen Ska-
larprodukts vom Standardskalarprodukt durch einen geeigneten Vorfaktor
modellieren. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf die Integration
von nicht-negativen Funktionen.

Definition 4.5.1 (hyperbolischer Flacheninhalt). Sei f: H — R>( eine messba-
re Abbildung® Dann definieren wir das Integral von f tber H? durch

/Hf dvoly = /Hf(x,y) “\/det Gy (o) d(z,y)

z/ iQ f(2,y) d(z,y) € Rxo U {oo},
HY

wobei ( ) ( |
_ [ 9H,(zy)\€1,€1 9H,(z,y)\€1, €2

GH,(a:,y) = (gH( y)(e . ) ( y)(e . ))
J(z,y)\€2,€1)  GH (z,y)\ €2, €2

SD.h. messbar beziiglich der von der Topologie induzierten Borel-o-Algebra; da die Me-
trik dy die Standardtopologie auf H induziert (Bemerkung 4.3.5), entspricht diese
Messbarkeit einfach der gewdhnlichen Messbarkeit auf H C R2.
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und ey, ez € Ty, (5, H = R? die Standardeinheitsvektoren sind.
Ist A C H messbar, so definieren wir den hyperbolischen Fldicheninhalt
von A durch

,qu(A) = / xa dvoly € RZO U {OO}7
H
wobei

xa: H — Ry

1 fallsze A
z
0 fallsz¢g A

die charakteristische Funktion von A ist.

Wir fassen hierbei f I dvoly einfach als Notation auf. Tatsdchlich kann
man diesen Term mithilfe von Differentialformen in sinnvolle Einzelteile zer-
legen und erhélt dann aber letztendlich dasselbe Integral.

Proposition 4.5.2 (Isometrien sind flachentreu). Sei A C H messbar und sei
f € Isom(H,dg). Dann ist f(A) messbar und

psz (F(A)) = pmz (A).

Beweis. Nach Satz 4.4.24 ist f eine riemannsche Isometrie von HZ2. Die
Féchentreue folgt daher mithilfe des Transformationssatzes aus den Defini-
tionen (Ubungsaufgabe). O

Als letzte Zutat bendtigen wir noch etwas Notation fiir geodétische Drei-
ecke in (H,dp): Sei A := (y0: [0, Lo] = H,v1: [0, L1] = H,72: [0, Ls] — H)
ein geodétisches Dreieck in (H, dp ), dessen Bild nicht in einer Geodéten ent-
halten ist. Aus der Charakterisierung der Geoditen in (H,dy) ergibt sich,
dass sich 79,71, 72 nur in den Endpunkten treffen und diese Geodéten somit
auch ein Polygon in (H,dg) liefern. Da H zu R? homdomorph ist, gilt der
Jordansche Kurvensatz auch in H. Insbesondere kénnen wir wie in Definiti-
on 3.3.9 auch das Innere A° und den Flicheninhalt

e () = g (A%)

dieses Polygons definieren. Aulerdem definieren die Geodéten g, 1,72 drei
Winkel

<H(7277f)) <IH(’Y07’727)7 <IH(’717’YJ)

wobei 7, die entsprechend umgedrehte Geodéte zu ; bezeichnet.

Satz 4.5.3 (Satz von GauB-Bonnet fiir die hyperbolische Ebene). Sei A ein
geoditisches Dreieck in (H,dg) mit Winkeln o, 8,7y und das Bild von A sei
nicht in einer gemeinsamen Geoddten enthalten. Dann gilt

pmz(A) =7 — (0 + B +7).
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A%w

-
\

Abbildung 4.8.: Beweis des hyperbolischen Satzes von Gaufl-Bonnet, eine
Ecke ,auf dem Rand*

Insbesondere ist die Winkelsumme in hyperbolischen geoddtischen Dreiecken
kleiner als w und der Flicheninhalt ist durch ™ nach oben beschrinkt.

Beweis. Wir bestimmen zunéchst den Flécheninhalt gewisser verallgemeiner-
ter Dreiecke, die einen ,, Eckpunkt auf dem Rand der hyperbolischen Ebene*
haben, und zeigen dann, wie man daraus mit einem einfachen Zerlegungsar-
gument den Fall geodétischer Dreiecke ableiten kann.

@ Seien ¢, € [0, 7] mit ¢ + ¢ < 7 und sei

App ={(z,y) € H | € [cos(m — @), cos ], y > /1 — a2}

(Abbildung 4.8). Offenbar ist A, ,; eine abgeschlossene Teilmenge von H
und somit messbar. Wir zeigen nun, dass

puz(Apy) =m = (p + )

ist: Mit der Definition des hyperbolischen Fliacheninhalts, dem Satz von
Fubini und der Transformationsformel folgt

cos [e's) 1
pmz (Apy) = / XA, dvoly = / — dy dz
H cos(m—p) JVI—z2 Y
cos 1 %
= ——dzr = —1dt
/COS(TI'—LP) m T—¢

=7~ (p+1).
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Abbildung 4.9.: Beweis des hyperbolischen Satzes von Gauf-Bonnet

@ Wir kommen nun zu unserem eigentlichen geodétischen Dreieck zuriick:

Mithilfe von Mobiustransformationen konnen wir erreichen, dass die
Seite ,gegeniiber von S“auf einer vertikalen Geodéten liegt (Proposi-
tion 4.4.12), dass das Bild von A oberhalb der Geoditen ,,gegeniiber
von v liegt und so dass der Halbkreis zur Geodéten , gegeniiber von
Radius 1 und Mittelpunkt 0 hat (horizontale Translation und diagona-
le Isometrie). Man beachte dabei, dass Mobiustransformationen auch
winkeltreu (Korollar 4.4.23) und flichentreu (Proposition 4.5.2) sind.

Da das Halbebenenmodell winkeltreu ist (Bemerkung 4.4.21), kénnen
wir nun die wesentlichen Winkel mit euklidischen Berechnungen be-
stimmen. Insbesondere sehen wir zusammen mit der Charakterisierung
hyperbolischer Geoditen, dass a + f < 7 ist. Somit liegt A° ganz
in Ay pyp (wobei 8 wie in Abbildung 4.9 gegeben ist). Zusétzlich
zeigt eine diagonale Isometrie, dass der Abschluss des Komplements
Anprp \ (ImAUA®) zu A,_, g isometrisch ist.

Also erhalten wir mit Schritt ® und Proposition 4.5.2, dass

pr2 (A°) = ppe (Aa,prp) — pime (An—y,p0)
=r—(a+B+p)-m+(mr—7y+5)
=T = (Oé + B + 7)7

wie behauptet. O
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Abbildung 4.10.: Ein regulires hyperbolisches Dreieck; rot gestrichelt: der
Grenzfall fiir y — 0

Caveat 4.5.4 (Nicht-Invarianz der Winkelsumme). In der hyperbolischen Geo-
metrie ist die Winkelsumme in geodétischen Dreiecken keine Invariante!
(s. nachfolgendes Beispiel)

Beispiel 4.5.5 (reguldre hyperbolische Dreiecke). Sei f: H — H die Mobi-
ustransformation zu der Matrix

(Cf’sg _Sm;”;) € SL(2,R).
Sin 3 COS 3

Zu y € (0,1) betrachten wir die Punkte zo(y) := i - y sowie z1(y) := f(i - y)
und 25(y) = f2(i - y). Seien ag(y), a1(y), az(y) die entsprechenden Winkel
des von z(y), z1(y), 22(y) aufgespannten (eindeutigen!) geodétischen Drei-
ecks in (H,dp).

Einfache Rechnungen zeigen nun (Ubungsaufgabe):

[t

 Bsgilt fofof=idy.

2. Es gilt du(20(y), 21(y)) = du(21(y), 22(y)) = du(22(y), 20(y))-
3. Es gilt ag(y) = a1 (y) = aa(y) > 0.

4. Bs gilt lim,_o ag(y) = 0.

Insbesondere gibt es regulire hyperbolische Dreiecke mit unterschiedlichen
Winkeln und unterschiedlichen Winkelsummen.
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Abbildung 4.11.: Eine Pflasterung von (H,dgy) durch kongruente regulire
geodétische Dreiecke mit Innenwinkel 45°

Zum Beispiel kann man somit die hyperbolische Ebene mit kongruenten
regulidren Dreiecken pflastern, deren Winkel jeweils 45° (also 7/4) betrigt
(Abbildung 4.11).

Analog kann man auch hyperbolische regulidre n-Ecke mit beliebig klei-
nen Innenwinkeln konstruieren. Als Konsequenz davon erh#lt man, dass es
viele Moglichkeiten gibt, die hyperbolische Ebene mit kongruenten hyperbo-
lischen reguldren n-Ecken zu pflastern. Besonders ansprechend sehen diese
Pflasterungen im Poincaréschen Scheibenmodell aus.

Ausblick 4.5.6 (Poincaré-Scheibenmodell und regulire Pflasterungen der hyper-
bolischen Ebene). Die Cayley- Transformation

C:H—E:={2eC| 2| <1}
z—1
z41

Z

ist ein glatter Diffeomorphismus zwischen H und E' C C (Abbildung 4.12).
Ubertrigt man die riemannsche Metrik gy auf H mithilfe von C' auf F, so
erhélt man die durch

4 - (do® + dy?)

(1= (=2 +y%))?
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geoditische Geraden keine geodétischen Geraden

Abbildung 4.13.: Geodiitische Geraden im Poincaréschen Scheibenmodell

beschriebene riemannsche Metrik gg auf E. Sei dg die vom entsprechen-
den Liangenbegriff induzierte Metrik auf E. Nach Konstruktion ist dann
C: H — F eine Isometrie beziiglich dg bzw. dg; insbesondere ist die offene
Kreisscheibe E mit dieser (riemannschen) Metrik ein Modell der hyperboli-
schen Ebene, das sogenannte Poincarésche Scheibenmodell.

Welche Eigenschaften hat das Scheibenmodell?

e Da die Cayley-Transformation C' winkeltreu (sowohl beziiglich gy
und ¢gg als auch beziiglich der euklidischen Metrik) ist, ist ebenso
wie das Halbebenenmodell (Bemerkung 4.4.21) auch das Poincarésche
Scheibenmodell ein winkeltreues Modell der hyperbolischen Ebene.

e Bilder geoditischer Geraden im Scheibenmodell sind genau die Durch-
messer von F bzw. die Kreisbogen, die den ,Rand“ {z € C | |z| = 1}
orthogonal schneiden (Abbildung 4.13).

Beispiele fiir regulidre Pflasterungen der hyperbolischen Ebene finden sich
in Abbildung 4.14. Eindrucksvolle Varianten von Pflasterungen der hyper-
bolischen Ebene durch kongruente Vierecke sind Eschers Holzschnitte Clir-
kellimiet I und Cirkellimiet IV [19]. Etwas vertrackter ist die Situation bei
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Abbildung 4.14.: Reguldre Pflasterungen der hyperbolischen Ebene
(Tomruen@Wikipedia)

Eschers Cirkellimiet ITT [18] und manchen seiner Werke, die an das Halbebe-
nenmodell erinnern.

Im Gegensatz zur euklidischen Geometrie gilt in der hyperbolischen Ebene
der Kongruenzsatz WWW; dieser Satz kann zum Beispiel iiber einen spezi-
ellen hyperbolischen Kosinussatz und die konkrete Beschreibung der Isome-
triegruppe Isom(H, dy) bewiesen werden.

Satz 4.5.7 (Kongruenzsatz WWW fiir hyperbolische Dreiecke). Haben zwei
geoditische Dreiecke in (H,dy) (die jeweils nicht in einer Geoditen liegen)
dieselben Winkel, so sind sie bereits in (H,dp) kongruent.

Mithilfe der Winkelsumme kénnen wir auflerdem auch nachweisen, dass die
hyperbolische und die euklidische Ebene nicht nur nicht global isometrisch
sind, sondern sogar lokal nicht isometrisch sind:

Korollar 4.5.8 (H? ist nicht lokal euklidisch, und umgekehrt). Seien U C
R? und V. C H nicht-leere offene Mengen. Dann gibt es keine Isome-
trie (U,d2) — (V,dg).

Beweis. Angenommen, es gibt eine Isometrie f: (U,dy) — (V,dgy). Insbe-
sondere bildet diese Isometrie geodétische Dreiecke auf geodéitische Dreiecke
ab. Mit der metrischen Beschreibung der Winkel zwischen Geodéten in der
euklidischen bzw. der hyperbolischen Ebene (Ausblick 3.3.6 und Propositi-
on 4.4.22) folgt auBlerdem, dass f auch winkeltreu ist.

Da U nicht-leer und offen ist, enthélt U ein euklidisches geodétisches Drei-
eck A, das nicht in einer einzigen Geoditen enthalten ist; dieses hat die
Winkelsumme 7 (Satz 3.3.4). Das geoditische Dreieck A wird durch f auf
ein geodéitisches Dreieck A’ in (V,dp) abgebildet (das auch nicht in einer
einzigen Geodéten enthalten ist). Da f winkeltreu ist, hat somit auch A’
Winkelsumme 7, im Widerspruch zum Satz von Gaufi-Bonnet (Satz 4.5.3).

Also gibt es keine solche Isometrie. O
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V2 T

Y0

C-Schlauch um im s C-Schlauch um imy;

Abbildung 4.15.: Diinnheit hyperbolischer geoditischer Dreiecke (schema-
tisch, im Scheibenmodell)

4.5.2 Hyperbolische Dreiecke sind diinn

Hyperbolische geoditische Dreiecke sind im folgenden Sinne diinn (Abbil-
dung 4.15):

Satz 4.5.9 (Diinnheit hyperbolischer Dreiecke). Es gibt eine Konstante C €
R>o mit: Ist (y0: [0,Lo] = H,v1: [0, L1] = H,~2: [0, L2] — H) ein geoditi-
sches Dreieck in (H,dy) und ist t € [0, Lo|, so gibt es

e ein s € [0, L] mit dg (’Yo(t)fh(s)) <C.
e oder ein s € [0, L] mit dg (yo(t),72(s)) < C.

Etwas kiirzer und symmetrischer lisst sich das wie folgt formulieren: Zu je-
dem j € {0,1,2} und x € im~y; gibt es ein k € {0,1,2}\{j} und einy € im~y,
mit dg(x,y) < C.

Man kann dies zum Beispiel durch sorgfiltige Langenabschitzungen zei-
gen. Wir wahlen einen Beweis {iber den Flicheninhalt, da wir bei dieser
Gelegenheit auch ein anderes Phidnomen der hyperbolischen Ebene illustrie-
ren kénnen. Als Hilfsmittel benttigen wir eine Flacheninhaltsabschétzung fir
hyperbolische Kreise:

Proposition 4.5.10 (Wachstum des hyperbolischen Flicheninhalts). Fir al-
ler € Ruqo gilt
e (B (1) 2 et (1 - e7%)

Insbesondere wdchst also der Flicheninhalt hyperbolischer Kreise exponenti-
ell in Abhingigkeit vom Radius.
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Abbildung 4.16.: Beweis der Diinnheit hyperbolischer Dreiecke

Beweis. Sei r € R>19. Einfache Abschétzungen zeigen, dass
Q= {a:—l—i-y ‘ T e [O,e"/m}7 y € [1767'/2]}
ganz in BZ(H’dH )(7") enthalten ist. Also ist

p2 (Bi(H’dH)(T)) > pmz (Qr)-

Aus der Definition des hyperbolischen Flécheninhalts erhélt man aufler-
dem g2 (Q,) = €/10 . (1 — e="/?). (Ubungsaufgabe) O

Man beachte, dass der Flicheninhalt euklidischer Kreise in (R?,ds) qua-
dratisch in Abhéngigkeit vom Radius wichst.

Beweis von Satz 4.5.9. Nach Proposition 4.5.10 iiber das Flachenwachstum
in der hyperbolischen Ebene gibt es ein C' € Rs g mit

pgz (BE(0)) > 4.

Sei nun A := (79, 71,72) ein geoditisches Dreieck in (H,dp) und sei z €
img. Ohne Einschréinkung kénnen wir annehmen, dass das Bild von A nicht
in einer Geodéten enthalten ist (denn sonst ist die Behauptung offensichtlich
erfiillt). Aufgrund der Transitivitit der Mobiustransformationen (Proposi-
tion 4.4.12 und eine diagonale Isometrie) kénnen wir ohne Einschrinkung
annehmen, dass im g auf der imagindren Achse liegt und dass x = i ist.
Angenommen, es gibt kein y € im~y; Uim e mit dy (z,y) < C. Dann folgt

B (0) € A° Uimng U f(A°),
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(0,4-C)

(0,0)

Abbildung 4.17.: In der euklidischen Ebene gibt es dicke geoditische Dreiecke

wobei f: z — —Z die Spiegelung an der imaginéren Achse bezeichnet (Abbil-
dung 4.16). Da f als Isometrie flichentreu ist (Proposition 4.5.2), folgt mit
dem Satz von Gaufl-Bonnet (Satz 4.5.3)

47 < e (BI(C))
< gz (A) + prsz (imyo) + 2 (F(A°))
= ppe (A) + 0 + pgz (A)
<2-m,

was nicht sein kann.
Also gibt es ein y € imy; Uim~y, mit dy(z,y) < C. O

Bemerkung 4.5.11 (euklidische Dreiecke). Die Eigenschaft aus Satz 4.5.9
steht in starkem Kontrast zur euklidischen Situation: Zu jedem C' € R+ gibt
es ein geodiitisches Dreieck (v9,71,72) in (R?,dy) und einen Punkt in im 7o,
der weiter als C' von imy; und im 5 entfernt ist. Man kann zum Beispiel das
geoditische Dreieck in (R?, ds) mit den Ecken

(0,0), (4-C,0), (0,4-0C)
und den Punkt (2-C,2 - C) auf der Geodéten von (4 - C,0) nach (0,4 - C)
betrachten (Abbildung 4.17).

Ausblick 4.5.12 (globale negative Kriimmung). Wir werden in Kapitel 5.3 se-
hen wie man die Diinnheitseigenschaft geodétischer Dreiecke umgekehrt nut-
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zen kann, um eine Definition globaler negativer Kriimmung von metrischen
RéAumen zu formulieren.

4.6 Vergleich mit spharischer Geometrie

Wir vergleichen nun die Situation der hyperbolischen Ebene mit der sphéri-
schen Geometrie, d.h. mit der Geometrie von S2. Wir werden dies nicht im
Detail ausfiihren, sondern nur die wichtigsten Punkte kurz zusammenfassen.

Die Sphéare. Wir betrachten die zweidimensionale Sphére
5? :={z eR®| |z, =1} C R

Mithilfe des Satzes vom reguliren Wert (angewendet auf x + [|z[|3) kann
man sich leicht iiberlegen, dass S? von R? eine glatte Struktur erbt und eine
zweidimensionale glatte Mannigfaltigkeit bildet. Eine Abbildung nach S? ist
somit genau dann glatt, wenn die Verkniipfung mit der Inklusion S? — R3

glatt ist.
Der Bequemlichkeit halber werden wir Punkte auf .S 2 oft mit ,,geographi-
schen® Bezeichnungen (wie Nordpol, Siidpol, Aquator, ...) versehen.

Das Tangentialbiindel der Sphére. Eine erste technische Schwierigkeit gibt es
bei der Beschreibung des Tangentialbiindels von $2, da das Tangentialbiindel
von S? im Gegensatz zum Tangentialbiindel von R? oder H nicht trivial ist.
Man kann sich an dieser Stelle aber mit dem folgenden Trick retten: Ist x €
52, so kann man den Tangentialraum T}.52 vermoge der Inklusion S$? — R3
kanonisch mit dem zweidimensionalen R-Vektorraum

{veR?|v Lz}

identifizieren (wobei sich ,, L “ auf das gewohnliche Skalarprodukt auf R? be-
zieht). Im folgenden werden wir immer diese Beschreibung von 7},.5? verwen-
den und koénnen Ableitungen von Abbildungen nach S? wie gewohnt berech-
nen.

Die sphérische riemannsche Metrik. Auf S? betrachten wir die riemannsche
Metrik gg, die durch

95,z = ()| 1,52 %1, 52
fiir alle € S? gegeben ist, wobei (-,-) das Standardskalarprodukt auf R?
ist. Wir schreiben S? fiir die riemannsche Mannigfaltigkeit (.S, gs). AuBerdem
verwenden wir die Notation (-,-)s fiir gs . fir x € S% und || - ||s,. fiir die
davon induzierte Norm auf T,S2.

Lange, Metrik, Winkel, Flacheninhalt. Mithilfe der riemannschen Metrik gg
auf S? kénnen wir wie im hyperbolischen Fall die Linge Lg2 glatter Kurven
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Abbildung 4.18.: Unendlich viele Geodéten zwischen Nord- und Siidpol

definieren: Ist «y: [Ty, T1] — S? glatt, so setzt man

T
Ler(y) = /T 190l 0y et € Bo.
0

Dies liefert die Metrik(!)

dsl 52 st —>RZO

(z,2') — inf{Lg2(7) | 7 ist eine glatte Kurve in S von « nach 2’}

auf S2.

Auflerdem kann man analog zur hyperbolischen Ebene mithilfe der rie-
mannschen Metrik gg sphérische Winkel zwischen glatten Kurven in S? de-
finieren (und eine metrische Beschreibung dafiir ableiten), sowie sphdrische
Integrale fiir messbare Funktionen S? — R>( und sphdrische Flicheninhal-
te pg» fiir messbare Teilmengen von S? definieren.

Beispiel 4.6.1. Man kann zeigen, dass der Aquator die Linge 2-7 hat und dass
der Abstand zwischen Nord- und Siidpol beziiglich dg genau 7 ist. Auflerdem
gilt

/LSQ(SZ) =4-T.

Geoditen. Sorgfiltige Abschétzungen zeigen wie im hyperbolischen Fall, dass
Geodiiten in (S?,dg) immer glatt sind und dass die Bilder von Geodéten
in (5%,ds) genau die Segmente von halben GroBkreisen auf S? sind. Ein
GrofSkreis auf S? ist der Schnitt eines zweidimensionalen Unterraums von R?
mit S2. Insbesondere gibt es zwischen je zwei Punkten auf S? mindestens
eine Geodite.

Caveat 4.6.2. Man beachte dabei, dass antipodal gegeniiberliegende Punkte
auf S? nicht durch nur eine Geodéte, sondern durch unendlich viele verschie-
dene Geodéten verbunden wird (Abbildung 4.18).
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Abbildung 4.19.: Flugroute von MUC (Miinchen) nach NRT (Tokyo);
http://www.gcmap.com/

In der Praxis spielt die Klassifikation von sphérischen Geodédten zum Bei-
spiel bei der Berechnung von Flugrouten eine Rolle (Abbildung 4.19); dabei
sind natiirlich zusétzlich auch noch viele andere meteorologische und politi-
sche Faktoren zu beachten.

Symmetrie. Wie im hyperbolischen Fall bietet es sich an, zusammen mit den
Geodiiten auch die Isometriegruppe zu bestimmen. Im sphérischen Fall ist

O(3) — Tsom(S?,ds)
A— (z— A-x)
ein Gruppenisomorphismus; dabei verwenden wir fir A € O(3) und « €

S? C R3 die Notation A - z fiir die gewohnliche Matrixmultiplikation. Der
Stabilisator eines Punktes aus S? ist isomorph zu O(2).

Sphdrische Dreiecke. Wie im hyperbolischen Fall ist die Winkelsumme
geoditischer Dreiecke in (S2,dg) keine Invariante, sondern hingt eng mit
dem Fliacheninhalt zusammen:

Satz 4.6.3 (Satz von GauB-Bonnet fiir die Sphéare). Sei A ein geoditisches
Dreieck in (5%, ds) mit Winkeln v, 3,7 und das Bild von A sei nicht in einer
gemeinsamen Geoddten enthalten. Dann gilt

pus2(A)=a+ B+~ —m.
Insbesondere gilt 1 < a+ B +v < 3- 7.

Bei der Definition des Flidcheninhalts pgz2 (A) ist dabei eine Komponente
von $?\ im A zu wihlen, die in einer Hemisphiire von S? enthalten ist.
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Abbildung 4.20.: Eine regulére Pflasterung der Sphére, basierend auf dem
Oktaeder

Beispiel 4.6.4 (regulire spharische Dreiecke).

1. Zum Beispiel erhilt aus dem Nordpol und einem Vierteldquator ein
regulires geoditisches Dreieck in (S2,ds) mit Seitenlinge m und Win-
kel 7/2. Die Winkelsumme ist in diesem Fall somit 3 - 7/2.

2. Wihlt man drei Punkte auf dem Aquator mit paarweisem Abstand 2 -
7/3, so erhilt man ein regulires geoditisches Dreieck in (S2,dg) mit
Seitenléinge 2 - /3 und Winkel 7. Die Winkelsumme ist in diesem Fall
somit 3 - 7.

Im Vergleich zur euklidischen Geometrie ldsst sich also sagen, dass sphéri-
sche Dreiecke ,,dick“ sind, wohingegen hyperbolische Dreiecke ,,diinn* sind.

Reguldre Pflasterungen. Die einzigen regulidren Pflasterungen (bis auf Iso-
metrie) von (52, do) sind die Pflasterungen, die den fiinf platonischen Kérpern
entsprechen (ein Beispiel findet sich in Abbildung 4.20).

Kartographie. Insbesondere kénnen wir analog zu Korollar 4.5.8 die Fra-
ge 2.3.6 negativ beantworten:

Satz 4.6.5 (S? ist nicht lokal euklidisch, und umgekehrt). Seien U C R? und
V' C S? nicht-leere offene Mengen. Dann gibt es keine Isometrie (U,dy) —
(V,dg). Insbesondere ist es nicht mdglich, lingentreue ebene Landkarten von
Ausschnitten der Erdoberfliche zu zeichnen.

In der Kartographie interessant sind zum Beispiel die Zylinderprojektion
(flachentreu) und die stereographische Projektion bzw. die Mercatorprojekti-
on (beide winkeltreu) [4], die auf grofien Gebieten der Sphére definiert sind.
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AuBlerdem kann man mit derselben Methode iiber die Winkelsummen auch
zeigen, dass H? und S? nicht lokal isometrisch sind. Etwas analytischer ldsst
sich dies als Kriimmungsphdnomen beschreiben:

e Die euklidische Ebene (R?,dy) ist ungekriimmt (man sagt auch flach)
hat also Kriimmung konstant 0.

e Die Sphire S? ist gekriimmt mit positiver Kriimmung konstant 1.

e Die hyperbolische Ebene H? ist auch gekriimmt, aber dual zur Sphére,
also negativ gekriimmt; sie hat Kriimmung konstant —1.

Man kann diese Werte der Kriimmung entweder iiber eine geeignete Defini-
tion aus der Winkelsumme in geodétischen Dreiecken oder als analytischen
Ausdruck aus der riemannschen Kriimmung berechnen [4, 26].

Ausblick 4.6.6 (Satz von GauB-Bonnet). Eine spektaktulidre Zusammenfas-
sung des Zusammenhangs zwischen Kriimmung und topologischer Gestalt
kompakter riemannscher Flichen liefert der Satz von Gaufi-Bonnet [4, 26]: st
(M, g) eine kompakte riemannsche zweidimensionale Mannigfaltigkeit (ohne
Rand), so gilt
K dVOl[\,[ = X(]\[)
JM

Dabei verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:
e Es ist fM ... dvolys das Integral ,iiber M.
e Esist K: M — R die sogenannte Gau3-Kriimmung von M.

e Und x(M) ist die Euler-Charakteristik von M; trianguliert man M,
so ist x(M) die Wechselsumme aus Anzahl der Knoten, Kanten und
Dreiecke dieser Triangulierung (wie im eulerschen Polyedersatz ist diese
Winkelsumme unabhiingig von der gewéhlten Triangulierung!).

Unsere Varianten des Satzes von Gaufl-Bonnet (Satz 4.5.3 und Satz 4.6.3)
sind Spezialféille einer noch allgemeineren Formulierung fiir Fldchen mit

Rand.

Wir fassen die wesentlichen Merkmale euklidischer, sphérischer und hy-
perbolischer Geometrie in Abbildung 4.21 zusammen.
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Abbildung 4.21.: Vergleich zwischen euklidischer, sphérischer und hyperboli-

scher Geometrie
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5

Grobe Geometrie

In der groben Geometrie betrachtet man metrische Riume aus ,,grofler Ent-
fernung“. D.h. man untersucht Abbildungen und Eigenschaften metrischer
Réaume, die die lokalen Gegebenheiten ignorieren und nur die wesentlichen
globalen Merkmale beriicksichtigen. Uber die Diinnheit geodiitischer Dreiecke
lésst sich so eine grobe, globale Version hyperbolischer metrischer Rdume de-
finieren.

Die grobe Geometrie hat vielfiltige Anwendungen in der klassischen Geo-
metrie von riemannschen Mannigfaltigkeiten sowie in der Graphen- und der
Gruppentheorie. Wir werden im folgenden die Grundprinzipien dahinter er-
kldren und insbesondere die Klasse der hyperbolischen Gruppen einfiihren,
die eines der Fundamente der modernen geometrischen Gruppentheorie bil-
den.

Uberblick iiber dieses Kapitel.

5.1  Was ist grobe Geometrie? 148
5.2 Quasi-lsometrie 148
53 Hyperbolische metrische Raume 154

Schliisselbeispiel. hyperbolische Ebene, Cayley-Graphen
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5.1 Was ist grobe Geometrie?

In der groben Geometrie betrachtet man metrische Rdume aus ,,grofler Ent-
fernung“. D.h. man untersucht Abbildungen und Eigenschaften metrischer
Réume, die die lokalen Gegebenheiten ignorieren und nur die wesentlichen
globalen Merkmale beriicksichtigen.

Es gibt verschiedene Arten und Aspekte der groben Geometrie; im folgen-
den werden wir uns auf einen kurzen Einblick in globale Kriimmungsbegriffe
in Quasi-Geometrie beschrinken.

5.1.1 Wozu grobe Geometrie?

Die grobe Geometrie hat vielfiltige Anwendungen in der klassischen Geo-
metrie von riemannschen Mannigfaltigkeiten sowie in der Graphen- und der
Gruppentheorie.

Ein wichtiger Zweig der groben Geometrie ist die geometrische Gruppen-
theorie: Mithilfe von Cayley-Graphen (Beispiel 2.1.6) kann man Gruppen als
metrische Rdume auffassen. Eine wichtige Beobachtung ist nun, dass zwar die
lokale metrische Struktur von Cayley-Graphen einer Gruppe vom gewéhlten
Erzeugendensystem abhéngt, dass aber die grob-geometrischen Eigenschaf-
ten nicht vom gewéhlten (endlichen) Erzeugendensytem abhéngen (Propo-
sition 5.2.6)! In der geometrischen Gruppentheorie untersucht man den Zu-
sammenhang zwischen algebraischen Eigenschaften endlich erzeugter Grup-
pen und ihren grob-geometrischen Eigenschaften. Dies fithrt zu zahlreichen
Anwendungen in der Geometrie und in der Gruppentheorie.

Zum Beispiel kann man auf diese Weise sogenannte hyperbolische Grup-
pen definieren — also endlich erzeugte Gruppen, deren grobe Geometrie and
die klassische hyperbolische Geometrie erinnert. Einer der Meilensteine der
geometrischen Gruppentheorie ist Gromovs Studium dieser hyperbolischen
Gruppen [22], aus dem sich ein aktives und diverses Forschungsgebiet ent-
wickelt hat, das auch heute noch rapide wéchst.

Wir werden im folgenden die Grundprinzipien dahinter erkliren und die
Klasse der hyperbolischen Gruppen einfiihren.

5.2 Quasi-lsometrie

Die Objekte der Quasi-Geometrie sind metrische Rdume. Als strukturer-
haltende Morphismen betrachtet man nicht isometrische Einbettungen, son-
dern Abbildungen, die die metrische Struktur nur ,grob“ (d.h. bis auf einen
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gleichméfigen multiplikativen bzw. additiven Fehler) erhalten; statt Iso-
metrien erhdlt man dann Quasi-Isometrien als Isomorphismen (d.h. quasi-
isometrische Einbettungen, zu denen es eine quasi-inverse quasi-isometrische
Einbettung gibt).

Definition 5.2.1 (quasi-isometrische Einbettung, Quasi-lsometrie). Seien (X, d)
und (X', d") metrische Rédume.

e Sei C € Rwg. Eine C-quasi-isometrische Einbettung (X,d) — (X', d’)
ist eine Abbildung f: X — X’ mit

vwl,azgeX % . d(-rlwx?) -C < dl (f(xl)v f(l‘g)) < c- d(xl’ 13‘2) + C.

Wollen wir die genaue Konstante C' unspezifiziert lassen, so sprechen
wir einfach von einer quasi-isometrischen Einbettung.

e Abbildungen f,g: X — X' haben endlichen Abstand, falls

sup d'(f(z), g(x)) < oo.
zeX

e Eine Quasi-Isometrie (X,d) — (X’,d’) ist eine Abbildung f: X —
X'’ mit folgenden Eigenschaften:
— Die Abbildung f ist eine quasi-isometrische Einbettung.

— Es gibt eine quasi-isometrische Einbettung ¢: X’ — X mit: Die
Abbildungen g o f und idx haben endlichen Abstand und auch
f ogund idx, haben endlichen Abstand, d.h.

sup d(go f(z),z) < 00 und sup d'(fog(a'),2’) < oc.
zeX @ eX!

e Wir nennen (X, d) und (X', d’) quasi-isometrisch, kurz
(X,d) ~QI (X/7 d,)7
wenn es eine Quasi-Isometrie von (X, d) nach (X', d’) gibt.

Tatséchlich kann man Quasi-Isometrien auch als Isomorphismen in einer
geeigneten (Homotopie)Kategorie metrischer Ridume auffassen [27].

Caveat 5.2.2. Quasi-isometrische Einbettungen und Quasi-Isometrien sind
im allgemeinen nicht injektiv/surjektiv und nicht stetig (s. folgende Beispie-
le)!

Um ein besseres Gefiihl fiir diese Begriffe zu bekommen, betrachten wir
ein paar grundlegende Beispiele (Abbildung 5.1):
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Beispiel 5.2.3 (Quasi-lsometrie).
e Sei (X, d) ein metrischer Raum von endlichem Durchmesser, d.h.

sup d(z1,z2) < 0.
z1,w2€X

Ist X # 0, so ist (X, d) zum Einpunktraum ({0}, dy) quasi-isometrisch
(wobei dy die einzige Metrik auf {0} ist). Ist o € X, so sind
X — {0}
z+——0
xg <— 0
zueinander quasi-inverse Quasi-Isometrien.

Umgekehrt sieht man leicht, dass jeder metrische Raum (X', d’) der
zu ({0},dp) quasi-isometrisch ist, bereits endlichen Durchmesser hat
und nichtleer ist.

o Wir betrachten die Standardmetrik d auf R sowie auf 2-Z C Z C R.
Dann gilt

(R, d) ~QI (Z, d) und (Z, d) ~QI (2 . Z, d),

denn: Die Inklusionen 2 - Z — Z und Z — R sind quasi-isometrische
Einbettungen. Auflerdem sind die Abbildungen

R—Z
z— |z,
7—2-7
n fallsn € 2-7Z,
n—
n—1 fallsng2-Z

quasi-isometrische Einbettungen und diese sind quasi-invers zu den ent-
sprechenden Inklusionen; dabei bezeichnet |z| die grofite ganze Zahl,
die nicht grofler als x ist.

Man beachte dabei, dass diese Abbildungen keine Isometrien sind. Es
gilt sogar, dass (R, d) nicht zu (Z,d) isometrisch ist (denn Isometrien
sind bijektiv und diese Mengen haben unterschiedliche Michtigkeiten)
und dass (Z,d) nicht zu (2 - Z,d) isometrisch ist (denn der minimale
Abstand zwischen verschiedenen Punkten ist unterschiedlich).

e Analog kann man zeigen, dass die Inklusion (Z?,ds) — (R?,dz) eine
Quasi-Isometrie ist. Dies gilt ebenso auch fiir die Metriken d; und d.
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Abbildung 5.1.: Die metrischen Rdume R, Z und 2 - Z sind quasi-isometrisch
(beziiglich der Standardmetriken).

Man beachte dabei, dass diese Beispiele der Intuition hinter der Definition
von Quasi-Isometrie entsprechen: Metrische Rdume mit endlichem Durch-
messer sehen aus grofler Entfernung aus wie ein einzelner Punkt. Betrachtet
man Z aus grofer Entfernung, so sind die ,,Liicken“ zwischen den Punkten
nicht mehr sichtbar und man sieht nur noch die grobe Gestalt der reellen
Geraden.

Bemerkung 5.2.4. Fortgeschrittenere Methoden zeigen:

o Die metrischen Rdume (N, d) und (Z, d) beziiglich der Standardmetrik d
sind nicht quasi-isometrisch (denn (N, d) hat nur ein ,,Ende*, aber (Z, d)
hat zwei).

e Die metrischen Riume (Z,d) und (Z%,dz) (bzw. (Z%,dy)) sind nicht
quasi-isometrisch (denn die Anzahl der Elemente von Béllen in (Z,d)
wiichst linear im Radius, aber in (Z2, dy) wiichst diese Anzahl quadra-
tisch).

e Die metrischen Riume (Z, d) und (Z?,dz) sind nicht quasi-isometrisch
zur Knotenmenge des 4-reguliiren Baums beziiglich der Graphenmetrik
(denn die Anzahl der Elemente von Billen im 4-reguldren Ball wichst
exponentiell im Radius).

Eine isometrische Einbettung metrischer Rdume ist genau dann eine Iso-
metrie, wenn sie bijektiv ist. Quasi-Isometrien kénnen analog durch eine
Quasi-Version dieser Charakterisierung beschrieben werden:

Proposition 5.2.5 (alternative Charakterisierung von Quasi-lsometrien). Eine
Abbildung f: X — X' zwischen metrischen Riumen (X,d) und (X', d') ist
genau dann eine Quasi-Isometrie, wenn f eine quasi-isometrische Finbettung
ist und f quasi-dichtes Bild hat. Man sagt dabei, dass f quasi-dichtes Bild
hat, wenn es eine Konstante C' € R>g mit folgender Eigenschaft gibt: Fiir
alle ' € X' gibt es ein x € X mit d'(f(z),2") < C.
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Zum Beispiel ist quasi-dichtes Bild mit Konstante O nichts anderes als
Surjektivitét.

Beweis. Sei zunichst f: X — X’ eine Quasi-Isometrie. Dann hat f quasi-
dichtes Bild, denn: Da f eine Quasi-Isometrie ist, gibt es eine quasi-isometri-
sche Einbettung g: X’ — X so dass f o g endlichen Abstand von idx- hat.
Insbesondere gibt es ein C' € R mit

Voex: d'(f(g(z")),2") < C.

Also hat f quasi-dichtes Bild.

Es sei umgekehrt vorausgesetzt, dass f eine quasi-isometrische Einbettung
mit quasi-dichtem Bild ist. Dann ist f eine Quasi-Isometrie, denn: Nach Vor-
aussetzung existiert ein C' € R>o mit

1
Yormex  Gd(@n,a2) = C < d(f(@), f(22)) < C-d(wr,z2) + C
Vl-/eX/ HIEX d/(f(x)vx/) <C

Mit dem Auswahlaxiom erhalten wir aus der zweiten Eigenschaft eine Abbil-
dung g: X' — X mit

vGL”GX’ d’(f(g(ac/)), :E/) <C.

Eine einfache Rechnung zeigt nun, dass f und g quasi-invers zueinander sind:
Nach Konstruktion hat die Komposition f o g endlichen Abstand von idx:.
Fiir alle x € X gilt

d(go f(z),x) <C-d(f(g(f(2)), f(z)) +C*<C-C+C*=2.C*
AuBerdem ist g eine quasi-isometrische Einbettung: Fiir alle z}, x5 € X' gilt

d(g(1), 9(x3)) <C'd’( (9(=1); f(g(h))) + C*
C - (d'(f(g(xh)),21) + d' (2, 25) + d' (2, f(g(h)))) + C?
(

C-(C+d(z),2h)+C) +C?
=C-d(a),2h)+3-C?
und
A(g(et), o)) > - ' (Flo(h), Flo(ah) — 1
> L () — & (o), #h) — @ (F(glah)) b)) — 1
= S -2

Also ist f eine Quasi-Isometrie. O
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T SO

2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
Cay(Z,{1}) Cay(Z,{2,3})

Abbildung 5.2.: Zwei nicht-isomorphe Cayley-Graphen der Gruppe Z

Der Begriff der Quasi-Isometrie erlaubt die Formalisierung der essentiel-
len Beobachtung der (metrischen) geometrischen Gruppentheorie: Sei G eine
endlich erzeugte Gruppe und seien S,S’ C G endliche Erzeugendensyste-
me von G. Im allgemeinen sind dann die Cayley-Graphen Cay(G,S) und
Cay(G, S") nicht isomorph (Abbildung 5.2) und somit sind (G,dg,s) und
(G,dg,s) nicht isometrisch. Diese metrischen Réume sind aber kanonisch
quasi-isometrisch:

Proposition 5.2.6 (Quasi-Isometrie-Typ einer endlich erzeugten Gruppe). Sei G
eine endlich erzeugte Gruppe und seien S, S’ C G endliche Erzeugendensyste-
me. Dann ist idg: G — G eine Quasi-Isometrie (G, dg.s) — (G, dg,s7).

Beweis. Da die Menge S endlich ist, ist auch

C:= max dggs(es)
sesSus—1

endlich. Sind g1, g2 € G, so gilt
da,s(91,92) < C-dg,s(91,92),

denn: Sei n := dg,5(g91,92) € N. Nach Definition der Wortmetrik dg g gibt
es also s1,...,5, € SUS™! mit

-1
gl 92231871

Da die Linkstranslationen Isometrien auf den Cayley-Graphen liefern, folgt
mit der Dreiecksungleichung

da,s'(91,92) = dg.s (91,91 - 51+~ 5n)
<dg,s (91,01 -51) +dc,s(g1-51,91-51-52)+ ...
+dG,S’(91 “81tSp_1,01 " 51 Sn)
= dG’Sl(e“Sl) R dG’S/(e,Sn)
<n-C

< C-dg,s(91,92)-
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Tauschen wir nun die Rollen von S und S’, so erhalten wir eine analoge
Abschétzung in die umgekehrte Richtung. Also ist id¢ eine quasi-isometrische
Einbettung (G,dg,s) — (G,dg,s’). Da idg surjektiv ist, folgt aus Proposi-
tion 5.2.5, dass idg eine Quasi-Isometrie (G,dg,s) — (G,dg,s’) ist. (Alter-
nativ kann man verwenden, dass idg sein eigenes Quasi-Inverses ist.) O

Auf diese Weise kann man also endlich erzeugten Gruppen eine wohl-
definierte ,,Quasi-Geometrie“ zuordnen und definieren, wann endlich er-
zeugte Gruppen quasi-isometrisch sind. Ein zentrales Thema der geometri-
schen Gruppentheorie ist es, endlich erzeugte Gruppen so weit wie moglich
bis auf Quasi-Isometrie zu klassifizieren und den Zusammenhang zwischen
algebraischen Eigenschaften von (endlich erzeugten) Gruppen und quasi-
geometrischen Eigenschaften zu untersuchen; ein Paradebeispiel fiir einen
solchen Zusammenhang ist Gromovs Polynomialer Wachstumssatz (Aus-
blick 2.4.5).

Bemerkung 5.2.7 (Gruppen von endlichem Durchmesser). Sei G eine endlich
erzeugte Gruppe und sei S C G ein endliches Erzeugendensystem. Dann kann
man zeigen, dass (G, dq,s) genau dann endlichen Durchmesser hat, wenn G
endlich ist.

Wir werden uns im folgenden darauf beschrénken, wie man einen Begriff
negativ gekriimmter endlich erzeugter Gruppen einfiihren kann.

5.3 Hyperbolische metrische Raume

Wir fiihren nun die Klasse der Gromov-hyperbolischen metrische Ridume ein:

e Diese metrischen Rdume sollen die wesentlichen globalen Eigenschaf-
ten negativer Kritmmung (wie zum Beispiel der hyperbolischen Ebene)
aufweisen,

e und zusétzlich soll die Eigenschaft Gromov-hyperbolisch zu sein, inva-
riant sein unter Quasi-Isometrien.

Die Definition hyperbolischer metrischer Rdume beruht auf der genialen
Einsicht, dass sich viele globale geometrische FEigenschaften der hyperbo-
lischen Ebene aus der Diinnheit geoditischer Dreiecke (Satz 4.5.9, Abbil-
dung 5.3) rekonstruieren lassen. Man &ndert daher den Blickwinkel und ver-
wendet die Diinnheit geodétischer Dreiecke als grob-geometrische Definition
hyperbolischer metrischer Réume:

Definition 5.3.1 (hyperbolisch). Sei (X, d) ein geodétischer metrischer Raum.

e Sei § € R>¢. Ein geodétisches Dreieck (70,71, v2) heifit d-dinn, wenn
folgendes gilt: Fiir jedes j € {0,1,2} und jedes x € im~y; gibt esein k €
{0,1,2}\ {4} und ein y € im~y, mit d(z,y) < 4.
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d-Schlauch um im vy, d-Schlauch um im v

Abbildung 5.3.: Diinnes Dreieck, schematisch

e Sei 6 € R>g. Der metrische Raum (X, d) heifit §-hyperbolisch, wenn
jedes geodétische Dreieck in (X, d) bereits 6-diinn ist.

e Der metrische Raum (X, d) heifit hyperbolisch, wenn es ein § € Rxq
gibt, so dass (X, d) ein §-hyperbolischer metrischer Raum ist.

Der namensgebende Raum — die hyperbolische Ebene — ist tatséchlich
hyperbolisch:

Beispiel 5.3.2 (hyperbolische Ebene). Nach Satz 4.4.13 ist die hyperbolische
Ebene (H,dy) ein geoditischer metrischer Raum. Mit Satz 4.5.9 folgt so-
mit, dass die hyperbolische Ebene (H,dy) im Sinne der obigen Definition
hyperbolisch ist.

Umgekehrt ist die euklidische Ebene natiirlich nicht hyperbolisch im obi-
gen Sinne:

Beispiel 5.3.3 (die euklidische Ebene). Die euklidische Ebene (R?, dy) ist nicht
hyperbolisch, wie wir bereits in Bemerkung 4.5.11 gesehen haben.

Caveat 5.3.4 (Raume von endlichem Durchmesser). Ist (X, d) ein geodéti-
scher metrischer Raum von endlichem Durchmesser, so ist (X, d) offenbar
ein hyperbolischer metrischer Raum (als Konstante kann man zum Beispiel
den Durchmesser wihlen). Insbesondere ist also auch die Sphére (S2,dg)
ein hyperbolischer metrischer Raum — obwohl das mit den lokalen positiven
Kriimmungseigenschaften der Sphére nicht vertriglich zu sein scheint. Die
Hyperbolizitat metrischer Rdume bezieht sich jedoch nur auf grobe, globale
Eigenschaften, nicht auf lokale.

Wir méchten nun auch Graphen (insbesondere Cayley-Graphen!) auf Hy-
perbolizitét untersuchen. Ist X = (V| E) ein zusammenhéngender Graph, so
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liefert die Kantenstruktur von X eine Metrik d auf V (Beispiel 2.1.3). Ist
|[V| > 2, so ist der metrische Raum (V,d) jedoch nicht geoditisch. Wir er-
weitern daher diese Metrik zunédchst auf die geometrische Realisierung von
Graphen. Da wir im folgenden vor allem an unendlichen Graphen interessiert
sein werden, miissen wir ein bisschen sorgfiltiger vorgehen als bei der ersten
Konstruktion der geometrischen Realisierung in Definition 1.6.1.

Proposition 5.3.5 (metrische geometrische Realisierung von Graphen). Sei X =
(V, E) ein zusammenhingender Graph. Dann definieren wir die Menge

Xp:={ey|veVIU{{v,w}r | {v,w} € E} C @R
%

wie in Definition 1.6.1 (wobei nun auch der Fall, dass V unendlich ist, erlaubt
ist). Seid: VxV — Rsq die von X aufV induzierte Metrik (Beispiel 2.1.3).
Dann definieren wir dx : Xp x Xg — R>¢ wie folgt: Seien x =t -e, + (1 —
t)ew und 2’ =t ey + (1 —t') - ey mit {v,w}, {v',w'} € E und t,t' € [0,1].
Dann setzen wir!

[t —t']| falls v =" und w =w’
ll—t—t" falls v =w" und w =1’
dx (') = min(1—t+d(v,v’)+1—t
,1—t+dv,w) +t
yt+dw,v)+1 -+
4 d(w,w') + ) falls {v,w} # {v',w'}.
Dann gilt:

1. FEsist dx wohldefiniert und (Xg,dx) ist ein metrischer Raum.

2. Die Inklusion

V — Xr
V> €y

ist eine isometrische Einbettung von (V,d) nach (Xgr,dx) mit quasi-
dichtem Bild. Insbesondere ist diese Abbildung eine Quasi-Isometrie
zwischen (V,d) und (Xg,dx).

3. Der metrische Raum (Xg,dx) ist geoditisch.

Beweis. Alle Behauptungen folgen aus elementaren, aber langwierigen, Rech-
nungen. O

st E =, so folgt |[V| =< 1, da X zusammenhingend ist. In diesem Fall gilt | Xg| = |V| <
1 und wir definieren dx als die triviale/einzig mogliche Metrik auf Xp.
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Abbildung 5.4.: Geodéitische Dreiecke in (R, dy) bzw. allgemeiner in der me-
trischen geometrischen Realisierung von Baumen

Beispiel 5.3.6 (die reelle Gerade). Wir betrachten den Graphen
X = (Z,{{n,n+1} | n € Z}) = Cay(Z,{1}).
Dann ist die Abbildung

Xrg — R
t-en+(1—1t)-epp1—n+t
(mit n € Z und t € [0,1])

eine Isometrie zwischen (Xg,dx) und (R, ds). Man beachte auerdem, dass
(R, ds) ein hyperbolischer metrischer Raum ist, da alle geodétischen Dreiecke
in (R,d3) von der Form in Abbildung 5.4 sind.

Allgemeiner kann man folgendes zeigen:

Bemerkung 5.3.7 (Bdume). Sei X ein Baum, d.h. ein zusammenhéngender
Graph, der keine Kreise enthélt. Dann ist (Xg,dy) ein hyperbolischer me-
trischer Raum, da alle geodétischen Dreiecke wegen des Mangels an Kreisen
bereits die Form eines Tripods haben (Abbildung 5.4). Insbesondere liefert
also der 4-regulére Baum (s. Beispiel 3.4.26) einen hyperbolischen metrischen
Raum.

Wie gewiinscht, ist die Eigenschaft hyperbolisch zu sein eine Quasi-
Isometrie-Invariante geodétischer metrischer Raume:

Satz 5.3.8 (Quasi-Isometrie-Invarianz von Hyperbolizitit). Seien (X,d) und
(X', d") quasi-isometrische geoditische metrische Raume. Dann ist (X,d) ge-
nau dann hyperbolisch, wenn (X',d") hyperbolisch ist.

Beweisskizze. Sei (X’,d’) hyperbolisch und sei f: X — X' eine Quasi-
Isometrie. Wir zeigen nun, dass dann auch (X,d) hyperbolisch ist. Nach
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Abbildung 5.5.: Hyperbolizitét ist eine Quasi-Isometrie-Invariante

Voraussetzung ist (X, d) ein geodétischer metrischer Raum, es bleibt also
die Diinnheitseigenschaft fiir geodétische Dreiecke zu zeigen.

Seien §’ € Ry und C € Ry so gewiihlt, dass (X, d) ein §’-hyperbolischer
Raum ist und sodass f eine C-quasi-isometrische Einbettung ist.

Sei A = (y0,71,72) ein geoditisches Dreieck in (X,d). Wir transportie-
ren A via f nach (X, d’) und erhalten so das Tripel A’ := (fo~vo, foy1, foya)
in (X', d’) (Abbildung 5.5). An dieser Stelle ergibt sich eine Schwierigkeit: Da
f nur eine quasi-isometrische Einbettung ist, sind f o vy, f oy, f oy im
allgemeinen keine Geoditen in (X’,d’"), sondern nur C-Quasi-Geodéten.

In hyperbolischen metrischen Rdumen kann man jedoch zeigen, dass solche
C-Quasi-Geoditen K-nahe an Geodiiten liegen (in allgemeinen geodétischen
Réumen ist das nicht wahr!), wobei K nur von ¢’ und C abhingt. Das C-
quasi-geoditische Dreieck ist also K-nahe an einem geoditischen Dreieck A"
in (X’,d"). Da (X’,d’) ein §’-hyperbolischer metrischer Raum ist, ist A” ein
¢’-diinnes Dreieck. Somit ist A’ auch diinn, ndmlich (2 - K + ¢')-diinn.

Da f eine C-quasi-isometrische Einbettung ist, kann man nun nachrech-
nen, dass dann A ein §-diinnes geodétisches Dreieck ist, wobei

§:=C-(2-K+)+0C2
Also ist (X, d) ein d-hyperbolischer metrischer Raum. O

Insbesondere erhalten wir somit einen wohldefinierten Begriff negativ ge-
kriimmter Gruppen:

Korollar 5.3.9 (hyperbolische Gruppen). Sei G eine endlich erzeugte Grup-
pe, seien S,S' C G endliche Erzeugendensysteme von G und sei X =
Cay(G,S), X' := Cay(G,S’). Dann ist (Xgr,dx) genau dann hyperbolisch,
wenn (Xg,dx+) hyperbolisch ist. Ist (Xwr,dx) hyperbolisch, so nennt man G
eine hyperbolische Gruppe.
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Beweis. Dies ist eine direkte Konsequenz aus dem Satz und der Tatsa-
che, dass Cayley-Graphen zu verschiedenen endlichen Erzeugendensystemen
quasi-isometrisch sind (Proposition 5.2.6, Proposition 5.3.5). O

Beispiel 5.3.10 (hyperbolische Gruppen).

e Endliche Gruppen sind hyperbolisch, da ihre Cayley-Graphen endlichen
Durchmesser haben.

e Die Gruppe Z ist hyperbolisch (Beispiel 5.3.6).

e Die sogenannte freie Gruppe vom Rang 2 ist hyperbolisch, da sie einen
Cayley-Graphen besitzt, der ein 4-regulérer Baum ist.

e Die Gruppe Z2 ist nicht hyperbolisch, da sie zur euklidischen Ebe-
ne (R?,dy) quasi-isometrisch ist (Beispiel 5.2.3) und (R?, dy) nicht hy-
perbolisch ist (Beispiel 5.3.3). Alternativ kann man analog zu Bemer-
kung 4.5.11 explizit dicke Dreiecke in Cayley-Graphen von Z? angeben.

Es stellt sich heraus, dass hyperbolische Gruppen viele interessante alge-
braische und geometrische Eigenschaften besitzen [10, 22, 27]. Wir illustrieren
dies an einem einfachen Beispiel:

Bemerkung 5.3.11 (flache Unterrdume?). Sei (X, d) ein hyperbolischer me-
trischer Raum. Dann kann man mithilfe von Beispiel 5.3.3 leicht nachweisen,
dass es keine isometrische Einbettung von (R?, dy) nach (X, d) geben kann.

Erstaunlicherweise gilt auch das gruppentheoretische Gegenstiick (dessen
Beweis aber deutlich aufwendiger ist) [10, 27]:

Satz 5.3.12 (flache Untergruppen?). Sei G eine endlich erzeugte hyperbolische
Gruppe. Dann besitzt G keine Untergruppe, die zu Z2 isomorph ist.

Ausblick 5.3.13 (Flachengruppen). Sei M eine kompakte zusammenhéngende
zweidimensionale glatte Mannigfaltigkeit ohne Rand. Eine interessante to-
pologische Invariante von M ist die sogenannte Fundamentalgruppe m (M)
(im wesentlichen beschreibt diese Gruppe, ,wieviele“ verschiedene geschlos-
sene Wege es in M gibt). In dieser Situation ist m (M) eine endlich erzeugte
Gruppe und diese Gruppe ist genau hyperbolisch, wenn es eine riemannsche
Metrik auf M gibt, deren Schnittkriimmung iiberall —1 ist, d.h., wenn man
diese Mannigfaltigkeit als Quotient der hyperbolischen Ebene auffassen kann.

Allgemeiner kann man zeigen, dass jede kompakte zusammenhéingende
riemannsche Mannigfaltigkeit mit negativer Schnittkriimmung eine hyper-
bolische Fundamentalgruppe hat. Auf diese Weise liefert die Untersuchung
hyperbolischer Gruppen auch interessante Resultate fiir riemannsche Man-
nigfaltigkeiten.
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A. Anhang

A.1 Hilberts Axiomatik

Der Vollsténdigkeit halber geben wir hier die Liste der Axiome aus Hilberts
Grundlagen der Geometrie [23, 40] wieder (wobei wir nur die Erkldrungen
und Definitionen auswiéhlen, die fiir die Formulierung der Axiome essentiell
sind): Hilberts Axiomatik bezieht sich auf ,drei verschiedene Systeme von
Dingen“, ndmlich Punkten, Geraden und Ebenen und die Beziehungen zwi-
schen diesen Dingen.

|. Axiome der Verkniipfung

1.

Zwei von einander verschiedene Punkte A, B bestimmen stets eine Ge-
rade a; wir setzen AB = a oder BA = a.

Irgend zwei von einander verschiedene Punkte einer Geraden bestim-
men diese Gerade; d.h. wenn AB = a und AC = a, und B # C, so ist
auch BC = a.

Drei nicht auf ein und derselben Geraden liegende Punkte A, B, C
bestimmen stets eine Ebene «; wor setzen ABC = a.

Irgend drei Punkte A, B, C einer Ebene a, die nicht auf ein und der-
selben Geraden liegen, bestimmen diese Ebene a.

Wenn zwei Punkte A, B einer Geraden a in einer Ebene « liegen, so
liegt jeder Punkt von a in a.

Wenn zwei Ebenen «, 8 einen Punkt A gemein haben, so haben sie
wenigstens noch einen weiteren Punkt B gemein.

Auf jeder Geraden gibt es wenigstens zwei Punkte, in jeder Ebene we-
nigstens drei nicht auf einer Geraden gelegene Punkte und im Raum
gibt es wenigstens vier nicht in einer Ebene gelegene Punkte.

Il. Axiome der Anordnung

Erkldrung. Die Punkte einer Geraden stehen in gewissen Beziehungen zu
einander, zu deren Beschreibung uns insbesondere das Wort ,,zwischen“ dient.

1.

Wenn A, B, C Punkte einer Geraden sind, und B zwischen A und C
liegt, so liegt B auch zwischen C und A.
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2. Wenn A und C zwei Punkte einer Geraden sind, so gibt es stets wenig-
stens einen Punkt B, der zwischen A und C liegt und wenigstens einen
Punkt D, so dass C zwischen A und D liegt.

3. Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es stets einen und nur
einen, der zwischen den beiden andern liegt.

4. Irgend vier Punkte A, B, C, D einer Geraden koénnen stets so ange-
ordnet werden, dass B zwischen A und C und auch zwischen A und D
und ferner C' zwischen A und D und auch zwischen B und D liegt.

Definition. Das System zweier Punkte A und B, die auf einer Geraden a
liegen, nennen wir eine Strecke und bezeichnen dieselbe mit AB oder BA.
Die Punkte zwischen A und B heissen Punkte der Strecke AB oder auch
innerhalb der Strecke AB gelegen; alle {ibrigen Punkte der Geraden A heissen
ausserhalb der Strecke AB gelegen. die Punkte A, B heissen Endpunkte der
Strecke AB.

5. Es selen A, B, C drei nicht in gerader Linie gelegene Punkte und a
eine Gerade in der Ebene ABC, die keinen der Punkte A, B, C trifft:
wenn dann die Gerade a durch einen Punkt innerhalb der Strecke AB
geht, so geht sie stets entweder durch einen Punkt der Strecke BC oder
durch einen Punkt der Strecke AC.

IIl. Axiom der Parallelen (Euklidisches Axiom)

In einer Ebene « lisst sich durch einen Punkt A ausserhalb einer Ge-
raden a stets eine und nur eine Gerade ziehen, welche jene Gerade a
nicht schneidet; dieselbe heisst die Parallele zu a durch den Punkt A.

IV. Axiome der Congruenz
Erkldrung. Die Strecken stehen in gewissen Beziehungen zu einander, zu deren
Beschreibung uns insbesondere das Wort ,,congruent“ dient.

1. Wenn A, B zwei Punkte auf einer Geraden a und ferner A’ ein Punkt
auf derselben oder einer anderen Geraden a’ ist, so kann man auf ei-
ner gegebenen Seite der Geraden a’ von A’ stets einen und nur einen
Punkt B’ finden, so dass die Strecke AB (oder BA) der Strecke A'B’
congruent ist, in Zeichen:

AB=A'B.

Jede Strecke ist sich selbst congruent, d.h. es ist stets:

AB = AB.
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2. Wenn eine Strecke AB sowohl der Strecke A’B’ als auch der Strecke
A" B" congruent ist, so ist auch A’ B’ der Strecke A” B” congruent, d.h.:
wenn AB = A'B’ und AB = A”B”, so ist auch A’B’ = A”"B".

3. Es seien AB und BC zwei Strecken ohne gemeinsame Punkte auf der
Geraden a und ferner A’B’ und B’'C’ zwei Strecken auf derselben oder
einer anderen Geraden o’ ebenfalls ohne gemeinsame Punkte; wenn
dann AB = A’B’ und BC = B'C’ ist, so ist auch stets AC = A'C".

Definition. Es sei « eine beliebige Ebene und h, k seien irgend zwei verschie-
dene von einem Punkte O ausgehende Halbstrahlen® in «, die verschiedenen
Geraden angehoren. Das System dieser beiden Halbstrahlen h, k nennen wir
einen Winkel und bezeichnen denselben mit <(h, k) oder <(k,h). Aus den
Axiomen II 1-5 kann leicht geschlossen werden, dass die Halbstrahlen A und
k, zusammengenommen mit dem Punkt O die iibrigen Punkte der Ebene « in
zwei Gebiete von folgender Beschaffenheit teilen: Ist A ein Punkt des einen
und B ein Punkt des anderen Gebietes, so geht jeder Streckenzug?, der A
mit B verbindet, entweder durch O oder hat mit h oder k wenigstens einen
Punkt gemein; sind dagegen A, A" Punkte desselben Gebietes, so giebt es
stets einen Streckenzug, der A mit A’ verbindet und weder durch O, noch
durch einen Punkt der Halbstrahlen h, k hindurchlduft. Eines dieser beiden
Gebiete ist vor dem anderen ausgezeichnet, indem jede Strecke, die irgend
zwei Punkte dieses ausgezeichneten Gebietes verbindet, stets ganz in demsel-
ben liegt; dieses ausgezeichnete Gebiet heisse das Innere des Winkels (h, k)
zum Unterschiede vond em anderen Gebiete, welches das Aeussere des Win-
kels (h, k) genannt werden moge. Die Halbstrahlen h, k heissen Schenkel des
Winkels und der Punkt O heisst der Scheitel des Winkels.

4. Es sei ein Winkel <((h, k) in einer Ebene a und eine Gerade a’ in einer
Ebene o', sowie eine bestimmte Seite von a’ auf a’ gegeben. Es be-
deute h' einen Halbstrahl der Geraden o', der vom Punkte O’ ausgeht:
dann giebt es in der Ebene o’ einen und nur einen Halbstrahl &/, so
dass der Winkel (h, k) (oder (k,h)) congruent dem Winkel (h/, k') ist
und zugleich alle inneren Punkte des Winkels (', k') auf der gegebenen
Seite von a’ liegen, in Zeichen:

<(h, k) =<(h', k).
Jeder Winkel ist sich selbst congruent, d.h. es ist stets
<(h, k) = <(h, k).

5. Wenn ein Winkel (h, k) sowohl dem Winkel (h', k') als auch dem Win-
kel (A", k") congruent ist, so ist auch der Winkel (h',k’) dem Win-

IHalbstrahlen werden von Hilbert iiber die Anordnungsaxiome definiert
2Ein System von Strecken AB, BC, CD, ..., KL heisst ein Streckenzug, der die Punkte A
und L miteinander verbindet;
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<(W, k') und <«(h,k) =

kel (R”,k") congruent, d.h. wenn <((h,k) =
=<(h",K").

<(h”, k") ist, so ist auch stets <(h', k')

Erklirung. Es sei ein Dreieck® ABC vorgelegt; wir bezeichnen die beiden
von A ausgehenden durch B und C laufenden Halbstrahlen mit h bzw. k. Der
Winkel (h, k) heisst dann der von den Seiten AB und AC' eingeschlossene
oder der der Seite BC' gegeniiberliegenden Winkel des Dreieckes ABC; er
enthélt in seinem Inneren séimtliche innere Punkte des Dreieckes ABC und
wird mit <BAC oder <A bezeichnet.

6. Wenn fiir zwei Dreiecke ABC und A’B’C’ die Congruenzen
AB=A'B, AC = A'CY, <BAC =<B'A'C’
gelten, so sind auch stets die Congruenzen
IABC = <A'B'C" und <ACB =<A'C'B

erfiillt.

V. Axiom der Stetigkeit (Archimedisches Axiom)

Es sei A; ein beliebiger Punkt auf einer Geraden zwischen den be-
liebig gegebenen Punkten A und B; man construire dann die Punk-

te Ao, Az, Ay, ..., so dass A; zwischen A und A, ferner A, zwischen
Aj und Agz, ferner Az zwischen As und Ay u.s.w. liegt und iiberdies die
Strecken

AA17 A1A27 A2A37 A3A47 ce

einander gleich* sind: dann giebt es in der Reihe der Punkte Ay, As,
Ay, ... stets einen solchen Punkt A,,, dass B zwischen A und A, liegt.

3D.h. ein Streckenzug AB, BC, CA

4Hilbert trifft dazu ,,zuvor eine Festsetzung iiber die Gleichheit zweier Strecken auf einer
Geraden“, z.B. iiber Kongruenz von Strecken.
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A.2 Kategorien

Mathematische Theorien bestehen aus Objekten (z.B. Gruppen, reelle Vek-
torrdume, topologische Rdume, messbare Réume, ... ) und strukturerhalten-
den Abbildungen (z.B. Gruppenhomomorphismen, R-lineare Abbildungen,
stetige Abbildungen, messbare Abbildungen, ...) dazwischen. Dies abstra-
hiert man zum Begriff der Kategorie [30, 9]:

Definition A.2.1 (Kategorie). Eine Kategorie C besteht aus den folgenden
Komponenten:

e Eine Klasse® Ob(C); die Elemente von Ob(C) heilen Objekte von C.

e Zu je zwei Objekten X, Y € Ob(C) einer Menge Morc(X,Y); die Ele-
mente von Morc (X, Y) heiflen Morphismen von X nachY in C. (Dabei
wird implizit angenommen, dass die Morphismenmengen zwischen ver-
schiedenen Objektpaaren disjunkt sind.)

e Zu je drei Objekten XY, Z € Ob(C) einer Verkniipfung

o: Morg(Y, Z) x More(X,Y) — More(X, Z)
(9, f)—gof
von Morphismen.
Dabei miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

e Fiir jedes Objekt X in C gibt es einen Morphismus idx € Mor¢(X, X)
mit folgender Eigenschaft: Fiir alle Y € Ob(C) und alle Morphis-
men f € Morc(X,Y) bzw. g € More(Y, X) gilt

foidx =f und idx og=g.

(Dadurch ist idx eindeutig bestimmt und heifit Identititsmorphismus
von X in C.)

e Die Verkniipfung von Morphismen ist assoziativ: Fiir alle Objekte W,
X,Y, Z in C und alle Morphismen f € Morgc(W, X), g € Morg(X,Y)
und h € Mor¢ (Y, Z) gilt

ho(gof)=(hog)of.

5Klassen sind eine Verallgemeinerung von Mengen; so gibt es etwa die Klasse aller Mengen.
Weitere Informationen zu Mengen und Klassen finden Sie in den Biichern Mengenlehre
fiir den Mathematiker (U. Friedrichsdorf, A. Prestel, Vieweg, 1985) und Set theory
and the continuum problem (R.M. Smullyan, M. Fitting, iiberarbeitete Auflage, Dover,
2010).
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Caveat A.2.2. Das Konzept der Morphismen und Verkniipfungen ist nach
dem Beispiel der Abbildungen zwischen Mengen und der gewthnlichen Ab-
bildungskomposition modelliert. Im allgemeinen muss es sich bei Morphismen
aber nicht um Abbildungen zwischen Mengen und bei der Verkniipfung nicht
um Abbildungskomposition handeln!

Beispiel A.2.3 (leere Kategorie). Die leere Kategorie ist die (eindeutig be-
stimmte) Kategorie, deren Objektklasse die leere Menge ist.

Beispiel A.2.4 (Gruppen als Kategorien). Sei G eine Gruppe. Dann erhalten
wir wie folgt eine Kategorie Cg:

e Objekte: Die Kategorie C¢ besitze genau ein Objekt, etwa 0.
e Morphismen: Es sei Mor(0,0) := G.
e Verkniipfungen: Die Verkniipfung sei wie folgt gegeben:
Mor¢(0,0) x More(0,0) — More(0, 0)
(9:h) —> g h.
Beispiel A.2.5 (Mengenlehre). Die Kategorie Set der Mengen besteht aus:
e Objekte: Es sei Ob(Set) die Klasse(!) aller Mengen.

e Morphismen: Sind X und Y Mengen, so sei Morset(X,Y) die Menge
aller mengentheoretischen Abbildungen X — Y.

e Verkniipfungen: Sind X,Y und Z Mengen, so sei die Verkniipfung
Morset (Y, Z) x Morset(X,Y) — Morset(X, Z) die gewohnliche Abbil-
dungskomposition.

Es ist klar, dass die Verkniipfung assoziativ ist. Ist X eine Menge, so ist die
gewohnliche Identitdtsabbildung

X —X
T
der Identitdtsmorphismus idx von X in Set.

Beispiel A.2.6 (Algebra). Die Kategorie Vectg der R-Vektorrdume besteht
aus:

e Objekte: Es sei Ob(Vectr) die Klasse aller R-Vektorrdume.

e Morphismen: Sind V und W reelle Vektorrdume, so sei Moryect, (V, W)
die Menge aller lineare Abbildungen V' — W.

e Verkniipfungen: Die Verkniipfung sei durch die gewthnliche Abbil-
dungskomposition gegeben.
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Analog erhilt man auch die Kategorie Group der Gruppen, die Kategorie Ab
der abelschen Gruppen, die Kategorie Modgr der R-Rechtsmoduln bzw. die
Kategorie pMod der R-Linksmoduln iiber einem Ring R, ...

Beispiel A.2.7 (Topologie). Die Kategorie Top der topologischen Rdume be-
steht aus:

e Objekte: Es sei Ob(Top) die Klasse aller topologischen Riume.
e Morphismen: Sind X und Y topologische Rdume, so sei
map(X,Y) := Morr, (X, Y)
die Menge aller stetigen Abbildungen X — Y.

e Verkniipfungen: Die Verkniipfung sei durch die gewthnliche Abbil-
dungskomposition gegeben.

Alle Begriffe, die sich durch Objekte und (Komposition von) Morphismen
ausdriicken lassen, lassen sich zu entsprechenden Begriffen in allgemeinen
Kategorien verallgemeinern. Ein erstes Beispiel ist der Isomorphiebegriff:

Definition A.2.8 (Isomorphismus). Sei C' eine Kategorie. Objekte X,Y €
Ob(C) sind isomorph in C, wenn es Morphismen f € Morg(X,Y) und
g € Morc (Y, X) mit

gof:idx und fog:idy

gibt. In diesem Fall sind f und g Isomorphismen in C' und wir schreiben
X =¢ Y (oder wenn die Kategorie aus dem Kontext klar ist: X 2 Y).

Beispiel A.2.9 (Isomorphismenbegriffe).
e Objekte in Set sind genau dann isomorph, wenn sie gleichméchtig sind.

e Objekte in Group, Ab, Vectg, ... sind genau dann im obigen Sinne
isomorph, wenn sie im gewthnlichen algebraischen Sinne isomorph sind.

e Objekte in Top sind genau dann isomorph, wenn sie homéomorph sind.
e Objekte in der Simplexkategorie A sind genau dann isomorph, wenn
sie gleich sind.

Definition A.2.10 (Automorphismengruppe). Sei C' eine Kategorie und sei
X € Ob(C). Dann bildet die Menge Aut(X) aller Isomorphismen X — X
in C beziiglich der Komposition von Morphismen in C' eine Gruppe, die Au-
tomorphismengruppe von X in C.
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A.3 Funktoren

Die Ubersetzung zwischen mathematischen Theorien (d.h. zwischen Katego-
rien) erfolgt durch sogenannte Funktoren. Grob gesagt handelt es sich dabei
um , strukturerhaltende Abbildungen zwischen Kategorien®.

Definition A.3.1 (Funktor). Seien C' und D Kategorien. Ein (kovarianter)
Funktor F: C' — D besteht aus folgenden Komponenten:

e Einer Abbildung F': Ob(C) — Ob(D).
e Zu je zwei Objekten X, Y € Ob(C) einer Abbildung

F: Morg(X,Y) — Morc(F(X),F(Y)).

Dabei miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:
o Fiir alle X € Ob(C) ist F(ldx) = idF(X)-

e Fiir alle X,Y; X € Ob(C) und alle f € Mor¢(X,Y), g € More(Y, Z)
gilt
F(go f) = F(g)o F(f).

Beispiel A.3.2 (ldentitdtsfunktor). Sei C' eine Kategorie. Dann ist der Iden-
titatsfunktor Idc: C' — C wie folgt definiert:
e Auf Objekten betrachten wir die Abbildung
Ob(C) — Ob(C)
X — X.

o Auf Morphismen: Fiir alle X,Y € Ob(C) betrachten wir

Morg(X,Y) — More(X,Y)
Beispiel A.3.3 (Vergissfunktor). Der Vergissfunktor Top — Set ist wie folgt
definiert:

e Auf Objekten betrachten wir die Abbildung Ob(Top) — Ob(Set), die
einem topologischen Raum die unterliegende Menge zuordnet.

e Auf Morphismen: Fiir alle topologischen Rdume XY betrachten wir

Mortep(X,Y) = map(X,Y) — Morse(X,Y)
fr—1r
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Analog erhilt man Vergissfunktoren Vectrg — Set, Vectg — Ab, ...

Beispiel A.3.4 (basierte Vektorraume). Man kann die Mengenlehre iiber den
folgenden Funktor F': Set — Vecty in die lineare Algebra iibersetzen:

e Auf Objekten definieren wir
F: Ob(Set) — Ob(Vectg)
X — PR
X
(Wir betrachten dabei eine Menge X in kanonischer Weise als Teilmen-
ge, bzw. sogar Basis, von @ ¢ R.)

e Auf Morphismen definieren wir F' wie folgt: Sind X, Y Mengen und ist
f: X — Y eine Abbildung, so definieren wir F((f): @y R — P, R
als die eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung, die f von der Basis X
auf ganz @ y R fortsetzt.

Dies liefert tatsdchlich einen Funktor. Analog erhilt man auch einen freien
Erzeugungsfunktor Set — Ab.

Auflerdem liefern Objekte in Kategorien Funktoren, die beschreiben wie
die entsprechende Kategorie aus dem Blickwinkel dieses Objekts aussieht:

Beispiel A.3.5 (darstellbare Funktoren). Sei C' eine Kategorie und X € Ob(C).
Dann erhalten wir einen Funktor

More (X, - ): C — Set,

den von X dargestellten (kovarianten) Funktor. Dieser Funktor ist wie folgt
definiert:

e Auf Objekten: Sei
More (X, - ): Ob(C) — Ob(Set)
Y — Morg(X,Y).
e Auf Morphismen: Sind Y, Z € Ob(C), so definieren wir
Mor¢(X, - ): Morg(Y, Z) — Morset (MorC(X7 Y), Morg (X, Z))
gr—(f=golf)
Analog erhiilt man einen kontravarianten Funktor Morg( -, X): C' — Set.

Beispiel A.3.6 (Tensorprodukt). Sei R ein Ring und sei A ein Links- R-Modul.
Dann erhalten wir einen Funktor - ®r A: Modr — Ab wie folgt:
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e Auf Objekten sei

. @p A: Modp —s Ab
Ml—>M®RA.

e Auf Morphismen: Fiir alle M, N € Ob(Modg) sei

- ®pr A: MOI‘ModR(M,N) — MOIAb(M Qr A, N Qg A)
fr— f®rida.

Eine wesentliche Eigenschaft von Funktoren ist, dass sie — da sie mit Ver-
kniipfungen und Identitétsmorphismen vertréglich sind — Isomorphie erhalten
und somit ein geeignetes Konzept fiir Invarianten liefern:

Proposition A.3.7 (Funktoren erhalten Isomorphie). Seien C, D Kategorien,
sei F': C'— D ein Funktor und seien X, Y € Ob(C).

1. Ist f € Morc(X,Y) ein Isomorphismus in C, so ist der iibersetzte
Morphismus F(f) € Morp(F(X),F(Y)) ein Isomorphismus in D.

2. Insbesondere: Ist X =c Y, so folgt F(X) =p F(Y). Bzw.: Ist F(X) #p
F(Y), soist X 2¢ Y.

Beweis. Der erste Teil folgt direkt aus den definierenden Eigenschaften von
Funktoren. Der zweite Teil ist eine unmittelbare Folgerung aus dem ersten
Teil. O

Geeignete Funktoren kénnen also helfen zu zeigen, dass gewisse Objekte
nicht isomorph sind.

Caveat A.3.8. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht! D.h. Objekte, die
unter einem Funktor auf isomorphe Objekte abgebildet werden, sind im all-
gemeinen nicht isomorph.
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A.4 Elementare Analysis von Sinus und Kosinus

Im folgenden ist der analytische Zugang zu Sinus, Kosinus und 7 kurz zu-
sammengefasst. Der Zusammenhang mit der Anschauung zu Winkeln am
Kreisbogen ergibt sich daraus erst durch Berechnung der Linge geeigneter
Kreisbogen (Bemerkung 3.3.2).

Definition A.4.1 (Sinus, Kosinus). Die Funktionen Sinus und Kosinus sind
durch die folgenden (iiberall absolut konvergenten!) Potenzreihen gegeben:

cos: R — R
- (_1)n 2n
— .
v 7;) 2n)t "
sin: R — R

- (_1)71 2n+1
—_—y . :
* nz::o Cnt+ "

Graphische Darstellung. Auswertung der obigen Ausdriicke an vielen Punk-
ten ergibt die graphische Darstellung von cos bzw. sin in Abbildung A.1.

RS

sin

Abbildung A.1.: Graphische Darstellung von cos und sin

Symmetrie. Nach Definition gilt fiir alle € R, dass
cos(—x) = cos(x) und sin(—z) = —sin(x).

Differenzierbarkeit/Ableitungen. Aus allgemeinen Eigenschaften von Po-
tenzreihen erhalten wir: Die Funktionen cos und sin sind glatt und fiir die
Ableitungen gilt (gliedweises Differenzieren!)

cos’ = —sin und sin’ = cos.
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Quadratsumme. Es gilt

cos? +sin? = 1,
denn (cos® +sin?)’ = 0 und cos?(0) + sin*(0) = 1.
Die Zahl 7 und ihre Halfte. Eine sorgfiltige Abschitzung von Hand der
Potenzreihe zeigt, dass sin(z) > 0 fiir alle z € (0,2] gilt; also ist cos we-
gen cos’ = —sin auf [0,2] streng monoton fallend. Auflerdem zeigt eine
Abschitzung von Hand, dass cos(2) < 0 ist. Also hat cos in [0,2] genau
eine Nullstelle xy. Wir definieren

Ti=2-T.

Nach Definition ist cos(m/2) = 0. Aus der Quadratsumme und der Positivitéit
von sin auf [0, 2] folgt sin(r/2) = 1.

Additionstheoreme. Mithilfe des Cauchyprodukts von Potenzreihen kann
man nachrechnen, dass

cos(z +y) =cosx - cosy — sinz - siny,

sin(z +y) = sinx - cosy + cosx - siny

fiir alle x,y € R gilt. Insbesondere erhélt man daraus aus den bereits bekann-
ten Werten, dass

cos(m) = —1, sin(m) = 0, cos(2-m) =1, sin(2 - 7) = 0.

Periodizitat. Aus den Additionstheoremen und den bereits berechneten spe-
ziellen Werten ergibt sich

cos(z +2-m) = cos(x)
sin(z + 2 - 7) = sin(x)

cos(x - g) = sin(z)

fiir alle z € R.
Invertierbarkeit. Aus den bereits gezeigten Positivitits- und Symmetrieei-
genschaften sowie den bereits berechneten Werten folgt, dass

cos: [0, 7] — [—1,1]
sin: [—-7/2,7/2] — [-1,1]

Homoéomorphismen sind; die inversen Funktionen bezeichnet man mit arccos
bzw. arcsin.
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A.5 Penrose-Puzzle

Aus den Vorlagen auf den folgenden beiden Seiten kénnen leicht Teile fiir
eine rhombische Penrose-Parkettierung gefertigt werden.
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A.6 Der rote Faden

In dieser Vorlesung haben wir uns mit diversen Aspekten und Arten der
Geometrie beschéiftigt. Der rote Faden zeigt sich, wenn man die folgende Ta-
belle vervollstéindigt bzw. sich klar macht, an welchen Stellen Liicken bleiben
(miissen).

Abschlussaufgabe (der rote Faden).

1. Geben Sie ein Verfahren an, mit dem man einen fairen Wiirfelwurf fiir
acht Alternativen simulieren kann!
Hinweis. Es gibt sehr viele Moglichkeiten, dies zu erreichen — versuchen
Sie eine geometrische Losung zu finden!

2. Geben Sie ein Verfahren an, mit dem man einen fairen Wiirfelwurf fiir
fiinf Alternativen simulieren kann!
Hinweis. Es gibt sehr viele Moglichkeiten, dies zu erreichen — eine be-
sonders schone involviert den Ikosaeder.

3. Wiirfeln Sie Thre beiden ,, Wiirfel“ und machen Sie sich Gedanken iiber
das durch diese Koordinaten gegebene Feld in der untenstehenden Ta-

belle.
(&)
&) o
NI
5} S}
g 2 5 & £
— o D (@) -
= & U [
g O g g
g v g
3 ¢ = g 8
(]
S © & § O
; A e < o)
Taq . g £ =2 g =
Was ist/kann Geometrie? 5 © £ 3 9
= = o e b
Punkte
Geraden
Dreiecke
Léngen
Winkel
Flacheninhalte
Kriimmung
Symmetrie
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Geometrie (Lehramt Gymnasium) im SS 2016
Organisatorisches

Prof. Dr. C. Loh/D. Fauser April 2016

Homepage. Alle aktuellen Informationen zur Vorlesung, zu den Ubungen, zu
Sprechstunden, Literaturangaben, sowie die Ubungsblétter finden Sie
auf der Homepage zur Vorlesung bzw. in GRIPS:

http://www.mathematik.uni-regensburg.de/loeh /teaching/geometrie_ss16
https://elearning.uni-regensburg.de

Vorlesung. Die Vorlesung findet jeweils dienstags (8:30-10:00, ohne Pause; H 32)
und freitags (12:15-14:00, mit Pause; H 31) statt.

Es wird ein (Kurz)Skript zur Vorlesung geben, das eine Ubersicht
iiber die wichtigsten Themen der Vorlesung enthélt. Dieses Skript wird
jeweils auf den obigen Homepages aktualisiert. Beachten Sie bitte, dass
dieses Kurzskript keineswegs geeignet ist, den Besuch der Vorlesung
oder der Ubungen zu ersetzen!

Ubungen. Die neuen Ubungsaufgaben werden wochentlich freitags spitestens
um 12:00 Uhr auf den obigen Homepages online gestellt und sind bis
zum Freitag eine Woche spéter um 12:00 Uhr in die entsprechenden
Briefkédsten in der Mathematik abzugeben.

Auf jedem Ubungsblatt gibt es vier regulire Aufgaben (je 4 Punkte)
und herausforderndere Bonusaufgaben (je 4 Bonuspunkte).

Sie diirfen (und sollen) die Aufgaben in kleinen Gruppen bearbeiten;
aber die Losungen miissen individuell ausformuliert und aufgeschrieben
werden (andernfalls werden die Punkte aberkannt). Sie diirfen (miissen
aber nicht!) Losungen zu zweit abgeben; in diesem Fall miissen selbst-
verstidndlich jeweils beide Autoren in der Lage sein, alle der Zweier-
gruppe abgegebenen Losungen an der Tafel zu prisentieren (andernfalls
werden die Punkte aberkannt).

Die“Ubungen beginnen in der zweiten Vorlesungswoche; in diesen
ersten Ubungen wird das Einfithrungsblatt, Blatt 0, besprochen.

Einteilung in die Ubungsgruppen. Die Einteilung in die Ubungsgruppen erfolgt
iiber GRIPS:

https://elearning.uni-regensburg.de

Sie koénnen sich bis Mittwoch, den 13. April 2016, um 10:00 Uhr
fir die Ubungen anmelden; Sie kénnen dort Thre Priferenzen fiir die
Ubungstermine auswithlen und wir werden versuchen, diese Wiinsche
zu erfiillen. Bitte beachten Sie jedoch, dass es sein kann, dass wir nicht
alle Wiinsche erfiillen kénnen.



Falls Sie noch keine Kennung des Rechenzentrums haben, wenden
Sie sich bitte an Daniel Fauser.

Die endgiiltige Einteilung der Ubungsgruppen wird am Donnerstag,
den 14. April 2016, in GRIPS bekanntgegeben. Ein Wechsel in volle
Ubungsgruppen ist dann nur durch Tausch mit einem Tauschpartner
moglich.

Bei Fragen zur Einteilung der Ubungsgruppen wenden Sie sich bitte
an Daniel Fauser (daniel.fauser@ur.de, Sprechstunde wihrend der Vorle-
sungszeit: dienstags, 13:30-14:00).

Leistungsnachweise. Diese Vorlesung kann nur im vertieften Lehramtsstudien-
gang Mathematik eingebracht werden, im Modul LGyGeo (unbenotet:
7 ECTS, benotet: zusitzlich 2 ECTS).

— unbenotet: RegelmiBige und aktive Teilnahme an den Ubungen,
mindestens 50% der (in den reguliiren Aufgaben) moglichen Punk-
te, mindestens einmal zufriedenstellend vorrechnen. Falls Sie nach
dem aktuellen Modulkatalog (ab WS 15/16) studieren: zusétzlich
Bestehen der Klausur.

— benotet: Zweistiindige Klausur (s.u.). Die Note der Modulteilprii-
fung ergibt sich aus der Note der Klausur.

Klausur. Die Klausur findet am Mittwoch, den 27. Juli 2016, von 9:00 bis
11:00 Uhr, statt. Die Wiederholungsklausur ist voraussichtlich am Ende
der Semesterferien; der genaue Termin wird so bald wie moglich be-
kanntgegeben.

Hinreichend fiir die Klausurzulassung ist die regelméflige und aktive
Teilnahme an den Ubungen (einmal zufriedenstellend vorrechnen und
mindestens 50% der (in den reguliren Aufgaben) méglichen Punkte aus
den Ubungen).

Sie miissen sich in FlexNow fiir die Vorlesung/Ubungen und die
Klausur anmelden. Bitte informieren Sie sich friithzeitig. Wir werden
rechtzeitig Eintrdge in FlexNow vorbereiten. Beriicksichtigen Sie bit-
te auch (implizite) Fristen der entsprechenden Priifungsordnungen bis
wann (Wiederholungs-)Priifungen abgelegt werden miissen.

Wichtige Informationen im Krankheitsfall finden Sie unter:
http://www.uni-regensburg.de/mathematik /fakultaet/studium /studierende-und-studienanfaenger/index.html

Hinweise fiir Wiederholer. Studenten, die bereits in einem vorangegangenen Se-
mester die Klausurzulassung erhalten haben, aber im entsprechenden
Semester die Klausur nicht bestanden haben oder nicht an der Klausur
teilgenommen haben, kénnen mit dieser Zulassung auch an den oben
genannten Klausurterminen teilnehmen. Informieren Sie sich rechtzei-
tig iiber den Stoffumfang dieser Vorlesung (z.B. iiber das Kurzskript).
Auflerdem kann es je nach Kenntnisstand sinnvoll sein, nochmal an den
Ubungen oder der Vorlesung teilzunehmen.

Fiir den Drittversuch besteht alternativ zur Klausur auch wahlweise
die Moglichkeit, die Priifung als miindliche Priifung abzulegen.



Falls Sie an den Ubungen teilnehmen méchten, ohne dass Thre Losun-
gen korrigiert werden sollen, schreiben Sie bitte eine email an Daniel
Fauser mit Thren Wunschterminen (damit die Ubungsgruppen einiger-
mafen gleichmiflig besucht sind).

Ansprechpartner.

— Bei Fragen zur Organisation des Ubungsbetriebs wenden Sie sich
bitte an Daniel Fauser (Biiro M 205; Sprechstunde withrend der
Vorlesungszeit: dienstags, 13:30-14:00):

daniel.fauser@ur.de

— Bei Fragen zu den Ubungsaufgaben wenden Sie sich bitte an Ihren
Ubungsleiter oder an Daniel Fauser.

— Bei mathematischen Fragen zur Vorlesung wenden Sie sich bitte
an Thren Ubungsleiter, an Daniel Fauser oder an Clara Loh.

— Bei Fragen zur Planung Thres Studiums bzw. zur Priifungsordnung
wenden Sie sich bitte an die zusténdige Studienberatung oder das
zustandige Priifungsamt:

http://www.uni-regensburg.de/mathematik /fakultaet/studium/ansprechpersonen/index.html

Bei vielen Fragen kann Thnen auch die Fachschaft weiterhelfen:

http://www-cgi.uni-regensburg.de/Studentisches/FS_MathePhysik /cmsms/
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Aufgabe 1 (Unabhingigkeit). Ein Viereck in Mini-Geometrie ist ein Quadru-
pel (u,v,w,x) von Punkten, wobei die Punkte u, v, die Punkte v, w, die Punk-
te w, x und die Punkte z, u je auf einer gemeinsamen Geraden liegen. Welche der
folgenden Sétze in Mini-Geometrie sind unabhéngig von den Mini-Geometrie-
Axiomen? Begriinden Sie Thre Antwort!

1. Ist (u,v,w,x) ein Viereck in Mini-Geometrie, so ist (u,v,w) ein Dreieck
in Mini-Geometrie.

2. Ist (z,y, 2) ein Dreieck in Mini-Geometrie, so ist (z,y, z, z) ein Viereck in
Mini-Geometrie.

Aufgabe 2 (endliche Mini-Geometrie-Modelle). Ein Modell (P, G, C) von Mini-
Geometrie ist endlich, wenn die Menge P endlich ist.

1. Zeigen Sie: Ist (P,G,C) ein endliches Modell fiir Mini-Geometrie, so ist
auch G eine endliche Menge.

2. Gilt auch die Umkehrung? D.h. ist jedes Modell (P, G,C) von Mini-Geo-
metrie mit endlicher Menge G bereits endlich?

Aufgabe 3 (kleine Mini-Geometrien).

Behauptung. Bis auf Isomorphie von Mini-Geometrien gibt es hochstens ein
Mini-Geometrie-Modell (P, G, C) mit |P| =4 und |G| = 2.

Beweis. Seien M = (P,G,C) und M’ = (P',G’,C’) Modelle von Mini-Geo-
metrie mit |[P| = 4 = |P/| und |G| = 2 = |G’|. Dann gibt es also
Bijektionen f: P — P’ und F: G — G’. Seien f': P/ — P und
F': G — G die inversen Bijektionen. Dann sind (f,F): M — M’
und (f’,F’): M’ — M zueinander inverse Isomorphismen von Mini-
Geometrien. O

Gibt es an dem obigen Beweis etwas auszusetzen? Ist die behauptete Aussage
iiberhaupt wahr? Begriinden Sie Thre Antwort!

Aufgabe 4 (Gradsummen).

1. Sei X = (V, E) ein Graph. Ist v € V, so nennen wir
degv:= [{w € V | {v,w} € E}| € NU {oo}

den Grad von v (in X ). Zeigen Sie: Ist (V, E) ein Graph mit endlich vielen
Knoten, so gilt

Z degv=2-|E|.

veV

2. Folgern Sie: Die Anzahl der Menschen, die heute einer ungeraden Anzahl
von Menschen die Hand geschiittelt haben, ist gerade.

Bitte wenden



Bonusaufgabe (Die Schule von Athen).

1. Woher kennen Sie dieses Bild?

2. Wo sind auf diesem Bild Platon, Aristoteles, Pythagoras und Euklid dar-
gestellt?

3. Warum ist Hilbert (der Mathematiker mit Hut) nicht abgebildet?

keine Abgabe; diese Aufgaben werden in den Ubungen
in der zweiten Vorlesungswoche besprochen
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Aufgabe 1 (Unabhingigkeit). Ein Viereck in Mini-Geometrie ist ein Qua-
drupel (u,v,w,z) von Punkten, wobei die Punkte w,v, die Punkte v, w, die
Punkte w, x und die Punkte x, u je auf einer gemeinsamen Geraden liegen. Ein
Viereck ist nicht-entartet, wenn alle vier Eckpunkte verschieden sind. Welche der
folgenden Sitze in Mini-Geometrie sind unabhingig von den Mini-Geometrie-
Axiomen? Begriinden Sie Thre Antwort!

1. Sind (u,v,w) und (u,w, z) Dreiecke in Mini-Geometrie, so ist (u,v,w, z)
ein Viereck in Mini-Geometrie.

2. Ist (u,v,w,x) ein nicht-entartetes Viereck in Mini-Geometrie, so ist die
eindeutige Gerade durch u und v parallel zu der eindeutigen Gerade, auf
der die Punkte w und z liegen.

Aufgabe 2 (Modelle iiber Fy).
1. Zeichnen Sie A(Fz) und A(F3) und erkliren Sie Ihre Bilder.

2. Sei (V, E) ein Graph mit V # ). Gibt es dann einen F5-Vektorraum W
mit A(W) 2y (V, E, €) ? Begriinden Sie Thre Antwort!

Aufgabe 3 (Die Fano-Ebene).

1. Sei K ein Korper. Zeigen Sie, dass P(K) tatséchlich ein Modell fiir Mini-
Geometrie ist.

2. Sei K ein endlicher Korper. Bestimmen Sie die Anzahl der Punkte und
Geraden in der Mini-Geometrie P(K).

3. Wie kann man untenstehendes Bild als Skizze von P(Fq) verstehen? Be-
schriften Sie insbesondere alle Punkte und Geraden geeignet!

Aufgabe 4 (Ubungsaufgaben). Eine Gruppe von 17 Studenten bearbeitet drei
Ubungsaufgaben. Je zwei Studenten diskutieren eine dieser drei Aufgaben. Zei-
gen Sie, dass es dann drei Studenten und eine Aufgabe A gibt, so dass je zwei
dieser drei Studenten iiber A diskutiert haben.

Hinweis. Verwenden Sie ein geeignetes Schubfachargument und Mini-Ramsey.

Bonusaufgabe (Isomorphie linearer Mini-Geometrien). Sei K ein Koérper und
seien n,m € N mit A(K™) Zue A(K™). Zeigen Sie, dass dann n = m gilt.

Abgabe bis zum 22. April 2016, 12:30 Uhr, in die Briefkdsten
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Aufgabe 1 (Heiratsbedingung). Erfiillen die unten angegebenen Abbildun-
gen {1,...,4} — P({1,...,6}) die Heiratsbedingung? Begriinden Sie Thre
Antwort!

1.
{1,...,4} — P({1,...,6})
1+ {1,2,5,6}
2+— {3,4}
3+ {3,4}
4 {3,4}

{1,...,4} — P({1,...,6})
1— {2,3,4}
2+—{1,2}
3+— {1,4}
4+— {3}
Aufgabe 2 (L-Tromino-Spiel). Zwei Spieler, A und B, spielen folgendes Spiel

auf einem 2015 x 2015-Schachbrett, bei dem das zentrale Feld (also das 1008-te
Feld in der 1008-ten Zeile) fehlt:

— Zu Beginn ist das Spielbrett leer.
— Ein Zug besteht darin, einen Stein der Form Eb (sog. L-Tromino) so auf

drei Schachbrett-Felder zu setzen, dass er sich mit keinem anderen Stein
iiberlappt; der Stein darf dabei auch gedreht werden:

d H F B

— Spieler A und B ziehen abwechselnd.
— Derjenige, der den letzten Stein setzen kann, gewinnt.

— Spieler A beginnt.

Geben Sie eine Gewinnstrategie fiir Spieler B an und begriinden Sie, warum
es sich dabei um eine Gewinnstrategie handelt.
Hinweis. Verwenden Sie eine geeignete Symmetrie!
Aufgabe 3 (SET).
1. Wieviele Geraden gibt es in der Mini-Geometrie A(F3) ? Begriinden Sie
Thre Antwort!

2. In wievielen SETs ist Ihre Lieblings-SET-Karte enthalten? Begriinden Sie
Thre Antwort!

Hinweis. Nutzen Sie geeignete Symmetrien und achten Sie darauf, dass Sie
nichts mehrfach zéhlen.

Bitte wenden



Aufgabe 4 (Zug fir Zug). Zwei Spieler, A und B, spielen folgendes Spiel auf
dem untenstehenden Spielbrett:

— Spieler A beginnt und setzt eine Spielfigur auf ein freies (in obiger Abbil-
dung weif}) Feld seiner Wahl. Danach macht Spieler B den ersten normalen
Zug.

— Ein Zug besteht darin, diese Figur auf ein horizontal oder vertikal be-
nachbartes Feld zu setzen, das die Figur bisher noch nicht besucht hat.
Insbesondere ziehen beide Spieler mit derselben Figur!

— Spieler A und B ziehen abwechselnd.

— Derjenige, der den letzten Zug machen kann, gewinnt.

Geben Sie eine Gewinnstrategie fiir Spieler B an und begriinden Sie, warum
es sich dabei um eine Gewinnstrategie handelt. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

1. Modellieren Sie das Spielbrett durch einen geeigneten Graphen (eine Skiz-
ze geniigt).

2. Geben Sie ein perfektes Matching fiir Thren Graphen an (eine Skizze
geniigt).

3. Erkléren Sie, warum dieses perfekte Matching zu einer Gewinnstrategie
fiir Spieler B fiihrt.

Bonusaufgabe (Mathematik-Wettbewerbe).

1. Aus wievielen Runden besteht der Bundeswettbewerb Mathematik? Wie
laufen diese Runden ab?

2. Wie sieht das Auswahlverfahren der deutschen Mannschaft fiir die Inter-
nationale Mathematik-Olympiade aus?

Abgabe bis zum 29. April 2016, 12:30 Uhr, in die Briefkdsten
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Aufgabe 1 (die Villa des Nikolaus). Die untenstehenden Skizzen von Graphen
spezifizieren jeweils, wieviele Knoten es gibt und welche Knoten durch Kanten
verbunden sind. Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinden Sie Thre
Antwort!

1. Das sechsfache Nikolaushaus (siehe unten) ist planar.

2. Das dreifache Nikolaushochhaus (siehe unten) ist planar.

Aufgabe 2 (Sechsfarbensatz). Beweisen Sie den Sechsfarbensatz: Fiir jeden
endlichen planaren Graphen (V| F) gibt es eine Abbildung ¢: V — {1,...,6}
mit

v{v,w}EE C(U) 7é C(w)
Hinweis. Gehen Sie induktiv vor und betrachten Sie Knoten von niedrigem

Grad.

Aufgabe 3 (Fiinf Provinzen). Kénig Quintrix herrscht iiber ein Reich, beste-
hend aus fiinf zusammenh#ngenden Provinzen, wobei je zwei dieser Provinzen
eine gemeinsame Grenze besitzen.

1. Kann sich das Reich von Quintrix auf der Oberflédche eines kugelférmigen
Planeten befinden? Oder auf einer Scheibe?

2. Kann sich das Reich von Quintrix auf der Oberfliche eine Torus-Planeten
befinden?

Begriinden Sie jeweils Thre Antwort!

Hinweis. Den Torus erhélt man durch folgende Verklebung der Seiten eines

Quadrats; es kann hilfreich sein, Skizzen in dieser Quadratansicht zu erstellen.
l%—l

1 1
1 1
1 1
1 1 ~
4 4
1 1
1 1
1 1

|

Bitte wenden



Aufgabe 4 (Einbettbarkeit in R?). Zeigen Sie, dass jeder endliche Graph in R3
(sogar mit geraden Kanten!) eingebettet werden kann, indem Sie wie folgt vor-
gehen: Sei

w:R—R3
t— (t,t%,1)
die sogenannte Momentenkurve.

1. Skizzieren Sie die Momentenkurve in R3.

2. Seien ty,...,t4 € R und sei
1t 2t
M(ty,... tg) == } iz ig ig
1ty t3 t3
Zeigen Sie: Sind die vier Zahlen ¢4, ..., t4 alle verschieden, so ist

detM(tl,...,t4) 750

3. SchlieBen Sie daraus: Sind ¢4, ..., t4 € R vier verschiedene Zahlen, so liegen
die Punkte pu(ty),...,u(ts) nicht in einer gemeinsamen Ebene in R3.

4. Folgern Sie: Indem man die Knoten auf die Momentenkurve abbildet und
diese Punkte dann durch den Kanten entsprechenden Strecken verbindet,
erhilt man fiir jeden endlichen Graphen eine Einbettung nach R3.

Bonusaufgabe (Makros). Schreiben Sie ein KTEX-Makro \completegraph und
ein IWTEX-Makro \nikolaus, so dass \completegraph{n} bzw. \nikolaus{n} fiir
natiirliche Zahlen n € N den vollstdndigen Graphen K,, bzw. das n-fach iterierte
Nikolaushaus zeichnet:

\completegraph{5} \nikolaus{5}

Erkldren Sie auch die Funktionsweise Threr Makros.
Hinweis. Es konnte sich anbieten, das I TEX-Paket tikz zu verwenden.

Abgabe bis zum 6. Mai 2016, 12:30 Uhr, in die Briefkésten
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Aufgabe 1 (Geoditen). Sei (X,d) ein metrischer Raum. Welche der folgenden
Aussagen sind wahr? Begriinden Sie Thre Antwort!

1. Ist v: [0,1] — X eine stetige Kurve mit L(y) = 1, so ist 7 eine Geodite.
2. Sind 1, 72: [0,1] — X Geodéten mit v2(0) = v1(1), so ist auch
[0,2] — X

A 7 (t) falls t € [0,1]
Yt —1) fallst e [1,2]

eine Geodate.

Aufgabe 2 (Maximumsmetrik). Wir betrachten die Maximumsmetrik d, auf
der reellen Ebene R? bzw. R? \ {0}.

1. Ist der metrische Raum (R?, d.,) eindeutig geoditisch?
2. Ist der metrische Raum (R? \ {0}, d,) geodiitisch?

Begriinden Sie jeweils Thre Antwort und illustrieren Sie Ihre Argumente durch
geeignete Skizzen!

Aufgabe 3 (/2 =2 7). Was ist falsch am nachfolgenden , Beweis“? Erkldren
Sie genau, worin der Fehler besteht und welche Schritte korrekt sind.

Behauptung. Es gilt v/2 = 2.

Beweis. Wir betrachten die folgenden stetigen Kurven in (R?,ds). Zu n € Ny
sei v, : [0,2] — R? die Treppenkurve mit n Stufen mit Stufentiefe und
Stufenhshe 1/n von (0,0) nach (1,1), mit der offensichtlichen gleichméfi-

gen Parametrisierung:
73 Y4

71 Y2

Dann konvergiert die Folge (7, )nen gleichméBig gegen

v:[0,2] — R?
t—s 1/2- (t,1).

Also ist
L(y) = L( lim 7,) = lim L(y,) = 2.

Andererseits ist natiirlich L(vy) = V2. Somit folgt v/2 = 2.

Bitte wenden



Aufgabe 4 (die unendliche Diedergruppe). Wir betrachten auf Z C R die Stan-
dardmetrik dy und definieren die unendliche Diedergruppe Do, := Isom(Z,ds).

1. Zeigen Sie, dass {s,t} ein Erzeugendensystem von D, ist, wobei

s: 7L — 7
r—z+1,
t: 7 — 7
T — —x.

Skizzieren Sie Cay (Do, {s,t}).

2. Zeigen Sie, dass {t,t'} ein Erzeugendensystem von D, ist, wobei t wie
oben definiert ist und

.7 —7
r—1—.

Skizzieren Sie Cay (D, {t,t'}).

Bonusaufgabe (geodétische Strahlen in Gruppen). Sei G eine unendliche Grup-
pe, die ein endliches Erzeugendensystem S besitzt. Zeigen Sie, dass es dann eine
isometrische Einbettung N — G gibt, wobei wir G mit der Wortmetrik dg. s
beziiglich S und N mit der Standardmetrik versehen.

Hinweis. Als erstes kénnte man sich iiberlegen, warum man fiir jedes n € N
eine geoditische Einbettung {0, ..., n} — G finden kann. Warum hilft das?

Warum ist es so wichtig, dass S endlich ist?

Abgabe bis zum 13. Mai 2016, 12:30 Uhr, in die Briefkédsten
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Aufgabe 1 (Taxi-Kongruenzsitze). Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
Begriinden Sie Thre Antwort!

1. In (R?,d;) gilt der Kongruenzsatz SSS: Sind (vo,71,72) und (74, v1,75)
geodiitische Dreiecke in (R?,d;) und gilt

L(v) = L(v), L(m)=L(n), L) = L(12),
so sind die die Mengen im~y Uim~; Uim~s und im~j U im~y; U im~4

in (R?,d;) kongruent.

2. In (R?,d;) sind Sphéren von gleichem Radius kongruent: Ist r € R und
2 2
sind z, 2’ € R?, so sind die Sphéiren S ’dl)(r) und SSR ’dl)(r) in (R%,dy)
kongruent.
Aufgabe 2 (goldenes Schnittchen). Konstruieren Sie in (R?,dy) zwei Punk-
te z,y € R? mit
_1+V5

dg(.’E, y) 4

mit Zirkel und Lineal aus der Menge {(0,0), (0,1), (1,0)}. Beschreiben Sie die
Konstruktion und beweisen Sie Durchfiihrbarkeit und Korrektheit der Konstruk-
tion.

Aufgabe 3 (Baumwachstum). Wir betrachten den 4-reguliren Baum Ty, d.h.
den Graphen mit Knotenmenge V' := {0} U, {0} x {0,...,3} x {1,2,3}"
und der Kantenmenge

E = {{0,(0,0)}} U {{v,va} | v e V,a € {1,2,3}}.

Dabei steht va fiir das Tupel, das man erhélt, wenn man a hinten an v anhéngt.
Sei d die von Ty auf V induzierte Metrik.

1. Erklaren Sie, wie man das untenstehende Bild als Skizze von T, auffassen
kann, indem Sie die Knoten geeignet beschriften.

i
ns

+ |+

2. Bestimmen Sie fiir den Knoten 0 und alle r € N das ,, Volumen* ’B(()V’d) (r) |
e Bonusaufgabe (2 Punkte). Zeigen Sie, dass Isom(V,d,) iiberabzéhlbar ist.

Bitte wenden



Aufgabe 4 (Polyduell). In der euklidischen Ebene (R?, dy) treffen sich 2015 Per-
sonen zu einem Polyduell. Gem#8 alter Tradition stellen sie sich so auf, dass die
Absténde zwischen je zwei Personen alle verschieden sind. Piinktlich zum offiziel-
len Startsignal erschieit jeder denjenigen, der ihm am néichsten ist (beziiglich ds).

1. Zeigen Sie, dass mindestens einer der Teilnehmer iiberlebt.

Hinweis. Extremalprinzip!

2. Zeigen Sie, dass sich die (geradlinigen!) Flugbahnen zweier Kugeln nicht
schneiden konnen.

Bonusaufgabe (Origami).

1. Schlagen Sie in der Literatur nach wie Konstruierbarkeit von Punkten
in R? via Origami definiert ist und erkliren Sie die erlaubten Konstrukti-
onsschritte sowohl mathematisch als auch origamisch.

2. Schlagen Sie in der Literatur nach wie sich Konstruierbarkeit mit Zirkel
und Lineal zu Konstruierbarkeit mit Origami verhalt.

Abgabe bis zum 20. Mai 2016, 12:30 Uhr, in die Briefkédsten
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Aufgabe 1 (Orthogonalitit). Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Wel-
che der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinden Sie Thre Antwort!

1. Sind z,y,z € V mit ¢ L y und y L z, so folgt = L z.
2. Sind x,y,z € V mit x L (y + 2), so folgt x L y und = L 2.

Aufgabe 2 (Normen ohne Skalarprodukt). Sei n € N>o. Zeigen Sie, dass die
Normen || || und || - ||oo auf R™ nicht von einem Skalarprodukt induziert sind.

Aufgabe 3 (Isometriegruppe des Quadrats). Wir betrachten die folgenden Teil-
mengen von R2

Q= {(1’ 1)) (17 _l)a (_1’ 1)) (_1’ _1)}
QD = ([_1’ ” X {_1’ 1}) U ({_17 1} X [_171])
Q"™ :=[-1,1] x [-1,1]

und den Graphen

x5 = (VH EY) = ({1,2,3,4}, {{1,2}, {2, 3}, {3, 4}, {4,1}}).

Wir versehen Q, QY und Q™ jeweils mit der von der euklidischen Metrik da
induzierten Metrik; wir versehen VE mit der von XU induzierten Metrik d.
Bearbeiten Sie zwei der folgenden vier Aufgaben:

1. Zeigen Sie: Ist f € Isom(Q,d2), so bildet f diagonal gegeniiberliegen-
de Punkte auf diagonal gegeniiberliegende Punkte ab (Extremalprinzip!).
Folgern Sie, dass Isom(Q, ds) zu Isom(VY, d) isomorph ist.

2. Zeigen Sie: Die Inklusion @ — Q" induziert einen Gruppenisomorphis-
mus Isom(QY, dy) — Isom(Q, dy).

3. Zeigen Sie: Die Inklusion QY — Q" induziert einen Gruppenisomorphis-
mus Isom(QW, dy) — Isom(QY, dy).

4. Bestimmen Sie die Isometriegruppe von (QU, dy); d.h. geben Sie die Ver-
kniipfungstabelle oder eine algebraische Beschreibung von ISOIH(QD,dg)
an.

Bitte wenden



Aufgabe 4 (Perpendikulus). Der Roboter Perpendikulus lebt in der euklidi-
schen Ebene (R?,ds); aufgrund seines ausgeprigten Orthogonalitiitsbewusst-
seins bewegt er sich auf Perpendikulus-Routen fort:

Eine Perpendikulus-Route aus n € N Segmenten ist eine Folge (s1,...,s,) von
n geraden Segmenten (d.h. euklidischen Geoditen) in (R? dy) mit folgenden
Eigenschaften: Ist j € {1,...,n}, so hat s; die Lénge j, das Segment s; endet
am Anfang von s;y; und s;j41 ist orthogonal zu s;; dabei verstehen wir sp,41
als s;. Wir nennen n € N eine Perpendikulus-Zahl, wenn es eine Perpendikulus-
Route mit n Segmenten gibt.

1. Zeigen Sie, dass 8 eine Perpendikulus-Zahl ist.

2. Zeigen Sie, dass jedes Vielfache von 8 eine Perpendikulus-Zahl ist.
3. Warum sind 7, 10 und 12 keine Perpendikulus-Zahlen?

4. Zeigen Sie, dass jede Perpendikulus-Zahl durch 8 teilbar ist.

Hinweis. Wihlen Sie ein geeignetes Koordinatensystem. Uberlegen Sie sich
dann, wie Sie den Kern des Problems durch zwei Gleichungen beschreiben
konnen.

Bonusaufgabe (Fixpunkte auf Bidumen). Sei T = (V, E) ein Baum, d.h. ein
nicht-leerer zusammenhéngender Graph, der keine Kreise enthélt. Sei G eine
endliche Untergruppe der Automorphismengruppe des Graphen T'. Zeigen Sie:
Dann gibt es

— einen Knoten v € V mit: fiir alle f € G ist f(v) =v
— oder eine Kante {v,w} € V mit: fiir alle f € G ist {f(v), f(w)} = {v, w}.

Hinweis. FExtremalprinzip! Betrachten Sie einen Knoten v, fiir den die Men-
ge {f(v) | f € G} minimalen Durchmesser besitzt ...

Abgabe bis zum 27. Mai 2016, 12:30 Uhr, in die Briefkédsten
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Aufgabe 1 (Kriimmung vs. Isometrie). Sei (V, ||-||) ein Banachraum, sei I C R
ein Intervall, sei yv: I — V eine nach Bogenlinge parametrisierte zweimal
differenzierbare Kurve und sei f: V' — V eine (lineare) Isometrie. Welche der
folgenden Aussagen sind wahr? Begriinden Sie Thre Antwort!

1. Dann ist auch fo~: I — V nach Bogenldnge parametrisiert.
2. Es gilt [|Kroy(t)]| = ||x~(2)]| fiir alle ¢ € I°.

Aufgabe 2 (Kurven-Energie). Sei (V,|| - ||) ein Banachraum, seien Tp, 7Ty € R
mit Ty < Ty und sei y: [Ty, Th] — V stetig differenzierbar. Dann definieren wir
die Energie von vy durch

T
B0 =3 [ I3l d.

To
(Der Vorfaktor 1/2 ist dabei aus der Physik motiviert.)

1. Zeigen Sie, dass
L()? <2-(Ty = To) - E(v),

wobei Gleichheit genau dann vorliegt, wenn die Funktion ||%|| konstant ist.

Hinweis. Verwenden Sie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir ein
Skalarprodukt auf einem geeigneten Funktionenraum.

2. Was bedeutet das in der Praxis? (Zum Beispiel beim Autofahren ...)

Aufgabe 3 (kleine Dreiecke). Seien x,y,z € Z? C R? drei Punkte, die nicht
auf einer gemeinsamen Geraden liegen. Wir betrachten

A(x,y,2) = {ty - +t, y+t, 2|ty ty,t, €[0,1],t, +t, +t, =1} CR?

und nehmen an, dass A(z,y,2) auBer z,y,z keine weiteren Punkte aus Z?2
enthiilt. Zeigen Sie, dass

|det(y — z,z — x)| = 1.

Hinweis. Warum ist (y — z,z — ) eine Z-Basis von Z?2 ?

Bitte wenden



Aufgabe 4 (Winkel fiir Schiiler). Geben Sie mathematisch exakte Definitionen
der folgenden Begriffe der ebenen euklidischen Geometrie und zwar so, dass
ein Schiiler der Klassen 5 bis 7 sie verstehen kann. Sie diirfen dabei Absténde
zwischen Punkten als bekannt voraussetzen sowie Halbstrahlen.

1. Kreis
2. Winkel zwischen zwei Halbstrahlen.

Tllustrieren Sie Thre Erkldrungen durch geeignete Bilder und Beispiele!
Hinweis. Es ist natiirlich nicht davon auszugehen, dass Schiiler der Klassen 5
bis 7 die trigonometrischen Funktionen cos bzw. arccos kennen.

Bonusaufgabe (Loch Ocht). Der schottische See Loch Ocht ist kreisformig
mit einem Radius von einer Meile. Aufgrund des dichten Nebels ist iiberhaupt
nur erkennbar, was weniger als eine Meile entfernt ist. In diesem See leben acht
Ungeheuer (sogenannte Ochties), die ihren Hals und Kopf, ihrem grofien Vorbild
Nessie nacheifernd, aus dem See recken. Zeigen Sie, dass es dann zwei Ochties
gibt, die sich sehen kénnen.

Hinweis. Extremalprinzip!

Abgabe bis zum 3. Juni 2016, 12:30 Uhr, in die Briefkésten
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Aufgabe 1 (Translationen vs. Spiegelungen). Sei n € N, sei a € R und sei
f:R* — R"
r—x+a

die Translation um a. Im folgenden betrachten wir Spiegelungen beziiglich des
Standardskalarprodukts auf R™. Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Be-
griinden Sie Thre Antwort!

1. Man kann f in eine Komposition von genau 2016 Spiegelungen zerlegen.
2. Man kann f in eine Komposition von genau 2017 Spiegelungen zerlegen.

Hinweis. ,Determinante!“ sagte die Tante, die alle Invarianten kannte.

Aufgabe 2 (Isometrien vs. Spiegelungen).
1. Zua €[0,2- 7| sei
Ry:R? — R?
<cos a —sin a)
z— | . - x
sina  cosa
Zeigen Sie, dass man R, als Komposition von Spiegelungen in R? (bzgl.

Standardskalarprodukt) schreiben kann. Illustrieren Sie Thre Argumente
durch geeignete Skizzen!

2. Sei n € N. Zeigen Sie, dass jedes Element aus Isomg(R™, d3) als Komposi-
tion von endlich vielen Spiegelungen in R™ (bzgl. Standardskalarprodukt)
geschrieben werden kann.

Hinweis. Welche Normalformen/Spektralsitze fiir orthogonale Matrizen
kennen Sie aus der Linearen Algebra?

Aufgabe 3 (Kongruenzsiitze).
1. Beweisen Sie den Kongruenzsatz WSW in (R?, dy).

2. Beweisen Sie den Kongruenzsatz SsW in (R, dy).

Aufgabe 4 (Gleichseitigkeit fiir alle!). Der imperiale Hofmathematiker Isosceles
des Trigon Empire hat die auf der Riickseite abgedruckte Arbeit vorgelegt. Was
ist schiefgelaufen? Erklidren Sie genau, was korrekt ist und was nicht.

Bonusaufgabe (Lehrplan). Finden Sie online den Lehrplan Mathematik fiir
Gymnasien in Bayern und beantworten Sie die folgenden Fragen:

1. Wie oft treten die Worter ,,Beweis“ und ,,Definition* im Lehrplan auf?

2. Welche Schliisse ziehen Sie daraus fiir die Zukunft des Fachs ,, Mathematik“
an Gymnasien?

Abgabe bis zum 10. Juni 2016, 12:30 Uhr, in die Briefkésten



Satz (GroBartiger Gleichseitigkeitssatz von Isosceles). Jedes geodiitische Drei-
eck in (R?,dy) ist gleichseitig, d.h.: Sind A, B, C € R? drei verschiedene Punkte,
so gilt

[A=Bllz =B = Cl2 = [|C — All2.

Beweis. Angenommen, die drei Seiten wiren absurderweise nicht alle gleich lang, ohne
Einschrinkung etwa || A — C|2 # ||B — C]|2.

Sei w die Winkelhalbierende an der Ecke C, d.h. w ist eine Gerade durch C' und
die Winkel zwischen w und A — C bzw. zwischen w und B — C sind gleich grof.
Sei m die Mittelsenkrechte zu A und B, d.h. m ist orthogonal zu B — A und geht
durch D :=1/2-(A+ B).

Wegen ||A — Cll2 # ||B — C||2 haben m und w genau einen Schnittpunkt E. Sei
F der Schnittpunkt der zu A — C' orthogonalen Geraden durch E mit der Geraden
durch A und C, und sei G der Schnittpunkt der zu B — C orthogonalen Geraden
durch E mit der Geraden durch B und C.

Dann erhalten wir die folgenden Beziehungen:

1. Nach Pythagoras ist |E — A||2 = ||E — B||2, da m zu B — A orthogonal ist und
da |[D~ A2 =1/2- B~ Als = | D - Bll.

2. Esgilt <«(G - E,C — E) = <«(F — E,C — E); dies folgt aus der Winkelsumme
in euklidischen Dreiecken sowie der Konstruktion von w als Winkelhalbierende
und von F' bzw. G als Lotfulpunkte. Mit dem Kongruenzsatz WSW erhalten
wir daher

[F'=Clla=[G=Cll und  [[E=Fl2=[E -Gl
3. Mit den ersten beiden Schritten und Pythagoras folgt dann auflerdem
[A=Fl2=[B—Gll.

Wir unterscheiden nun zwei Falle:

— Der Punkt E liegt innerhalb des von A, B, C' aufgespannten Dreiecks. Dann gilt
nach den obigen Voriiberlegungen

[A=Cllz2=[|A~=Fll2 + |F - C|2
=|[B=Cllz2+ |G = Cll2 =B = Cl2.

— Der Punkt F liegt aulerhalb des von A, B, C' aufgespannten Dreiecks. Dann gilt
nach den obigen Voriiberlegungen

[A=Cllz=—[|A=Fll2 + | F = C2
=—I1B=Cll2 + |G = Cllz = [|B = Cll2-

Es folgt also ||A—C||2 = ||B—C/||2, im Widerspruch zu unserer grotesken Annahme. W
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Aufgabe 1 (Pflasterungen der eukdlidischen Ebene). Sei K eine endliche Men-
ge von Polygonen in (R?,ds). Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Be-
griinden Sie Thre Antwort!

1. Ist P eine Pflasterung von (R2,ds) mit Protokacheln aus K, so ist P
unendlich.

2. Sind P und P’ Pflasterungen von (R?,ds) mit Protkacheln aus K, so gibt
es eine Isometrie g € Isom(R?, dy) mit

P'={9-Q|QeP}
Aufgabe 2 (Vierecke).
1. Geben Sie eine Definition fiir Vierecke in (R?,dy).
Hinweis. Vierecke sollten Polygone sein.
2. Geben Sie eine Definition fiir innere Diagonalen von Vierecken in (R?, ds).

3. Was miisste man alles beweisen, wenn man aus den untenstehenden Skiz-
zen einen vollstdndigen Beweis dafiir formulieren wollte, dass es zu jedem
Viereck V in (R?,ds) eine Pflasterung von (R?, d) mit der Protokachel V
gibt?

Hinweis. Es geniigt, wenn Sie die einzelnen Schritte formulieren — Sie
miissen den Beweis fiir diese Schritte nicht ausfithren.

< 7

Aufgabe 3 (Konstruktion des reguliren Fiinfecks). Konstruieren Sie aus der
Menge {(0,0),(1,0),(0,1)} C R? mit Zirkel und Lineal ein regulires Fiinfeck
in (R?, dy) mit Radius 1. Beschreiben Sie die Konstruktion und beweisen Sie die
Durchfiihrbarkeit und Korrektheit der Konstruktion.

Hinweis. Was hat Aufgabe 2 von Blatt 5 mit den Kuchenstiickdreiecken eines
regulédren Fiinfecks vom Radius 1 zu tun?

Aufgabe 4 (Inflation von Quadraten). Warum kann man mit der Inflation

--->

nicht analog zum Beweis fiir Penrose-Pflasterungen zeigen, dass jede Pflasterung
von (R?,dy) durch kongruente Quadrate aperiodisch ist?

Bitte wenden



Bonusaufgabe (Wiederholung in Penrose-Pflasterungen). Sei P eine Penrose-
Pflasterung von (R?,dy) und sei P’ C P eine endliche (nicht-leere) Teilmenge.
Zeigen Sie: Dann gibt es unendlich viele Isometrien g € Isom(R?, dy) mit

{9-QlQeP}CP

In anderen Worten: Jedes endliche Stiick von P wiederholt sich somit unendlich
oft in P.
Hinweis. Erst Inflation, dann Deflation.

Abgabe bis zum 17. Juni 2016, 12:30 Uhr, in die Briefkdsten
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Aufgabe 1 (hyperbolische Metrik). Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
Begriinden Sie Thre Antwort!

1. Die Abbildung z — z + i ist eine Isometrie von (H,dg).
2. Es gilt dgr(i,1+2-14) = V2.
Hinweis. Muss man dazu dy (i,1 + 2 - i) exakt berechnen?
Aufgabe 2 (hyperbolische Spiegelung). Wir betrachten die Abbildung
f:H—H
Z— —Z,

wobei Z die komplexe Konjugation von z € H C C bezeichnet.

1. Veranschaulichen Sie f geeignet.

2. Zeigen Sie, dass f eine riemannsche Isometrie H? — H? ist.

Aufgabe 3 (positive Definitheit der hyperbolischen Metrik). Seien z,z’ € H
mit dp(z,2") = 0. Zeigen Sie, dass dann bereits z = 2’ gilt.

Hinweis. Verwenden Sie die triviale Abschétzung fiir hyperbolische Lingen; die
vertikale Abschiatzung hilft bei Kurven, die zu weit nach oben entfleuchen.
Aufgabe 4 (Inversion am Kreis). Wir betrachten die Abbildung (wobei wir H
als Teilmenge von C auffassen)

f+H—H

Zh—r ——.
z

Ein verallgemeinerter Halbkreis ist eine Teilmenge K C H folgender Form:
— Es gibt ein m € R und ein r € Ryg mit K = {z € H | |z —m| =1} oder
—esgibteina € Rmit K ={a+i-t|teRsp}.

Zeigen Sie: Ist K ein verallgemeinerter Halbkreis, so ist auch f(K) ein verallge-
meinerter Halbkreis. Illustrieren Sie Ihre Argumente durch geeignete Skizzen!

Bitte wenden



Bonusaufgabe (riemannsche Lénge vs. metrische Linge). Seien Ty, 71 € R
mit Ty < 77 und sei y: [Ty, Th] — H eine glatte Kurve. Zeigen Sie, dass

Lyz(v) = Lm,a (7)-

Hinweis. Die Ungleichung Lg2 () > Lp,4,)(7) folgt direkt aus der Definition
von dy und der metrischen Linge L (g q,,)-

Die umgekehrte Ungleichung L2 (v) < L(g,a,,)(7) erfordert sehr genaue lo-
kale Abschétzungen (zum Beispiel wie im Beweis der Definitheit von dg), um
die Situation in winzigen Umgebungen mit (skalierten) euklidischen Situatio-
nen zu vergleichen. Mit der analytischen Beschreibung der metrischen Linge
in (R?, ds) kann man dann die gewiinschte Ungleichung herleiten.

Abgabe bis zum 24. Juni 2016, 12:30 Uhr, in die Briefkiisten
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Aufgabe 1 (Mobiustransformationen). Welche der folgenden Aussagen sind
wahr? Begriinden Sie Ihre Antwort!

1. Es gibt eine Matrix A € SL(2,R) mit f4(i/2) =4 und fa(i) =2-1i.
2. Es gibt eine Matrix A € SL(2,R) mit f4 = (2 — —2).
Aufgabe 2 (Stabilisator von ). Zeigen Sie Stab; = SO(2).

Aufgabe 3 (ein hyperbolisches Dreieck). Zeichnen Sie das geodiitische Dreieck
in (H,dy) mit den Ecken 144, i — 1, 2 4+ 2 - 4. Erkliiren Sie dabei genau,
warum Thre Zeichnung korrekt ist und wie Sie die entscheidenden Komponenten
berechnet/konstruiert haben.

Aufgabe 4 (regulire hyperbolische Dreiecke). Sei f: H — H die M&bi-
ustransformation zu der Matrix

(CF’S § s 3> € SLE.R).
Sin 3 COS 3

Zu y € (0,1) betrachten wir die Punkte zo(y) := i - y sowie z1(y) = f(i - y)
und 22(y) := f2(i - y).

Seien ap(y), a1(y), az(y) die entsprechenden Winkel des von zo(y), z1(y), 22(y)
aufgespannten geodétischen Dreiecks in (H,dy).

1. Zeigen Sie, dass fo fo f=idy ist.
2. Zeigen Sie, dass dr(20(y), 21(y)) = du(21(y), 22(y)) = du(22(y), 20(y))-
3. Zeigen Sie, dass ap(y) = a1(y) = az(y) > 0.

4. Skizzieren Sie einen Beweis fiir lim, . ao(y) = 0.

Hinweis. Es geniigt, wenn Sie die wesentlichen Schritte formulieren und
mit geeigneten Skizzen illustrieren; Sie miissen die zugehorigen Berech-
nungen nicht im Detail ausfithren.

Bonusaufgabe (hyperbolische Hosen). Wie kann man hyperbolische Hosen
(hyperbolic baby pants) stricken? Was hat das mit hyperbolischer Geometrie zu
tun?

Hinweis. S.-M. Belcastro, C. Yackel. Making Mathematics with Needlework:
Ten Papers and Ten Projects, A.K. Peters, 2007.

Abgabe bis zum 1. Juli 2016, 12:30 Uhr, in die Briefkdsten
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Prof. Dr. C. Loh Blatt 12 vom 1. Juli 2016

Aufgabe 1 (Isometriegruppe der hyperbolischen Ebene). Welche der folgenden
Aussagen sind wahr? Begriinden Sie Thre Antwort!

1. Die Gruppe Isom(H, dy) wird von
{falAeSL2,R)}U{z—~ —Z+2}

erzeugt.

2. Die Gruppe Isom(H, dg) wird von
{z+——-Z+b|beR}
erzeugt.
Aufgabe 2 (Flichenwachstum von hyperbolischen Kreisscheiben).
1. Zu c e Ry sei
v:[0,1] — H
t—i+t-c-(141i).

Zeigen Sie, dass Lgz(7) = v/2 - In(1 + ¢).

2. Sei a € R. Folgern Sie, dass dg(i,i+a) < 2-v/2-In(1 +a/2).

3. Zua € Rypund b € Ryq sei 4 := {x+i~y €H | xz €[0,a], y € [l,b]} C H.
Zeigen Sie, dass

upz(A) =a- (1—%).

4~
1
1
1

i-b

4. Sei r € R-qg. Folgern Sie, dass
L2 (Bi(H’dH)(r)) >el - (1—e 2).
Hinweis. Betrachten Sie ein geeignetes Rechteck wie in Teil 3.

Aufgabe 3 (hyperbolische Isometrien sind flichentreu). Sei A C H messbar
und f € Isom(H,dy). Zeigen Sie, dass dann auch f(A) C H messbar ist und,
dass

pz2 (f(A)) = pr (A).

Bitte wenden



Aufgabe 4 (Cirkellimiet IIT). Betrachten Sie den Holzschnitt Cirkellimiet 11T
von M.C. Escher:

http://www.mcescher.com/gallery/recognition-success/circle-limit-iii/

Falls die abgebildeten Vierecke/Dreiecke jeweils kongruente geodétische regulire
hyperbolische Vierecke/Dreiecke (im Scheibenmodell) sind, kénnen dann die
weiflen Linien hyperbolische geoditische Geraden sein? Begriinden Sie Thre Ant-

wort!
Hinweis. Winkel?!

Bonusaufgabe (Papiermodell). Schneiden Sie hinreichend viele kongruente re-
guliire (euklidische) Dreiecke aus und verkleben Sie diese anhand der Kombina-
torik, die von einer Pflasterung der hyperbolischen Ebene durch regulidre Drei-
ecke mit Winkel 45° (also 7/4) beschrieben wird.

Skizzieren Sie wie man darauf aufbauend Unterrichtsmaterial fiir Schiiler
der gymnasialen Mittelstufe zur hyperbolischen Ebene erstellen kann. Welche
Eigenschaften der hyperbolischen Ebene lassen sich gut an diesem Experiment
illustrieren? Welche nicht?

Abgabe bis zum 8. Juli 2016, 12:30 Uhr, in die Briefkdsten

Dies ist das letzte Ubungsblatt, das reguliir in die Wertung eingeht.
Losungen zu den Bléttern 13 und 14 kénnen auch abgegeben werden
und zédhlen dann als Bonuspunkte.



Ubungen zur Geometrie
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Aufgabe 1 (Quasi-Isometrien). Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
Begriinden Sie Thre Antwort!

1. Jede Quasi-Isometrie ist surjektiv.
2. Jede surjektive quasi-isometrische Einbettung ist eine Quasi-Isometrie.
Aufgabe 2 (sphérische Tangentialvektoren).
1. Sei v: [Ty, Ty] — S? C R3 eine glatte Kurve. Zeigen Sie, dass dann
y(t) L (@)
fir alle ¢t € [Tp,71] gilt (wobei ,,L“ die Orthogonalitit beziiglich des
gewohnlichen Skalarprodukts auf R? bezeichnet).
Hinweis. Differenzieren Sie die definierende Gleichung fiir S2.
2. Seien z € S? und v € R? mit v L 2. Konstruieren Sie eine glatte Kur-
ve v: [-1,1] — S§? mit v(0) = z und %(0) = v.
Aufgabe 3 (stereographische Projektion).
1. Sei N :=(0,0,1) € S? der Nordpol und sei

o: S?\ {N} — R?
1
1—563

(‘Tl,xQ,xS) — : (fL’l,fL'Q)

die stereographische Projektion. Zeigen Sie, dass o winkeltreu ist.
2. Ist o flichentreu? Begriinden Sie Ihre Antwort!
3. Skizzieren Sie (von Hand) eine Weltkarte in stereographischer Projektion.

4. Skizzieren Sie (von Hand) eine Weltkarte in stereographischer Projektion,
wenn nicht der Nordpol entfernt wird, sondern Kuala Lumpur.

Aufgabe 4 (logarithmische Spirale). Zeigen Sie, dass
fiRso — R?
t—t- (sin(In(1 +t)),cos(In(1 + t)))

beziiglich den Standardmetriken auf R bzw. R? eine quasi-isometrische Einbet-
tung ist. Gibt es eine geodiitische Halbgerade R>g — R?, die ,nahe“ an f
liegt? Begriinden Sie Thre Antwort!

Bitte wenden



Bonusaufgabe (regulidre Pflasterungen der Sphire). Verwenden Sie Povray
(http://www.povray.org/), um schéne (und mathematisch exakte!) Bilder der
reguldren Pflasterungen der Sphére zu erstellen.

Freiwillige Abgabe bis zum 15. Juli, 12:30, in die Briefkésten
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Aufgabe 1 (hyperbolische Gruppen). Welche der folgenden Aussagen sind
wahr? Begriinden Sie Thre Antwort!

1. Die Gruppe Z/2016 ist hyperbolisch.
2. Die Gruppe Z x Z/2016 ist hyperbolisch.
Aufgabe 2 (Taxi-Kreuz). Wir betrachten die Menge
X = {(z,y) € R? ‘ z-y=0}CR?
und versehen X mit der Taxi-Metrik d;.
1. Zeigen Sie, dass (X, d;) geodiitisch ist.
2. Zeigen Sie, dass (X, d;) ein hyperbolischer metrischer Raum ist.

Aufgabe 3 (hyperbolische Geoditen). Sei (X,d) ein §-hyperbolischer metri-
scher Raum und seien «: [0, L] — X, v: [0, L'] — X Geodéten in X mit

7(0)=7'(0) und  d(y(L)," (L)) < 1.
Zeigen Sie, dass |L — L'| <1 und
Viclomin(z,zny) d(v(8),7 (1) <2-6+2.
Aufgabe 4 (hyperbolische Brezel).

1. Was fiir eine Flache M erhélt man, wenn man die Seiten eines Achtecks wie
unten angegeben verklebt? Skizzieren Sie M und wie M aus dem Achteck
entsteht!

2. Erkliren Sie anschaulich, warum M eine (glatte) zweidimensionale Man-
nigfaltigkeit ist.

3. Erkldren Sie anschaulich, wie man mithilfe geeigneter regulérer Pflaste-
rungen von (H,dp) eine riemannsche Metrik auf M definieren kann, die
lokal isometrisch zu (H,d) ist.

Bonusaufgabe (Skript). Finden Sie moglichst viele Fehler im Skript!

Freiwillige Abgabe bis zum 20. Juli direkt bei den Ubungsleitern
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