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Aufgabe 1 (2 + 2+ 3 = 7 Punkte). Die Sprache von Tri-Geometrie enthélt
Punkte, Dreiecke und die Beziehung ,ist Ecke von“ zwischen Punkten und
Dreiecken sowie die Sprache der Logik erster Stufe. Tri-Geometrie erfiillt die
folgenden Axiome:

T 1 Zu jedem Dreieck gibt es genau drei verschiedene Punkte, die eine Ecke
von diesem Dreieck sind.

T 2 Haben zwei Dreiecke dieselben drei Eckpunkte, so stimmen sie iiberein.
Bearbeiten Sie die folgenden Aufgaben:

1. Zeigen Sie fiir Tri-Geometrie: Sind vier verschiedene Punkte gegeben, so
gibt es hochstens vier verschiedene Dreiecke, deren Ecken in diesen vier
Punkten liegen.

2. Geben Sie eine verniinftige Definition dafiir, was ein Modell fir Tri-
Geometrie ist.

3. Ist der folgende Satz unabhéingig von den Tri-Geometrie-Axiomen? Be-
griinden Sie Thre Antwort!

Sind x,y, z drei verschiedene Punkte, so gibt es ein Dreieck A, so
dass z, y und z Ecken von A sind.

Lésung:

1. Seien w1, x9, x3, x4 vier verschiedene Punkte. Dann gibt es genau vier Moglich-
keiten, daraus drei verschiedene Punkte auszuwéihlen.

Da jedes Dreieck nach T 1 genau drei Eckpunkte hat, gibt es also nur vier
mogliche Kombinationen von Eckpunkten fiir Dreiecke.

Da Dreiecke nach T 2 durch ihre Eckpunkte eindeutig bestimmt sind, gibt es
also hochstens vier Dreiecke, deren Eckpunkte zu 1, xs, 3, x4 gehoren.

2. Ein Modell fiir Tri-Geometrie ist ein Tripel (P, D,C), bestehend aus einer
Menge P, einer Menge D und einer Relation ,,C“ C P x D, mit folgenden
Eigenschaften:

— Ist A € D, so gibt es genau drei Elemente x,y,z € P mit x C A, y C A
und z C A.
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— Sind A1, Ay € D und sind z,y,z € P drei verschiedene Elemente mit
x,y,z C Ay und x,y, 2z C Ag, so gilt bereits A1 = As.

Wir fassen dabei die Elemente von P als Punkte auf, die Elemente von D als
Dreiecke und die Relation ,,=*“ als ,,ist Ecke von*®.

[Alternativ konnte man Modelle zum Beispiel auch folgendermafien definie-
ren: Ein Modell fir Tri-Geometrie ist ein Paar (P, D), bestehend aus einer
Menge P und einer Menge D von drei-elementigen Teilmengen von P. Dabei
fassen wir die Elemente von P als Punkte auf und die Elemente von D als
Dreiecke auf und modellieren die Beziehung ,,ist Ecke von“ einfach durch die
Elementbeziehung.]

3. Ja, dieser Satz ist unabhéngig von den Tri-Geometrie-Axiomen, denn:

— In dem Modell ({0,1,2},0,0) fiir Tri-Geometrie ist der Satz offenbar
nicht erfiillt,

— aber in dem Modell ({0,1,2},{{0,1,2}}, €) ist der Satz erfiillt.
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Aufgabe 2 (3 + 3 + 3 = 9 Punkte). Beantworten Sie die folgenden Fragen;
begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (ca. ein bis drei Sétze).

1. Seien 7,n: [0,1] — R? glatte Kurven mit 7(0) = n(0) und es gel-
te K, (t) = K,(t) fir alle t € [0,1]. Folgt dann bereits v(t) = n(t) fir
alle t € 0,1] 7

2. Gibt es eine Mébiustransformation f: H — H mit

f(i) =i und f(2-0)=17

3. Gilt fiir jede glatte Kurve «: [0,1] — H C R? und jede Mobiustrans-
formation f: H — H bereits L2 4,)(f ©7) = Lr2,4,)(7) ?

Lésung:
1. Nein, denn: Ist v € R? mit ||v]|s = 1, so wissen wir, dass die glatte Kurve
Yo: [0,1] — R?
t—>t-v

als Geodite in (R?,ds) die signierte Kriimmung %, = 0 besitzt.

Seien nun v, w € R? mit |[v|l2 = 1 = |[w|]z und v # w (z.B. v = e1, w = e3).
Wir betrachten dann «y := =y, und 1 := 7,,. Dann gilt 7(0) = 0 = n(0) und

vte[O,l} ’/57(1‘,) =0 = Ky(t),

aber v(1) = v # w =n(1).
[Es gibt natiirlich viele andere Moglichkeiten fiir Gegenbeispiele.]

2. Nein, denn: Mobiustransformationen sind Isometrien der hyperbolischen Ebe-
ne (H,dy) und somit insbesondere injektiv.

3. Nein, denn: Wir betrachten die Mébiustransformation
f=f 9 0\° H—H
0 1/2

z— 4.z



Name: Matrikelnr: [ T T T [T 1] Seite 3/8

und die glatte Kurve

v:[0,1] — H C R?
t—1+1-t.

Dann ist
Lrzay)(foy)=4#1= Lz q,)(7)

[Es gibt natiirlich viele andere Moglichkeiten fiir Gegenbeispiele.]
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Aufgabe 3 (3 + 3 = 6 Punkte). Beantworten Sie die folgenden Fragen; be-
griinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (ca. ein bis drei Sétze).

1. Hat jede quasi-isometrische Einbettung quasi-dichtes Bild?

2. Ist jede Abbildung, die endlichen Abstand zu einer quasi-isometrischen
Einbettung hat, selbst eine quasi-isometrische Einbettung?

Losung:
1. Nein, denn: Zum Beispiel ist die Abbildung
f: R — R?
x+— (z,0)

eine isometrische Einbettung (R, ds) — (R?, ds) (also insbesondere eine quasi-
isometrische Einbettung). Aber f hat nicht quasi-dichtes Bild, denn fiir al-
le C € R>q gilt

Yyerm) d2((0,C+1),y) >C+1>C.

[Es gibt natiirlich viele andere Moglichkeiten fiir Gegenbeispiele.]

2. Ja, denn: Sei f: (X,d) — (X',d') eine quasi-isometrische Einbettung me-
trischer Rdume und sei g: (X,d) — (X', d’) eine Abbildung mit endlichem
Abstand zu f. Also gibt es ein C' € Ry mit

d(z1,22) — C < d'(f(z1), f22)) < C-d(x1,22) + C

x),g(x)) <C.

Also gilt fir alle z1,z9 € X, dass (Dreiecksungleichung!)

d'(g(x1), g(x2)) < d'(g(x1), f(21)) +d (f(21), fx2)) + d'(f(x2), 9(22))
<CH+C-d(xy,z2) +C+C
=C- -d(l‘l,l'g) +3-C.

viEl,CEQGX

va:EX d(f

T Ql=

Analog zeigt man eine entsprechende untere Abschéitzung.
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Aufgabe 4 (3+2+4+ 1= 10 Punkte).

1.
2.
3.

4.

Formulieren Sie den Satz von Sylvester-Gallai.
Formulieren Sie das Extremalprinzip.

Skizzieren Sie kurz den Beweis des Satzes von Sylvester-Gallai (ein paar
Sétze mit den wesentlichen Ideen/Schritten geniigen) und illustrieren Sie
diese Beweisskizze durch geeignete Zeichnungen.

Nennen Sie eine Anwendung/Folgerung des Satzes von Sylvester-Gallai.

Lésung:

1.

Sei M eine endliche Menge von Punkten in (R2, ds) mit folgender Eigenschaft:
Fiihrt eine Gerade g in R? durch zwei verschiedene Punkte aus M, so liegt
auch ein dritter Punkt aus M auf g. Dann folgt bereits, dass alle Punkte
aus M auf einer gemeinsamen Geraden liegen.

. Die Grundidee des FExtremalprinzips besteht darin, Objekte zu betrachten, die

sich dadurch auszeichnen, dass sie gewisse Groflen maximieren oder minimie-
ren.

Sei G die Menge aller Geraden in R?, die mindestens zwei verschiedene Punkte
aus M enthalten. Man wendet dann das Extremalprinzip auf M x G an und
betrachtet ein Paar (x,g) so dass x nicht auf g liegt und den Abstand von x
zu g unter all diesen Punkten minimiert.

Nach Definition von GG und der Annahme iiber M gibt es drei verschiedene
Punkte y1,y2,ys € M, die auf g liegen. Mindestens zwei dieser Punkte liegen
auf ,,derselben Seite“ von y (wie in der Abbildung) und man betrachtet dann
die Gerade ¢’ durch x und ys. Dies fiihrt dann zu einem Widerspruch zur
Minimalitét von (z, g).

—e— g

viouoy2 Yz
g

Zum Beispiel folgt aus dem Satz von Sylvester-Gallai, dass die Fano-Ebene
nicht nach R? eingebettet werden kann.
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Aufgabe 5 (6 Punkte). Beweisen Sie den Kongruenzsatz SWS in (R?, ds).

Lisung: Seien A und A’ nicht-entartete geoditische Dreiecke in (R?, dy) mit den
Seiten a,b,c € R? bzw. a/,b/,c¢ und den diesen Seiten gegeniiberliegenden Win-
keln a, 8,7 bzw. o/, 8,7'. Es gelte |lalla = ||d'||2, v = 7/ und ||b]|]2 = ||t||2- Dann
sind im A und im A’ kongruent, denn:

Da Translationen Isometrien sind, konnen wir ohne Einschrinkung annehmen,
dass die erste Ecke von A bzw. A’ jeweils 0 ist. Da die Dreiecke nicht-entartet sind,
sind (a,b) und (a’,b') Basen von R2. Sei f: R? — R? die R-lineare Abbildung, die
durch

fla)=d und fb) ="V

gegeben ist. Dann ist f eine Isometrie, denn: Wegen v = 7/ ist

<b7 _a>
l[all2 - [b]]2

(b,’ _a’/>

p— p— I: —_—
= COSs7y COS 7y Ha/HQ . ||b/”2

Aus [z = ||d||2 und ||b]|2 = [|¥/|2 folgt somit

(a,0) = (a', V) = (f(a), f(b)).

Mit dieser Gleichung und ||a|l2 = [|@'||2 bzw. [[b]l2 = ||b'||2 kann man leicht nach-
rechnen, dass f eine Isometrie ist. Nach Konstruktion (und der Charakterisierung
euklidischer Geoditen) ist f(im A) = im A’
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Aufgabe 6 (6 Punkte). Zwei Spieler, A und B, spielen folgendes Spiel auf
einem 2015 x 2015-Schachbrett:

— 7Zu Beginn ist das Spielbrett leer.

— Ein Zug besteht darin, einen Stein der Form Eﬁj so auf fiinf Schachbrett-
Felder zu setzen, dass er sich mit keinem anderen Stein iiberlappt; der
Stein darf dabei auch gedreht/gespiegelt werden:

F H B A

Spieler A und B ziehen abwechselnd.

— Derjenige, der den letzten Stein setzen kann, gewinnt.
— Spieler A beginnt.

Geben Sie eine Gewinnstrategie fiir Spieler A an und begriinden Sie, warum
es sich dabei um eine Gewinnstrategie handelt.

Lésung: Spieler A setzt seinen ersten Stein so auf das Spielbrett, dass das mittlere

Feld von
1

auf dem zentralen Feld des Spielbretts liegt. Man beachte, dass dann die noch ver-
bleibenden Felder unter Rotation um 7 symmetrisch sind und dass es nicht moglich
ist, mit einem der Steine zwei Felder zu belegen, die durch Rotation um 7 ineinander
iiberfithrt werden.

Als unterliegende Geometrie kann man dabei entweder den durch die Spielfelder
(und die Nachbarschaftsrelation) gegebenen Graphen oder die von (R?, ds) induzierte
Geometrie verwenden.

Auf jeden Zug von B erwidert Spieler A dann einfach, indem er den um 7 ro-
tierten Zug spielt — und induktiv folgt, dass diese Felder fiir A tatsdchlich noch frei
sind, da die entsprechenden Felder im vorigen Zug fiir B zur Verfiigung standen.

Also kann Spieler A auf jeden Zug von Spieler B antworten. Da das Spiel nach
endlich vielen Ziigen endet, gewinnt A das Spiel.
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Aufgabe 7 (6 Punkte). Zeigen Sie: Es gibt kein regulires geodétisches Drei-
eck Ain (H,dy) mit Flacheninhalt pg2(A) = 1/10 - 7, fiir das es eine Pflaste-
rung von (H,dy) mit Protokachel A gibt.
Hinweis. Wir verwenden hier die offensichtliche hyperbolische Version der ent-
sprechenden Begriffe fiir (R? dy): Sei A ein geoditisches Dreieck in (H,dg).
Eine Pflasterung von (H,dg) mit Protokachel A ist eine Menge D von geodéti-
schen Dreiecken in (H,dy) mit folgenden Eigenschaften:

Jedes Dreieck aus D ist zu A kongruent (in (H,dg)).

Fiir alle Ay, Ay € D mit Ay # A, gilt

ASNAS =0

und im A; Nim A, ist sowohl eine Seite oder eine Ecke von A; als auch
eine von As.

Es gilt
U (imA; UAJ) = H.

A1€D

Lésung: Angenommen, es gibe ein solches geodétisches Dreieck A in (H,dy) und
sei D eine entsprechende Pflasterung von (H,dp).

— Seien a, 8,7~ die (hyperbolischen) Winkel von A. Da A regulir ist, gilt o =
B=.
— Wir bestimmen nun «: Nach dem Satz von Gaufl-Bonnet ist

prz(A) =7 —(a+B+7y)=7—-3

Mit der Voraussetzung pgz (A) = 1/10 - 7 folgt somit o = % g

— Sei x € H eine Ecke eines der geodétischen Dreiecke in D. Dann trifft sich in x
eine gewisse Anzahl n € N von Ecken von geodétischen Dreiecken aus D. Da
die Dreiecke aus D zu A kongruent sind, sind auch sie regulére geodétische
Dreiecke mit Winkel 3/10-7 (Isometrien von (H, dg) sind winkeltreu!). Damit
folgt

Q-W—n-a—n-l—O-w.
Diese Gleichung besitzt jedoch keine ganzzahlige Losung n.

Also kann es keine solche Pflasterung D geben.



