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Numerische Darstellungsarten statistischer Informationen

1. Alltagsrelevanz statistischer Informationen

Wozu brauchen wir Wahrscheinlichkeitsrechnung und  Statistik  Gberhaupt im
Mathematikunterricht? Tats&chlich 1&sst sich diese Frage fiir keine andere der mathematischen
Teildisziplinen mit Blick auf den Alltag so Uberzeugend beantworten.® In einer
durchschnittlichen Zeitung befinden sich heutzutage mehr Statistiken als Goethe und Schiller
in ihrem ganzen Leben gesehen haben. Laut Walter Krdmer sind wir geradezu einem
,, Trommelfeuer” aus Daten, Statistiken, Kurven und Trends ausgesetzt, das Wort ,,Prozent* ist
seiner Meinung nach sogar eines der haufigsten Substantive in deutschen Tageszeitungen
(Krdmer, 2009). Wir leben heute in einer Informationsgesellschaft mit enormen
Datenmengen, was einen verstandigen Umgang mit statistischen Informationen sehr wichtig
macht. Diese Meinung teilt im Ubrigen auch unsere Bundeskanzlerin Angela Merkel:

Lunsere Gesellschaft muss starker lernen, Risiken zu bewerten, ganz generell gesprochen. Das
Leben mit der Chance und dem Risiko ist ein wichtiges gesellschaftliches Problem. Ich finde es in
einer komplexer werdenden Welt auch wichtig, Kinder bereits friihzeitig an solche Abwégungen
heranzufiihren, die sie spater immer wieder vornehmen miissen [...]. Im Kindergarten und in der
Schule kénnen Kinder spielerisch lernen, was Wahrscheinlichkeit und Risiko bedeuten.

Nehmen Sie die morgendliche Diskussion nach Hdéren des Wetterberichts, ob man nun die
Regenjacke mitnimmt oder nicht. Denn die Regenjacke zu schleppen, wenn die Sonne scheint, ist
das Unangenehmste, was einem nach der Schule passieren kann. Aber bei 30 Prozent
Regenwahrscheinlichkeit keinen Schutz zu haben und nass zu werden, wére auch ungemautlich.
Dariiber zu diskutieren, dass man fur Schutz héheren Aufwand betreiben und abwégen muss, ob
dieser sich lohnt, halte ich fiir wichtig.

(Interview der Zeitschrift Cicero mit Angela Merkel, 1.1.2007)

In Bezug auf statistische Informationen befinden sich die meisten Menschen in der Rolle von
Konsumenten. Interessanterweise konnen dabei schon bei vermeintlich einfachen statistischen
Informationen Verstandnisschwierigkeiten auftreten, wie zum Beispiel bei dem in Fernsehen
und Zeitung oft verwendeten Begriff der ,,Regenwahrscheinlichkeit*:

Eine Umfrage unter US-amerikanischen Radiohdrern ergab folgende verschiedene Interpretationen
fiir die Meldung ,,30 % Regenwahrscheinlichkeit”: Es wird ...

... mit 30 % Wahrscheinlichkeit im gesamten Sendegebiet regnen.

... mit 30% Wahrscheinlichkeit irgendwo im Sendegebiet regnen.

... in 30 % der Fléche des Sendegebietes regnen, man weif3 nur nicht wo.
.. in 30% der Zeit regnen, man weif3 nur nicht wann.

Tats&chlich intendiert ist jedoch eine weitere (und nur sehr selten genannte) Interpretation,
namlich ,,in 30% der Tage mit vergleichbaren Wetterbedingungen regnet es.” (Gigerenzer,
2013).

Darlber hinaus gibt es natlrlich auch (bewusst oder unbewusst) manipulierte statistische
Informationen. Ohne Kenntnisse entsprechender Manipulationsmdoglichkeiten ist die Gefahr
groB, irrefiihrenden Aussagen aus Werbung oder Politik unkritisch Glauben zu schenken. Eine
Sensibilisierung von Schilerinnen und Schilern in Bezug auf einen fragwirdigen und
manipulativen Gebrauch von Statistik ist daher ebenfalls von elementarer Relevanz.

! Auch im Hinblick auf die akademischen Karrieren der Schiilerinnen und Schiiler kénnen statistische
Kompetenzen von Bedeutung sein: Statistik ist eines der meistunterrichteten Facher im Rahmen zahlreicher
(natur- und geisteswissenschaftlicher) Studiengénge (vgl. Gigerenzer & Krauss, 2001).




Die Bedeutung eines kompetenten Umgangs mit statistischen Informationen (inklusive der
Kenntnis moglicher Fehler und Fallen) wird folgerichtig auch in den Lehrplanen thematisiert.
Auch folgende gelegentlich genannte Bildungsziele des Stochastikunterrichts weisen auf
diesen Problembereich hin (vgl. dazu auch die Bildungsstandards zur Leitidee L5 ,,.Daten und
Zufall“, KMK, 2003):

= Forderung des Entscheidens und Urteilens unter Unsicherheit

= Verhinderung von Fehlvorstellungen durch frihe Instruktion und geeignete
Reprasentationen

= Zurechtfinden in der Informationsgesellschaft

= Sensibilisierung gegentber einem zweifelhaften Gebrauch und bewusster Manipulation
durch Statistik

Wir vertreten im vorliegenden Beitrag die These, dass im heutigen Stochastikunterricht dabei
jedoch ein wichtiger Aspekt vernachléssigt wird, der fur Verstdndnisschwierigkeiten
zumindest mitverantwortlich ist: In Lehrplanen und Schulblichern werden zur Darstellung
statistischer Informationen ausfiihrlich die Begriffe ,,Prozent“ und ,,Wahrscheinlichkeit*
thematisiert (dies gilt schulformibergreifend und fur alle Bundeslander). Dagegen finden
alternative Darstellungsarten, die in unserer Informationsgesellschaft (z. B. im Fernsehen, in
Zeitungen und im Radio) ebenfalls verwendet werden, im Unterricht leider kaum Beachtung.
Im Folgenden werden wir typische Darstellungen (fur eine Ubersicht siehe Tab. 1) aus den
Medien denen aus der Schule gegenuberstellen und erlédutern, wie fehlende Kompetenzen
bezliglich dieser Darstellungsarten (sowie deren Umrechnung) flr Verstandnisschwierigkeiten
sorgen konnen. Wenn wir den Begriff ,,Darstellungsart statistischer Information” verwenden,
meinen wir damit im Folgenden numerische Darstellungsarten.

2. Numerische Darstellungsarten statistischer Informationen
2.1 Darstellungsarten in den Medien

Wirft man einen Blick in Zeitungen oder in das Internet, sieht man, dass der Prozentbegriff
tatséchlich sehr oft verwendet wird. Gleichzeitig féllt aber auch auf, dass es noch weitere
héaufig verwendete Darstellungsarten gibt:
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Abbildung 1: Zeitungsauschnitte mit verschiedenen Darstellungen statistischer Information



Man kann sich leicht davon tberzeugen, dass in den Medien vor allem drei Darstellungsarten
sehr héufig vorkommen, um statistische Informationen numerisch wiederzugeben: Prozent,
die Schreibweise jeder Wievielte und nattrliche Haufigkeiten.

Ausdriicke wie ,,in 2 von 5 Fillen setzen sich aus der absoluten Haufigkeit eines bestimmten
Merkmals (z.B. 2 Hartz IV-Empfénger) und der zugehdrigen Bezugsgrofle (z.B. 5
Alleinerziehende) zusammen. Der entsprechende Begriff ,,natiirliche Haufigkeiten* fur diese
Kombination wurde von den Kognitionspsychologen Gigerenzer und Hoffrage (1995)
vorgeschlagen, die empirisch zeigen konnten, dass diese Darstellungsart in vielen Situationen
leichter verstandlich ist als beispielsweise eine Prozentangabe (z. B. 40%). Dieser didaktische
Vorschlag wird spater noch im Einzelnen erléutert.

Zu beachten ist auBerdem, dass in den Medien in der Regel Anteile und keine
Wahrscheinlichkeiten kommuniziert werden (eine Ausnahme davon bildet z.B. die
Regenwahrscheinlichkeit). Dies ist begrifflich natirlich ein Unterschied, denn nur der
Wahrscheinlichkeitsbegriff (in den Medien werden dafir auch oft die Begriffe ,,Chance* oder
,»Risiko* verwendet) transportiert explizit die Idee von Unsicherheit. Prinzipiell lassen sich
mit den verschiedenen Darstellungsarten aber sowohl der Wahrscheinlichkeitsaspekt als auch
der Anteilsaspekt thematisieren: So gibt es beispielsweise eine Wahrscheinlichkeit (eines
Ereignisses) von 60%, aber auch einen Anteil von 60% in Bezug auf einen bestimmten
Grundwert (z.B. 60 % aller Deutschen oder 60 % von 100 Euro).

2.2 Darstellungsarten in der Schule

Welche Begriffe und Darstellungsarten werden im Unterricht behandelt? Im Rahmen der
Stochastik heilen Anteile auch relative Haufigkeiten (z.B. der Anteil der Elemente einer
Menge mit einer bestimmten Merkmalsauspragung), die meist entweder als gewohnlicher

Bruch, als Dezimalbruch oder in der Prozentschreibweise dargestellt werden (z.B. % =0,08 =

8%). Auch absolute H&ufigkeiten sind Teil des Schulcurriculums, aber leider nur selten
natirliche Haufigkeiten. Insbesondere im Gymnasium rickt dann vor allem der
Wahrscheinlichkeitsbegriff in den Vordergrund (Laplace-Wahrscheinlichkeit, je nach
Schulform auch der empirische und axiomatische Wahrscheinlichkeitsbegriff).
Wabhrscheinlichkeiten werden im Stochastikunterricht ebenfalls als Dezimal- bzw.
gewdohnlicher Bruch oder in der Prozentschreibweise dargestellt. Interessanterweise finden
sich in den Medien fir Anteile vergleichsweise selten Dezimal- bzw. gewdhnliche Briiche
(gemeint sind hier die entsprechenden Zahlenangaben; die Wortentsprechungen ,,ein Viertel*
oder ,,die Halfte* kommen durchaus vor). Wahrscheinlichkeitsangaben werden in den Medien
fast ausschliellich in der Prozentschreibweise dargestellt. Die Prozentdarstellung wird somit
als einzige der Darstellungen sowohl in den Medien (primar fiir Anteile) als auch in der
Schule (fur Anteile und Wahrscheinlichkeiten) regelmaliig verwendet.

2.3 Zusammenfassung aller Darstellungsarten

Tabelle 1 listet insgesamt sechs verschiedene Schreibweisen auf, die der prozentualen Angabe
,,25 %" entsprechen. Auf die Frage ,,Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit ...?* eignen sich vor
allem die Darstellungsarten (1), (2), (3) und (6). Die Tatsache, dass (4) und (5) sich nicht als
Antworten auf Wahrscheinlichkeitsfragen eignen (sondern eher ,,Anteilscharakter haben),
konnte auch ein Grund dafir sein, dass diese Darstellungen im Stochastikunterricht in der
Regel kaum thematisiert werden. Chancenverhaltnisse kommen sowohl in Schulbtichern als
auch in Medien relativ selten vor. Sie eignen sich weniger zur Darstellung eines Anteils,
sondern werden vor allem zur Darstellung einer (positiven) Gewinnchance oder eines
(negativen) Risikos verwendet.



Tabelle 1: Verschiedene Darstellungsarten statistischer Information

Nr. | Numerische Darstellungsart | Beispiel oft verwendet in ...
(1) | Prozente 25% Schule und Medien

(2) Dezimalbriiche 0,25 Schule

(3) | Gewdhnliche Briiche % Schule

4) Natlrliche Haufigkeiten 1von4 Medien

(5) | .jeder Wievielte“ Jeder Vierte Medien

(6) | Chancenverhéltnisse 1:3 (lies: ,,1 zu 3%) (eher selten verwendet)

Man konnte nun glauben, dass die Vernachl&ssigung der Darstellungen (4) und (5) in der
Schule folgenlos ist, da sich die verschiedenen Darstellungsarten problemlos ineinander
uberfuhren lassen. Wie der folgende Abschnitt zeigt, ist dies aber leider alles andere als
selbstverstandlich.

2.4 Schwierigkeiten bei der Umrechnung

Vor allem mit den in der Schule héufig verwendeten Darstellungen (1), (2) und (3) scheint
zuerst einmal alles einfach: 25% entsprechen 0,25 bzw. % Bezlglich solcher Umrechnungen

lieferte eine Telefonumfrage des Emnid-Instituts allerdings ein interessantes Ergebnis: Im
Auftrag der Suddeutschen Zeitung wurde einer représentativen Stichprobe von 1000
Deutschen folgende Frage gestellt: ,,Was bedeutet 40%?* Folgende Antwortalternativen
wurden zur Auswahl vorgegeben: 1. Ein Viertel, 2. Vier von zehn, 3. Jeder Vierzigste. Wie
Abbildung 2 verdeutlicht, konnte erstaunlicherweise nur etwa die Halfte der Befragten korrekt
angeben, dass Option 2 (,,vier von zehn*) die richtige Antwort ist.

RICHTIG 54%

FALSCH 32% - KEINE ANTWORT 14%

Abbildung 2: Ergebnisse einer Umfrage zur Umrechnung von ,,40 Prozent* (Suddeutsche
Zeitung Magazin, 1.1.2006)



Wir werden spéter (in Abschnitt 3 zu den Unterrichtsmaterialien) noch sehen, dass dies
durchaus kein Zufallsbefund ist, sondern dass — gerade im Zusammenhang mit den
Darstellungsarten ,,Prozent® und ,jeder Wievielte® — Verstandnisschwierigkeiten weit
verbreitet sind.

Tatsachlich kénnen die moglichen Umrechnungen unterschiedlich anspruchsvoll sein (bei 6
Darstellungsarten und je 2 Ubersetzungsrichtungen ergeben sich insgesamt 30 mégliche
Darstellungswechsel). Die Umrechnungen der in der Schule tblichen Schreibweisen sind
dabei noch die einfachsten: Die Ubersetzung von (2) in (3) entspricht der Umwandlung von
Dezimalbruchen in gewohnliche Briiche (bzw. umgekehrt), die in der Schule im Rahmen der
Bruchrechnung ausfiihrlich behandelt wird (im Folgenden bertcksichtigen wir deshalb nur

noch gewohnliche Briche). Auch die Umwandlung von naturlichen Haufigkeiten (4) ist

- “ 100
unproblematisch: ,.x von y“ = 3 == X0

In Bezug auf die andere in den Medien haufig verwendete Darstellungsart (5) ist aber leider
nur eine Richtung einfach: ,jeder y-te* entspricht offensichtlich i Interessanterweise sind

Umrechnungen in diese Darstellungsart nicht fir alle Zahlenwerte sinnvoll interpretierbar:
Zum Beispiel ist zwar Klar, dass der Stammbruch i (bzw. die natirliche Haufigkeit ,,1 von x*)

genau ,,jedem x-ten* entspricht. Welche Form aber hat 3 (bzw »2 von 7%) in dieser
Darstellung? Ein entsprechender Bruch mit Zahler 1 wére — und somit ergabe sich der

schwer interpretierbare Ausdruck ,,jeder 3,5-te“. Genauso lasst SICh beispielsweise auch 37 %
nicht in der Schreibweise ,,jeder Wievielte” darstellen. Die Umrechnungsformel hierfir lautet

,»X % entspricht ,,jeder 19 te, und dieser Ausdruck ist nur eindeutig (und ohne zu runden)

interpretierbar, wenn x ein Teiler von 100 ist. Daraus folgt im Besonderen, dass die
Darstellung ,,jeder x-te* grundsatzlich nur fiir Anteile kleiner oder gleich 50% mdglich ist
(groBere Anteile miissten zwischen ,,jeder und ,,jeder Zweite* liegen).

Eine weitere Besonderheit ist bei der Darstellung als Chancenverhaltnis (6) zu beachten. Bei
den Laplace-Wahrscheinlichkeiten werden die ,,giinstigen Félle® zu ,allen Féillen” ins
Verhéltnis gesetzt. Im Gegensatz dazu werden beim Chancenverhéltnis die ,,giinstigen Falle®
den ,,ungiinstigen Féllen* gegeniibergestellt, was dazu flhrt, dass der Wahrscheinlichkeit 3

das Chancenverhéltnis x : (y—x) entspricht. Die falschliche Gleichsetzung einer Chance von
etwa 1 : 3 mit der Wahrscheinlichkeit % ist ein nahe liegender Fehler, der sicherlich auch auf

die uneinheitliche Verwendung des Doppelpunktes zurtickzufiihren ist (bei einem
Chancenverhéltnis darf der Doppelpunkt nicht als Divisionszeichen interpretiert werden).

In Abschnitt 6.1 finden sich Unterrichtsmaterialien zu Kapitel 2 (Zeitungsausschnitte, die
Fehler bei der Darstellung statistischer Informationen enthalten mit entsprechenden
Aufgabenstellungen fur Schilerinnen und Schiler).

3. Didaktischer Tipp: Natirliche Haufigkeiten!

Gibt es eine Darstellungsart (vgl. Tab. 1), die grundsétzlich empfehlenswert ist? Empirische
Studien zeigen, dass bestimmte Aufgaben in der Tat alleine dadurch leichter werden, dass die
Darstellungsart der statistischen Informationen veréndert wird — und zwar in natirliche
Haufigkeiten (Wassner, Krauss & Martignon, 2002). Dieser didaktische Trick soll im
Folgenden anhand dreier Aufgaben illustriert werden, deren richtige Losung der menschlichen
Intuition zuwiderlauft:



Aufgabe 1: Mammografie-Aufgabe (mit Prozenten)

Mit dem Ziel der Friherkennung von Brustkrebs werden Frauen angehalten, regelméfRig eine
Mammografie durchfuhren zu lassen. Fir symptomfreie Frauen im Alter zwischen 40 und 50
Jahren, die routinemaBig eine Mammografie durchfiihren lassen, liegen folgende Informationen
vor:

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Frau Brustkrebs (B) hat, betrégt 1 %.
Wenn die Krankheit vorliegt, wird sie durch die Mammografie mit einer Wahrscheinlichkeit von
80 % erkannt.

Jedoch erhalten auch gesunde Frauen mit einer Wahrscheinlichkeit von 9,6 % félschlicherweise
einen positiven Mammografie-Befund.

Eine Frau dieser Altersgruppe erhalt nun einen positiven Mammografie-Befund (M+).
Frage: Wie grof ist demnach die Wahrscheinlichkeit, dass sie tatsachlich an Brustkrebs erkrankt
ist? %

Die statistischen Informationen sind in Form von (bedingten) Wahrscheinlichkeiten gegeben:
P(B) = 1%, P(M+|B) = 80% und P(M+|B) = 9,6%. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit
P(B|M+) betragt laut der Formel von Bayes (vgl. Abb. 4 links) ungeféahr 7,8 %.

Prozente Haufigkeiten

P(B | M+) Antwort:
1% 80 %
1% 80%+99% 96 % 8 von 103
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Abbildung 4: Vergleich der Prozent- und der Haufigkeitsversion der Mammografie-Aufgabe
(vgl. Gigerenzer & Hoffrage, 1995)

Dieses Ergebnis widerspricht der Intuition — tbliche Schatzungen liegen haufig bei 70-80 %.
Experimente mit Erwachsenen und Schulern zeigen, dass diese Aufgabe wesentlich einfacher
wird, wenn die statistischen Informationen in natiirlichen Haufigkeiten dargestellt werden
(,,10 von 1000 statt ,,1 %", ,,8 von 10* statt ,,80 %", ,,95 von 990 statt ,,9,6 %"):



Aufgabe 1: Mammografie-Aufgabe (mit natirlichen Haufigkeiten)

Betrachten wir eine Stichprobe von 1000 symptomfreien Frauen im Alter zwischen 40 und 50
Jahren, die routinemdRig eine Mammografie durchfiuhren lassen. Fir diese Stichprobe liegen
folgende Informationen vor:

10 von 1000 Frauen haben Brustkrebs.

8 von 10 Frauen, die Brustkrebs haben, erhalten einen positiven Mammografie-Befund.

95 von 990 Frauen, die keinen Brustkrebs haben, erhalten dennoch einen positiven Mammografie-
Befund.

Frage: Wie viele der Frauen, die einen positiven Mammografie-Befund erhalten haben, sind
tatsachlich an Brustkrebs erkrankt?

von (statt einer bedingten Wahrscheinlichkeit)

Nun finden deutlich mehr Versuchspersonen die richtige Antwort, namlich 8 von 103 Frauen
(= 7,8%). Warum ist die ,,Haufigkeitsversion einfacher? Dafur gibt es mehrere Griinde: Die
natlrlichen Haufigkeiten sind die einzige Darstellungsart mit einer konkreten BezugsgroRe
(Referenzmenge von 1000 Frauen), wobei alle weiteren statistischen Informationen
Teilmengen dieser BezugsgroRe sind. Somit kann man sich alle gegebenen Informationen gut
vorstellen und diese dartiber hinaus in einen ,Haufigkeitsbaum* eintragen (Abb. 4 rechts).
Man ,,sieht nun: Obwohl die Mammografie die Krankheit mit einer Wahrscheinlichkeit von
80% entdeckt, gibt es trotzdem viel mehr gesunde Frauen mit positivem Mammografie-
Befund (95) als kranke Frauen mit positivem Befund (8) — einfach weil es grundsatzlich viel
mehr gesunde Frauen gibt als kranke (990 vs. 10). Diese Verschachtelung von Informationen
lasst sich am besten mit naturlichen Haufigkeiten darstellen (im Gegensatz dazu beziehen sich
Briiche bzw. Prozente immer wieder auf 1 bzw. auf 100 %). Ist die Information in naturlichen
Héufigkeiten gegeben, braucht man den Satz von Bayes zur Ldsung also gar nicht mehr —
selbst Mittelstufenschilerinnen und -schiiler kdnnen diese Aufgabe nun l6sen!

Empirische Studien (Binder, Krauss & Bruckmaier, 2015) legen nahe, dass auch ein
Baumdiagramm mit relativen H&aufigkeiten (bzw. Prozenten) das Verstandnis nicht wesentlich
unterstiitzen kann — ohne konkrete Stichprobe bleiben die normierten Informationen abstrakt.
Leider werden in der Schule aber meistens gerade Baumdiagramme mit relativen
Héufigkeiten (an den Pfaden) und nur selten Baumdiagramme mit absoluten Haufigkeiten (in
den Knoten) eingesetzt. Didaktisch besonders empfehlenswert fiir Aufgaben im
Zusammenhang mit bedingten Wahrscheinlichkeiten (z.B. zum Satz von Bayes) ist die
Darstellung statistischer Information in Form eines sogenannten ,,Haufigkeitsdoppelbaumes*
(Wassner, 2004):
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Abbildung 6: Haufigkeitsdoppelbaum

Ein Haufigkeitsdoppelbaum beinhaltet sdmtliche Informationen, die auch in einer
Vierfeldertafel (inkl. beider Randverteilungen) angegeben werden. Alle relevanten Fragen, zu
deren Beantwortung in der Prozent-Darstellung die Berechnung einer bedingten
Wahrscheinlichkeit erforderlich gewesen waére, lassen sich nun durch das einfache Ablesen
eines Anteils (in Form natdrlicher Haufigkeiten) beantworten. Wenn man mit Schilerinnen
und Schilern Ubt, Prozentangaben in Aufgabenstellungen zum Satz von Bayes in natirliche
Héaufigkeiten zu bersetzen, wird die Wahrscheinlichkeitsrechnung fur solche Aufgaben sogar
uberflussig! Um die Idee von Baumdiagrammen mit relativen Haufigkeiten zu integrieren,
lassen sich bei Bedarf natiirlich auch relative Haufigkeiten an den Asten eines
Héufigkeit(doppel)baumes erganzen.

Um das Verstandnis zu fordern, kann es unter Umstanden bereits ausreichen, eine Frage nach
naturlichen Haufigkeiten zu stellen. Dies ist zum Beispiel bei Aufgaben moglich, in denen gar
keine (normierten) statistischen Informationen gegeben sind, die erst in natirliche
Haufigkeiten Ubersetzt werden missen:

Aufgabe 2: Linda-Aufgabe

Linda ist 32, sie hat in Philosophie promoviert und ist ausgesprochen intelligent. Sie ist sozial sehr
engagiert und war friiher in der Anti-Atomkraft-Bewegung aktiv.

Was ist wahrscheinlicher?

a) Linda ist Bankangestellte.
b) Linda ist Bankangestellte und in der feministischen Bewegung aktiv.

Auch die Losung dieser Aufgabe ist sehr kontraintuitiv: Die meisten Menschen entscheiden
sich fur ,,b* (Versuchspersonen, die sich fiir ,,b* entscheiden, berichten auRerdem von sehr
hoher Sicherheit ihrer Einschatzung). Aber es gilt allgemein: P(A ,und“ B) = P(ANB) =
P(A) - P(B | A). Da Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen immer zwischen 0 und 1 liegen,
muss P(A n B) kleiner sein als die Wahrscheinlichkeiten der Einzelereignisse, weshalb
Antwort ,,a* richtig ist.



Obwohl in der Linda-Aufgabe gar keine Wahrscheinlichkeiten angegeben sind, l&sst sich die
Aufgabe dennoch so formulieren, dass eine Frage nach Haufigkeiten gestellt werden kann:

Aufgabe 2: Linda-Aufgabe (als Haufigkeitsversion)

Linda ist 32, sie hat in Philosophie promoviert und ist ausgesprochen intelligent. Sie ist sozial sehr
engagiert und war friiher in der Anti-Atomkraft-Bewegung aktiv.

Stell dir 200 Frauen vor, auf die Lindas Beschreibung passt.
Wie viele davon sind:

a) Bankangestellte?
b) Bankangestellte und in der feministischen Bewegung aktiv?

Wie empirische Studien zeigen konnten, fallt es den meisten Versuchspersonen nun leichter
zu erkennen, dass die in (b) beschriebene Menge eine Teilmenge von (a) ist und somit kleiner
sein muss. Es gentgt also in diesem Fall, eine fiktive Stichprobe von beispielsweise 200

Frauen als Referenzset vorzugeben, auf welche die beiden Alternativen nun bezogen werden
kdnnen.

Abschlieend wollen wir das Haufigkeitskonzept noch auf das beriihmte ,,Ziegenproblem*
anwenden, das sich auch in vielen Schulbtichern findet:
Aufgabe 3: Ziegenproblem

Stell dir vor, du nimmst an einer Spielshow teil, bei der du eine von drei verschlossenen Tiren
auswahlen sollst. Hinter einer Tir wartet der Preis, ein Auto, hinter den anderen beiden stehen
Ziegen. Du zeigst auf eine Tir, sagen wir Nummer 1. Sie bleibt vorerst geschlossen.

Der Moderator weiB, hinter welcher Tir sich das Auto befindet.

Mit den Worten ,,Ich zeige dir mal was. 6ffnet er eine andere Tiir, zum Beispiel Nummer 3, und
eine Ziege schaut ins Publikum.

Er fragt:
,.Bleibst du bei Ttr Nummer 1, oder wechselst du zu Tir Nummer 27
Wie solltest du dich als Kandidat entscheiden?
Fast alle Befragten glauben falschlicherweise, dass es keine Rolle spielt, ob man bleibt oder

wechselt. Die Wahrscheinlichkeit, das Auto zu gewinnen, betragt bei einem Wechsel aber %

Man kann nun auf folgende Weise eine Haufigkeitsfrage einfiigen:
Aufgabe 3: Ziegenproblem (mit Haufigkeitsfrage)

Stell dir vor, du nimmst an einer Spielshow teil, bei der du eine von drei verschlossenen Tiren
auswahlen sollst. Hinter einer Tir wartet der Preis, ein Auto, hinter den anderen beiden stehen
Ziegen. Du zeigst auf eine Tir, sagen wir Nummer 1. Sie bleibt vorerst geschlossen.

Der Moderator weiB, hinter welcher Tir sich das Auto befindet.

Mit den Worten ,,Ich zeige dir mal was.* 6ffnet er eine andere Tiir, zum Beispiel Nummer 3, und
eine Ziege schaut ins Publikum.

Zwischenfrage:
,In wie vielen der drei moglichen Auto-Ziege-Konstellationen wirdest du als Kandidat durch
Bleiben gewinnen und in wie vielen wiirdest du durch Wechseln gewinnen?*

Erst jetzt die Entscheidungsfrage:
,,Bleibst du bei Tur Nummer 1, oder wechselst du zu Tiir Nummer 2?¢
Wie solltest du dich als Kandidat entscheiden?

Die gestellte Zwischenfrage legt einen LoOsungsweg nahe, der gelegentlich auch in
Schulbuchern (z. B. Lernstufen Mathematik 10, Cornelsen, S.161) illustriert ist:



Tiir 1 Tiir 2 Tiir 3

Konstellation 1: Ziege Ziege Auto

Hier gewinnt der Kandidatdurch Wechseln.

I
ﬂ Moderator §ffnet

Erstwahl
Tiir 1 Tiir 2 Tiir 3
. Ziege Auto Ziege
Konstellation 2: Hier gewinnt der Kandidatdurch Wechseln.
ﬂ |
Moderator 6fthet
Erstwahl
Tiir 1 Tiir 2 Tiir 3
Konstellation 3: Auto Ziege Ziege

Hier gewinnt der Kandidat durch Bleiben,
egalwas der Moderator macht.

I

Erstwahl
Abbildung 7: Illustration des Ziegenproblems in einer Haufigkeitsversion

In Abbildung 7 wird deutlich, dass nun eine Antwort in natirlichen Haufigkeiten gegeben
werden kann (,,zwei von drei*). Eine ausfiihrliche Diskussion des Ziegenproblems sowie
Experimente zu diesem Problem mit Schilerinnen und Schilern finden sich in Krauss und
Atmaca (2004).

In Abschnitt 6.2 finden sich Unterrichtsmaterialien zu Kapitel 3.

4. Zusammenfassung

In der heutigen Informationsgesellschaft werden wir zunehmend mit statistischen Daten
konfrontiert. Diese werden in den Medien h&ufig in anderer Form dargestellt als im
Stochastikunterricht (z.B. ,jeder Wievielte®). Gerade die Umrechnung zwischen den
verschiedenen Darstellungsarten (Prozent, Dezimalbruch, gewohnlicher Bruch, nattrliche
Haufigkeiten, ,jeder Wievielte® und Chancenverhéltnis) kann vielen Schilerinnen und
Schulern Schwierigkeiten bereiten. Mdchte man die eingangs erwéhnten Bildungsziele in
Bezug auf die Leitidee ,Daten und Zufall“ ernst nehmen (,,Zurechtfinden in der
Informationsgesellschaft®, ,, Verhinderung von Fehlvorstellungen® etc.), mussen im Unterricht
alle Darstellungsarten sowie deren Umrechnungen explizit thematisiert werden. Besonders
bei kognitiv sehr anspruchsvollen Aufgaben kann die Darstellung statistischer Informationen
in ,,natiirlichen Haufigkeiten verstandnisfordernd sein.

Anmerkung:

Eine Sammlung von Zeitungssauschnitten mit statistischen Irrtimern findet sich auch im
Internet zum Beispiel unter www.unstatistik.de/, www.jku.at/ifas/content/e101235/ sowie
www.statistik2013.de/de/wettbewerb-statistische-irrtuemer.html.
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6. Materialien fur den Mathematikunterricht

Im Folgenden sind Unterrichtsmaterialien zu den Kapiteln 2 und 3 zusammengestelit. In 6.1
finden sich Zeitungsausschnitte, die Fehler bei der Darstellung der statistischen Informationen
enthalten. Jeder der Ausschnitte ist mit einer moglichen Aufgabenstellung fur Schilerinnen
und Schiler sowie einer kurzen Erlauterung versehen. In 6.2 finden sich Aufgaben zur
vorteilhaften Darstellung in naturlichen Haufigkeiten.

6.1 Zeitungsausschnitte mit statistischen Irrtiimern
6.1.1 Probleme mit dem Prozentbegriff
Beispiel 1:

B ) Aufgabe:
E N a) Erklare, wo der
nergiesparen Fehler liegt!
280 Prozent Strom konnen leicht gespart werden — beim Kochen, wenn der b) Wie viel
Deckel nicht vergessen wird. Das ist nur ein Beispiel: So empfiehlt sich etwa Prozent des

bei Speisen mit Garzeiten von mehr als 20 Minuten ein Schnellkochtopf. Da- Einsatzes kann

man bei einem
(beliebigen) Spiel
maximal

‘ ' o gewinnen bzw.
Hannoversches Wochenblatt, zitiert nach der Der SPIEGEL, 51/1995 | verlieren?

mit lassen sich bis zu 50 Prozent Energie und 75 Prozent Zeit einsparen. Grund-
sitzlich verbrauchen Topfe mit gewdlbtem Boden 50 Prozent mehr Energie als
solche mit einem ebenen Boden.

J a0 sl

Erlauterung:

An diesem Beispiel kann mit den Schulerinnen und Schiilern erarbeitet werden, dass zwar
beliebige Gewinnspannen oder Verteuerungen denkbar sind (z. B. 300 % oder auch
1000 %), aber niemals mehr als 100 % (ndmlich alles) verloren oder gespart werden kann.

Beispiel 2:

Anstieg der Rauschgiftopfer gegeniiber dem Vorjahr alarmierend

Anzahl der Drogentoten hat
sich 1990 fast verdoppelt

WIESBADEN (dpa) Die Zahl der Rauschgifttoten in der Bundesrepu-
blik ist 1990 alarmierend gestiegen und gegeniiber dem vergangenen

Aufgabe:
a) Kannst du selbst

Jahr um fast 50 Prozent angewachsen. feststellen, welche der
Wie das Bundeskriminalamt (BKA) in Wiesbaden mitteilte, wurden beiden Angaben stimmt:
bis Donnerstag 1365 Menschen Opfer ihrer Drogensucht. ,,Verdoppelt* oder ,,um

S L N7 B3 ‘..(‘,( vare ""’."c e TRl A S .
Bis zum 27. Dezember 1989 waren der Wiesbadener Behorde 950 50% gestlegen“?

Rauschgifttote bekanntgeworden. Die neueste Zahl der Drogenopfer

schlief3t erstmals die fiinf neuen Bundeslinder ein. b) Ist der Ausdruck
Aus datentechnischen Griinden lasse sich ihr Anteil statistisch ,cklatanter Anstieg“ in
noch nicht , herausrechnen”, erklirte ein Sprecher des BKA. diesem Fall gerechtfertigt')

Als Hauptgriinde fiir den ,eklatanten Anstieg” der Zahl der Dro-
gentoten vermutet das Bundeskriminalamt das zunehmende Angebot

von Rauschgiften mit sehr hohem Reinheitsgrad und die Unerfahren-
heit der Stichtigen.

Goslarsche Zeitung (28.12.1990)
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Erlauterung:

Die Steigerung von 950 auf 1365 Opfer entspricht etwa einer Erhéhung um 43 % (und keiner
Verdopplung). Bericksichtigt man die Bevolkerungszunahme in Deutschland durch die
Wiedervereinigung (um etwa 25 % von 64 Mio. auf 80 Mio.), relativiert sich dieser Anstieg.

Die falschliche Gleichsetzung von ,,Verdopplung® und ,,Erh6hung um 50 %* ist ein beliebter
Fehler, der vielleicht auch darauf zurtickzufiihren ist, dass im umgekehrten Fall eine
,Halbierung* tatsachlich einer ,,Verminderung um 50 %" entspricht.

Beispiel 3:

ZEIT: Sie warnen in lhrem Essay auch vor einer
Wiederholung der Fehler, die man in Skandina-
vien gemacht hat. Wie wiirden Sie die Entwick-
lung dort beschreiben? _
Juul: Die letzte grofRe qualitative Untersuchung | & Wo liegt der Fehler?

in Dinemark hat gezeigt, dass es 24 Prozent der | b) Nimm an, dass gleich viele
befragten Jungen zwischen drei und sechs Jah- | Madchen wie Jungen befragt
ren nicht gut geht in der Kita. Bei den Midchen | Wurden. Wie viel Prozent aller
waren es zehn Prozent. Mehr als ein Drittel aller | Kinder fuhlen sich demnach

nicht wohl?
Kinder fiihlt sich also nicht wohl. Das sollte
man sehr ernst nehmen. Es lisst sich auch fest-

DIE ZEIT (15.11.2012)

Aufgabe:

Erlauterung:

Dies ist ein typisches Beispiel dafiir, dass man Prozentwerte von Teilgruppen nicht einfach
addieren kann: Wenn = der Madchen und = der Jungen im Sportverein sind, dann sind

insgesamt % aller Kinder im Sportverein (dieses Beispiel eignet sich besonders gut zur

Verdeutlichung flr Schulerinnen und Schuler, da nicht % aller Kinder im Sportverein sein
kdnnen).
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6.1.2 Probleme bei der Darstellungsart ,,jeder Wievielte*
Beispiel 4:

Erschreckende Wissensliicken

Erwachsene in Deutschland kon-
nen im internationalen Vergleich nur
mittelmilig lesen und Texte verste-
hen. Gleiches gilt fiir Grundrechen-
arten wie Prozentrechnen. Dies zeigt
der erste PISA-Test zu den Alltags-

kompetenzen von Erwachsenen in Aufgabe:
?\_3 l\(ViCh“gc" Industrienationen der a) Welche Aussage ist falsch?
elt. .
Die ,PISA fiir Grofie“-Studie ver- b) Ubersetze die Angaben ,,jeder Sechste*

schirft die Aussage friiherer Studi- und ,,jeder Fiinfte* in eine Prozentangabe!
en: Jeder Sechste liest nur so gut wie
ein zehnjihriges Kind. Das ist beim
Kopfrechnen nur unwesentlich bes-
ser, schlieBlich hapert es hier bei je-
dem Fiinften mit dem Einmaleins.

Der erfreulichste Teil der Studie:

Leipziger Volkszeitung (9.10.2013)

Erlauterung:

Dieser (in den Medien erstaunlich oft vorkommende) Fehler beim GroRenvergleich ist
vermutlich darauf zuriickzufuhren, dass die Ordnungsrelation flr natlrliche Zahlen (hier: 6
5) einfach auf Angaben der Art ,,jeder Wievielte ibertragen wird. Tatsachlich gilt aber:
Wenn x >y, dann bezeichnet ,,jeder x-te* einen kleineren Anteil als ,,jeder y-te* (genauso

gilt fir die entsprechenden Briiche: — < % ).

>
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Beispiel 5:

Fast jeder zweite Sachse lebt allein

Sachsen ,versingelt*“. Hier leben immer mehr Menschen allein. Fast jeder zweite

Wanden.

8. Haushalte 2007 bis 2009 nach HaushaltsgroBe" o

Haushalte 2009 g
mit ... Person(en) 1000 %
1 944 9 42,6
2 808,2 36,5
3 2834 12,8
4 1439 6,5
5 und mehr 35,2 1,6
10. Bevdlkerung in Haushalten 2009 nach Altersgruppen, Geschlecht und
Familienstand sowie nach Haushaltsgré8e” (in 1 000)
Morimal insgesemt 1 I; —— -3' w‘o:) S une monr
— —
Insgesamt 41740 9449 16165 850,3 5755 186,8

—et—.

Sachsische Zeitung (21.10.2010)

der 4,2 Millionen Einwohner wohnt — statistisch betrachtet — allein in seinen vier

Aufgabe:

a) Warum ist die
Uberschrift falsch?

b) Wie lautet die korrekte
Antwort auf die Frage, wie
viel Prozent der Sachsen
alleine leben?

Erlauterung:

944.900
4.174.000

Grafik sieht man, dass tatsachlich nur

Der Autor des Artikels hat tGbersehen, dass der Anteil der allein lebenden Menschen
natlrlich kleiner ist als der Anteil der Singlehaushalte. Wenn man einzelne Menschen zéhit,
mussen Mehrpersonenhaushalte entsprechend 6fter gezahlt werden. Im unteren Teil der

~ 22,6 % der Menschen alleine leben.
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6.1.3 Besonders tiickisch: ,,Prozent* und ,,jeder Wievielte* in einer Meldung!

Beispiel 6:

eder vierte will
nsterblich sein

AMBURG (kna) - Einer
mfrage zufolge wollen 44 Pro-
nt der Deutschen nicht dlter als
0 Jahre alt werden. Hochstens
100 Jahre alt wollen 18 Prozent
werden, wic eine gestern ver-
Offentlichte Befragung fiir die
Zeitung ,Die Woche* ergeben
hat. Vier Prozent hitten ange-
eben, sie wollten unsterblich

Aufgabe:
a) Finde den Fehler in dieser Zeitungsmeldung!

b) Ubersetze den Ausdruck ,,jeder Vierte* in
eine Prozentangabe und den Ausdruck ,,vier
Prozent* in eine Angabe der Form ,,jeder
Wievielte!

Mainzer Allgemeine Zeitung (7.8.1997)

Erlauterung:

Die Zeitungsnotiz illustriert Probleme bei der Umrechnung der Darstellung ,,jeder
Wievielte in eine Prozentangabe. Auch wenn sich in diesem Fall nicht eindeutig sagen
lasst, welche der Aussagen richtig ist, kann vermutet werden, dass sich in der Befragung ein
Anteil von 4% ergeben hat, der in einen préagnanten (aber leider falschen) Titel (bertragen
wurde. Vermutlich mdchte also jeder Flinfundzwanzigste unsterblich sein.

Beispiel 7:

Aus der Norderneyer Badezeitung:
»Fuhr vor einigen Jahren noch jeder
zehnte Autofahrer zu schnell, so ist es
mittlerweile heute ,nur noch’ jeder fiinf-
te. Doch auch fiinf Prozent sind zu viele,
und so wird weiterhin kontrolliert, und b) Korrigiere eine der drei Zahlenangaben,

die Schnellfahrer haben zu zahlen. * so dass beide Fehler ,,gleichzeitig
. verschwinden®!

Aufgabe:

a) In dieser Zeitungsmeldung finden sich
zwei Fehler! Finde diese Fehler!

Norderneyer Badezeitung
(zitiert nach DER SPIEGEL 41/1991, S. 352)

Erlauterung:

Erster Fehler: ,,Jeder Fiinfte* ist mehr als ,,jeder Zehnte* (und nicht weniger; vgl. Bsp. 4).
Zweiter Fehler: ,,Jeder Fiinfte® entspricht nicht 5% (sondern 20 %); vgl. Bsp. 6).

Beide Fehler wiren behoben, wenn ,,jeder Fiinfte* durch 5 % (bzw. durch ,,jeder
Zwanzigste*) ersetzt werden wiirde.
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AbschlieRend wollen wir die wichtigsten der bisher genannten Fehler noch einmal
zusammenfassen.

Tabelle 2: Zusammenfassung einiger haufiger Fehlvorstellungen

Fehlvorstellung richtig ist ...
Eine Verkleinerung um mehr als 100% ist Nur eine Steigerung um mehr als 100%
moglich. ist moglich.
Eine Steigerung von 50 % entspricht einer Eine Steigerung von 100 % entspricht
Verdopplung. einer Verdopplung.
,Jeder Sechste® ist groBer als ,,jeder Flinfte*. | ,,Jeder Sechste® ist kleiner als ,,jeder
Fiinfte®.
X% entspricht ,jeder x-te®. X% entspricht , jeder — -te.
X
Ya entspricht 1 : 4 (Chance von ,,1 zu 4%). Ya entspricht 1 : 3 (Chance von ,,1 zu 3%).

6.2 Aufgaben zur Darstellung in nattrlichen Haufigkeiten

Aufgabe:

Stelle dir bitte vor, du interessierst dich fur die Frage, inwiefern an Realschulen die
Belegung eines bestimmten Zweiges die Wahl des spateren Ausbildungsberufs beeinflusst.
Dafur stehen dir folgende Informationen zur Verfugung:

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 32,5% waéhlt ein Realschdiler eine technische Ausbildung.

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 64 % hat ein Realschler, der eine technische Ausbildung
wahlt, in der Schule den mathematisch-naturwissenschaftlichen Zweig belegt.

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 60% hat ein Realschler, der keine technische Ausbildung
wahlt, in der Schule ebenfalls den mathematisch-naturwissenschaftlichen Zweig belegt.

Frage:

Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Realschuler, der den mathematisch-
naturwissenschaftlichen Zweig belegt hat, spater eine technische Ausbildung wahlt?

a) Lose die Aufgabe — wie in der Schule Ublich — mit Hilfe von bedingten
Wahrscheinlichkeiten (Aufgabe nur fur Schulerinnen und Schiler aus dem
Gymnasium, 11. Jahrgangsstufe, geeignet).

b) Ubersetze die Informationen in der Aufgabenstellung nun in natiirliche Haufigkeiten.
Gehe dabei von einer Stichprobe von 1.000 Realschilern aus. Gib die Antwort in
naturlichen Haufigkeiten an.

c) Warum ist es nicht ausreichend, wenn du bei Aufgabe (b) nur eine Stichprobe von
100 Realschilern zugrunde legst? Kann man dieses Problem immer vermeiden?

d) Fertige zuerst einen Haufigkeitsbaum fir die Situation von Aufgabe (b) an und
mache daraus anschlie3end einen Haufigkeitsdoppelbaum.

e) Denke dir selber Fragestellungen nach mdoglichen Wahrscheinlichkeiten beziglich
der Situation aus und beantworte diese mit dem Haufigkeitsdoppelbaum.

17



Erlauterung:
Zu a)
Baumdiagramm mit relativen Haufigkeiten:

Realschuler
o s o
2 ]
wahlen eine wahlen nicht eine
technische Ausbildung technische Ausbildung
o ) o 7
o [#}
hatten den hatten nicht den hatten den hatten nicht den
mathematisch- mathematisch- mathematisch- mathematisch-
naturwissenschaftlichen naturwissenschaftlichen naturwissenschaftlichen naturwissenschaftlichen
Zweig belegt Zweig belegt Zweig belegt Zweig belegt

Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Realschiler, der den mathematisch-
naturwissenschaftlichen Zweig belegt hat, spater eine technische Ausbildung wahlt

32,5% 64%
- ~ 33,9%.
32,5% 64% + 67,5% 60%

zu b)
Gesamtstichprobe: 1.000 Realschilern
325 von 1.000 Realschilern wéhlen eine technische Ausbildung.

208 von 325 Realschiilern, die eine technische Ausbildung wahlen, haben in der Schule den
mathematisch-naturwissenschaftlichen Zweig belegt.

405 von 675 Realschulern, die keine technische Ausbildung wéhlen, haben in der Schule
ebenfalls den mathematisch-naturwissenschaftlichen Zweig belegt haben.

Demnach wahlen 208 von 613 (=208 +405) Realschilern (= 33,9 %), die den mathematisch-
naturwissenschaftlichen Zweig belegt haben, spéater eine technische Ausbildung.

Zuc)

Es kommen dann beispielsweise halbe oder 20,8 Personen heraus.

Das kann man grundsétzlich vermeiden, wenn man die ,,imaginédre* Stichprobe nur grof3
genug wahit.
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zud)
(Doppel-)Baumdiagramm mit nattrlichen Haufigkeiten:

1.000
Realschuler
325 675
wahlen eine wahlen nicht eine
technische Ausbildung technische Ausbildung
208 117 405 270
613 387
hatten den hatten nicht den mathematisch-
mathematisch-naturwissen- naturwissenschaftlichen Zweig
schaftlichen Zweig belegt belegt
1.000
Realschuler

zue)
Madgliche Fragestellungen:

Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Realschiiler keine technische Ausbildung

wahlt?

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Realschiler, der keine technische Ausbildung
waéhlt, in der Schule auch keinen mathematisch-naturwissenschaftlichen Zweig belegt hatte?

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Realschler, der den mathematisch-
naturwissenschaftlichen Zweig belegt hatte, spater keine technische Ausbildung wahlt?
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