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Hoher, Schneller, Weiter!

Das Extremalprinzip

Das Extremalprinzip ist eine vielseitig einsetzbare Losungstechnik fiir mathemati-
sche Probleme. Wir werden das Extremalprinzip vorstellen und zeigen wie man es
auf Probleme aus verschiedenen mathematischen Gebieten anweden kann.

Zum Beispiel werden wir sehen, dass das folgende Problem elegant mithilfe des
Extremalprinzips gelost werden kann:

Knobelaufgabe. Von der versunkenen sagenumwobenen Stadt Vesterlys ist nur noch
die folgende diirftige Beschreibung erhalten: Fiihrt eine Gerade durch die Mittel-
punkte zweier Hiuser, so gibt es ein weiteres Haus, dessen Mittelpunkt auch auf
dieser Geraden liegt. Was kann man aus dieser Beschreibung {iber die Anordnung
der H&user in Vesterlys ableiten?

Thema vom 2015. Einsenden der Ldsungen bis 2015.
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1 Das Extremalprinzip

Die grundlegende Idee des Extremalprinzips lautet:

Extremalprinzip. Betrachte Objekte, die sich dadurch auszeichnen, dass sie gewisse
Groflen maximieren oder minimieren!

Das Extremalprinzip gibt also einen Ansatzpunkt dafiir, wo man mit der Untersu-
chung eines Problems beginnen kann. Die beiden wichtigsten Quellen fiir extremale
Objekte sind die folgenden Tatsachen (die sich aus dem Induktionsprinzip ableiten):

EP 1 Jede nicht-leere endliche Menge reeller Zahlen enthélt eine kleinste und eine
grofite Zahl.

EP 2 Jede nicht-leere Menge natiirlicher Zahlen enthilt ein kleinstes Element.

Zum Beispiel folgt aus der ersten Tatsache: Sind endlich viele Punkte in der Ebene
gegeben, so gibt es zwei, die maximalen Abstand voneinander haben; im allgemeinen
sind solche Punkte jedoch nicht eindeutig.

Das Extremalprinzip legt es daher nahe, sich beim Lésen von Problemen, die
folgenden Fragen zu stellen:

e In geometrischen Problemen: Welche Punkte haben den grofiten bzw. klein-
sten Abstand voneinander? Welche Punkte haben der gréfiten bzw. kleinsten
Abstand von einem anderen geometrischen Objekt? Welche Winkel sind am
grofiten bzw. kleinsten?

e In zahlentheoretischen Problemen: Welche besonderen Eigenschaften besitzen
grofite bzw. kleinste Losungen? Was passiert mit den grofiten bzw. kleinsten
Primfaktoren?

e In graphentheoretischen Problemen: Welche Knoten haben die meisten bzw.
wenigsten Nachbarn? Welche Eigenschaften haben langste bzw. kiirzeste Zy-
kel?

In allen Fillen ist natiirlich jeweils zu iiberpriifen, ob es iiberhaupt extremale
Objekte gibt.

2 Beispiele

Die Knobelaufgabe vom Anfang iibersetzen wir in folgendes mathematische Problem
und l6sen dieses mit dem Extremalprinzip.



g
Abbildung 1: Hauser und Geraden in Vesterlys

Beispielaufgabe. Sei H eine endliche Menge von Punkten in der Ebene mit folgender
Eigenschaft: Fiihrt eine Gerade durch zwei Punkte aus H, so gibt einen weiteren
Punkt aus H, der auch auf dieser Geraden liegt. Was kann man daraus iiber die
Anordnung der Punkte aus H ableiten?

Losung. Wir zeigen, dass die Punkte aus H alle auf einer gemeinsamen Geraden
liegen: Dazu verwenden wir einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, die Punkte
aus H liegen nicht alle auf einer gemeinsamen Geraden.

Wir setzen nun mit dem Extremalprinzip an: Da H endlich ist, gibt es nur endlich
viele Geraden, die mindestens zwei Punkte aus H enthalten; sei G die Menge all
solcher Geraden. Dann gibt es ein Paar (h,g) mit h aus H und ¢ aus G, so dass
folgende Bedingungen erfiillt sind:

e Der Punkt A liegt nicht auf g und
e der Abstand von h zu g unter all solchen Paaren ist minimal.

Nach Definition von G und der Annahme iiber H gibt es drei verschiedene Punk-
te hi, ha, hy aus H, die auf g liegen. Wir fillen nun das Lot von A auf g; dies liefert
den Punkt A’ auf g, der am nichsten zu h liegt. Mindestens zwei der drei Punk-
te hy, ho, hg liegen auf derselben Seite von h' auf g. Ohne Einschraenkung kénnen
wir dabei annehmen, dass die Situation wie in Abbildung 1 aussieht (ansonsten
benennen wir die Punkte hq, ha, h3 entsprechend um).

Dann ist aber auch die Gerade ¢’ durch h und h3 eine Gerade in G und ho liegt
niher an ¢’ als h an g, im Widerspruch zur Minimalitét von (h, g). Damit ist unsere
Annahme zum Widerspruch gefiihrt, d.h. die Punkte aus H miissen alle auf einer
gemeinsamen Geraden liegen. ©

Eine klassische Anwendung des Extremalprinzips aus der Zahlentheorie ist Euklids
Entdeckung, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Wir erinnern daran, dass eine
natiirliche Zahl n > 1 eine Primzahl ist, wenn sie aufler 1 und n keine weiteren Teiler
besitzt.



Beispielaufgabe. Zeige, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.

Losung. Angenommen, es giabe nur endlich viele Primzahlen. Da 2 eine Primzahl ist,
wére somit die Menge der Primzahlen eine nicht-leere endliche Menge. Also gébe es
nach EP 1 eine grofite Primzahl p. Wir betrachten nun die Zahl

Wegen m > 1 wird m von mindestens einer Primzahl geteilt. Nach Konstruktion
ist jedoch keine der Zahlen 2,3, ..., p ein Teiler von m, da bei Division durch jede
dieser Zahlen stets der Rest 1 bleibt. Dies steht aber im Widerspruch dazu, dass p
die grofite Primzahl ist.

Also ist die Menge der Primzahlen nicht endlich und damit unendlich. ©

Wie bei allen Losungstechniken muss jedoch sauber darauf geachtet werden, ob
das Extremalprinzip in der jeweiligen Situation iiberhaupt anwendbar ist. Wir illu-
strieren dies an der folgenden, offensichtlich unsinnigen, Aufgabe:

Beispielaufgabe. Zeige, dass 1 < 1 gilt.

Losung. Wir ,beweisen dies mithilfe des Extremalprinzips: Sei m die gréfite natiirli-
che Zahl, die m + 2015 < m? erfiillt.
Mit der binomischen Formel erhalten wir m? 4+ 1 < (m + 1)2. Also ist

l=m?+1-m?< (m+1)?-m?

Nach Wahl von m ist m? > m + 2015 und aufgrund der Maximalitit von m ist

(m+1)? < (m+ 1) + 2015. Somit folgt

1< (m+1)%2—m? <m+1+2015 — m?
< m+1+2015 —m — 2015
=1.

Insbesondere ist 1 < 1, wie behauptet. ©

Was ist bei der Losung schiefgelaufen? In der Losung wird die grofite natiirliche
Zahl m betrachtet, die m 4 2015 < m? erfiillt. Eine solche Zahl kann es jedoch gar
nicht geben, da alle natiirlichen Zahlen n > 2015 die Abschéatzung

n+2015<n+n=2-n<2015-n<n-n=n?
erfiillen.

Zum Abschluss betrachten wir noch die folgende Kuriositit: Es kann keine un-
interessanten natiirlichen Zahlen geben, denn: Gédbe es uninteressante natiirliche
Zahlen, so gébe es nach EP 2 eine kleinste uninteressante natiirliche Zahl. Eine Zahl
mit dieser Eigenschaft wire aber natiirlich besonders interessant . ..



3 Aufgaben

Aufgabe 1 (eine Karte von Vesterlys?!*). Professor Mogelpilz hat bei Ausgrabungen
die folgende Karte entdeckt:

Er behauptet, das Wappen sei eindeutig das Stadtwappen von Vesterlys und dass
es sich bei der Karte um die Anordnung der H&user in Vesterlys handele; dass die-
se Anordnung die Beschreibung Fiihrt eine Gerade durch die Mittelpunkte zweier
Hduser, so gibt es ein weiteres Haus, dessen Mittelpunkt auch auf dieser Geraden
liegt. erfiille, sei ja auch gut und deutlich an den eingezeichneten Geraden zu erken-
nen. Was ist falsch am Argument von Professor Mogelpilz? Begriinde Deine Antwort!

Aufgabe 2 (mehr Primzahlen*). Bestimme die Primfaktorzerlegungen der folgenden
Zahlen:

1-2-.-.. 341
1-2..... 541
1-2--.. 7T4+1
1:2 e 1141

Aufgabe 3 (schon wieder 1 < 1 71*). Was ist falsch am folgenden Argument? Begriinde
Deine Antwort!
Es gilt 1 < 1, denn: Sei m die grofite natiirliche Zahl, die 2016 +m = 2015 erfiillt.
Dann folgt
1 =2016 — 2015 = 2016 — 2016 —m = -m < 0 < 1,

und damit 1 < 1.

Aufgabe 4 (acht Augen**). Die Oktonier haben ein kreisférmiges Gesicht, dessen
Radius genau 2015 oktonische Daumenbreiten betréigt. Jeder Oktonier besitzt in
seinem Gesicht genau acht Augen. Zeige, dass jeder Oktonier zwei Augen hat, die
weniger als 2015 oktonische Daumenbreiten voneinander entfernt sind. Gib dabei
zunichst eine Ubersetzung in ein entsprechendes mathematisches Problem an.



Aufgabe 5 (viele Tische**). Koénig Murnetz 14dt zu einem pompdsen Empfang. Er
ordnet daher an, zusétzlich zu seinem Tisch im grofien Ballsaal Tische so aufzustel-
len, dass jeder Tisch der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke zwischen zwei anderen
Tischen ist — schliellich soll keiner der Géste das Gefiihl haben, nur am Rande des
Geschehens zu sitzen. Zeige, dass die Anordnung von Murnetz nicht mit endlich
vielen Tischen zu erfiillen ist. Gib dabei zunichst eine Ubersetzung in ein entspre-
chendes mathematisches Problem an.

Aufgabe 6 (Kompaktheit**). Es bezeichne R die Menge der reellen Zahlen. Wir
betrachten folgende Axiome iiber kompakte Mengen und stetige Abbildungen:

K1 Ist eine Teilmenge von den reellen Zahlen kompakt und nicht-leer, so besitzt
sie ein Maximum und ein Minimum.

K2 Stetige Abbildungen bilden kompakte Mengen auf kompakte Mengen ab.
K3 Die Abbildungen

R—R, x+—2-x
R—R, z+——x-—-2

1
R\ {0} — R, an—);

sind stetig. Dabei bezeichnet R\ {0} die Menge der reellen Zahlen ungleich 0.

K4 Das Einheitsintervall I := {x € R| 0 < x < 1} C R ist kompakt.

Beweise damit die folgenden Aussagen. Es ist dabei nicht wichtig zu wissen, was die
wirklichen Definitionen der Begriffe kompakt bzw. stetig aus der Topologie bedeuten
— die obigen Axiome sind ausreichend um die Aufgabe zu bearbeiten.

1. Die Menge R ist nicht kompakt.

2. Die Menge {x € R | 0 < = < 4} ist kompakt, aber {x e R |0 <z < 4,2 # 2}
ist nicht kompakt.

3. Die folgende Abbildung ist nicht stetig:
R— R

0 fallsx=0
T —
falls x # 0

R =

Weiterfiihrende Links
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