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,Warum ist die Eins keine Primzahl?“, ,,Was ist Null durch Null?“, ,,Was ist Null hoch Null?*“ oder ,,Warum ist Minus mal Minus
gleich Plus?“ sind typische Schiilerfragen, die auf arithmetische bzw. algebraische Verstandnisschwierigkeiten hindeuten.
Es ist zunachst nicht naheliegend, dass gerade hier die vom ,Schiilerdenken“ sehr entfernt scheinende universitare Fach-
mathematik weiterhelfen kann. Ziel dieses Artikels ist es, ausgehend von einigen solchen Schiilervorstellungen bzw. -fragen
den didaktischen Nutzen hochschulmathematischen Hintergrundwissens zu beleuchten und zu illustrieren, dass universitares
Wissen nach dem Studium nicht etwa ,,vergessen“ werden sollte, sondern bei der Planung, Durchfiihrung und Reflexion von
Mathematikunterricht durchaus hilfreich sein kann. Mit dem Beitrag soll vorab auch auf eine geplante Buchpublikation hinge-

wiesen werden, in der zahlreiche weitere vergleichbare Beispiele diskutiert werden (KrRAusS & LINDL, in Vorb.).

1 Einleitung

Immer wieder ist von angehenden Mathematiklehrkraften zu
horen, dass das an der Universitat vermittelte akademische
mathematische Fachwissen fiir den Lehrberuf wenig hilfreich
sei. Bisweilen wird nicht nur in der ersten oder zweiten Ausbil-
dungsphase, sondern auch von erfahrenen Lehrer/inne/n ange-
zweifelt, dass eine hochschulmathematische Fachausbildung in
der zu absolvierenden Breite und Tiefe notwendig ist, um
Mathematik an der Schule erfolgreich unterrichten zu konnen.
SchlieBlich scheinen - zumindest bei oberflachlicher Betrach-
tung - Schul- und universitire Mathematik nur wenige Uber-
schneidungen zu haben.

Diese insbesondere bei Eintritt in den Schuldienst oftmals emp-
fundene Diskrepanz zwischen Hochschul- und Schulmathematik
wurde bereits von FELIX KLEIN (1908) beschrieben und von ihm
als zweite Diskontinuitdt in der Lehrkrafteausbildung bezeich-
net (als erste Diskontinuitét wird von ihm der Ubergang von
der Schulmathematik zur ,anspruchsvolleren® universitaren
Mathematik zu Beginn des Studiums bezeichnet). Oft wird zwar
zugestanden, dass die Hochschulmathematik notwendig sei,
um bei zukinftigen Lehrkraften ein adaquates Mathematikbild
zu erzeugen oder um typische mathematische Denkweisen zu
vermitteln. Aber kann die universitare Mathematik tatsachlich
auch direkt in unterrichtlichen Problemsituationen, wie z.B.
bei fehlerhaften oder unzureichenden Schiilervorstellungen,
genutzt werden?

Im Folgenden werden mogliche Fragen von Schiiler/inne/n Aus-
gangspunkte von vier kurzen Abschnitten sein, in denen wir
exemplarisch zeigen, dass die universitare Mathematik durch-
aus auch in Bezug auf Schiilervorstellungen und -schwierigkei-
ten zu Rate gezogen werden kann. Dabei sollte gleichzeitig
deutlich werden, dass entsprechende Kenntnisse aus der Hoch-
schulmathematik auch dazu beitragen konnen, Mathematik-
lehrkraften zusatzliche fachliche Sicherheit im Unterrichts-
geschehen zu geben.
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Fur den vorliegenden Beitrag haben wir als inhaltliche Klammer
die Arithmetik gewahlt, da diese - auf den ersten Blick - beson-
ders weit von universitarer Axiomatik entfernt zu sein scheint.
Neben den folgenden Beispielen zum Rechnen mit natirlichen
Zahlen (rund um die Leitidee 1 der Bildungsstandards) werden
in KRAUSS & LINDL (in Vorb.) etwa 20 weitere Beispiele auch aus
der Algebra bis hin zur Schul-Analysis erlautert.

2 Warum soll die 1 keine Primzahl sein?

Ein Schiler Uberlegt: ,,Eine Primzahl kann man nur durch 1 und
sich selbst teilen. Dann muss doch die 1 auch eine Primzahl
sein.

Man misste ihm Recht geben, wenn in seinem Schulheft ledig-
lich Folgendes stiinde: ,,Eine Primzahl ist eine natirliche Zahl,
die man nur durch 1 und durch sich selbst teilen kann.*“ Wahr-
scheinlich steht aber in seinem Schulheft noch ein weiterer
Satz wie z.B.: ,,Die 1 ist jedoch keine Primzahl.“ Weist man auf
diesen Nachsatz hin, so provoziert das vielleicht die Frage:
,Und warum soll ausgerechnet die 1 keine Primzahl sein?“

Der Schiiler nennt eine Gemeinsamkeit der 1 mit den Primzah-
len. Ansonsten gibt es aber groBe Unterschiede. Zum Beispiel:

o Bei Multiplikation mit 1 erhalt man die urspriingliche Zahl,
nicht jedoch bei der Multiplikation mit einer Primzahl.
« Anders als die Primzahlen teilt die 1 alle natiirlichen Zahlen.

Sind diese Eigenschaften nebensachlich oder wesentlich? Gibt
es noch weitere Griinde, warum die 1 keine Primzahl sein soll?
Hier hilft ein Blick in die Universitat:

Die erste der soeben genannten Eigenschaften spielt eine so
wichtige Rolle, dass sie sogar bei den Korperaxiomen auftaucht:
Die ,,Eins® ist das neutrale Element der Multiplikation. Auch bei
anderen Strukturen wie etwa Gruppen und Ringen sind neutrale
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Elemente von zentraler Bedeutung. Das Thema ,Teilbarkeit®
(die zweite eben genannte Eigenschaft) spielt an der Universitat
ebenfalls eine wichtige Rolle, sonst wiirde man in manchen Alge-
brabtichern nicht dutzendmal den Begriff ,Teiler” finden (vgl.
z.B. BoscH, 2013). Der Begriff ,,Teiler wird fur jeden Ring defi-
niert, nicht nur fiir den Ring Z. Die zweite der oben genannten
Eigenschaften ist der Kern eines allgemeinen Begriffs: Die ,,Ein-
heiten“ eines Rings sind genau die Elemente, die alle anderen
Elemente teilen. In Z sind 1 und -1 die Einheiten.

Der eigentliche Grund dafiir, dass die Zahl 1 keine Primzahl sein
soll, ist jedoch: Die Aussage, dass jede natirliche Zahl groRer
gleich 1 eine eindeutige Primfaktorzerlegung besitzt, wird als
Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie (KUNZ, 1994, S. 40)
oder auch als Fundamentalsatz der Arithmetik bezeichnet.
Ware die 1 eine Primzahl, dann ware der Hauptsatz in dieser
Formulierung falsch, denn 2:3=1°-2-3 und jede natiirliche
Zahl hatte sogar unendlich viele Primfaktorzerlegungen. Man
konnte ihn zwar umstandlicher formulieren, damit er mit der
,Primzahl 1 richtig wird, aber dabei miisste man wieder einen
Unterschied zwischen der 1 und den tatsachlichen Primzahlen
machen. Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ist schon an
und fur sich eines der erstaunlichsten Phanomene der Arithme-
tik und es ware sehr schade, wenn dieses Phanomen durch eine
ungeschickte Definition der Primzahlen verloren ginge. Zudem
konnte man nicht mehr von der Primfaktorzerlegung einer Zahl
sprechen, wenn man die 1 zu den Primzahlen nehmen wiirde,
sondern lediglich von einer méglichen Primfaktorzerlegung.

Es gibt Ubrigens noch weitere algebraische Aussagen aus der
Hochschulmathematik, die umstandlicher formuliert werden
mussten, wenn man die 1 zu den Primzahlen zahlen wiirde.
Zum Beispiel: Fir jede Primzahl p gibt es einen Korper mit p
Elementen.

Mochte ein/e Schiler/in also wissen, warum die 1 keine Prim-
zahl sein soll, konnte eine Lehrkraft so antworten: ,Die 1
unterscheidet sich ganz wesentlich von den Primzahlen. Nur
bei Multiplikation mit 1 erhalt man stets wieder die urspriing-
liche Zahl. Fur Primzahlen stimmt das nicht. Und die 1 teilt alle
naturlichen Zahlen. Die Primzahlen tun das nicht. Entscheidend
ist aber: Ware die 1 eine Primzahl, so gabe es fiir jede natiir-
liche Zahl unendlich viele Primfaktorzerlegungen.“

3 Warum darf man auch die Null nicht durch
Null dividieren?

Schiiler/innen konnen in der Regel einsehen, dass z.B. %m’cht
erlaubt ist (zumindest kann man das als Lehrkraft recht einfach
begriinden).

Eine Schilerin mochte nun aber wissen, was g ist. Sie argu-
mentiert:
JEsgiltjad=1,2=1und =1, alsoist auch 3 =1.%

Die Schiilerin verwendet eine sogenannte Permanenzreihe, die
suggeriert, wie es weitergeht. Solche Reihen kennt sie viel-
leicht schon aus anderen Zusammenhangen (vgl. hierzu auch
die Abschnitte 4 und 5). Interessanterweise konnte man jedoch
auch so argumentieren:
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2=0,%=0,%=0,als0istauch $ =0.
Oder so: 22 =7,22=7, 1 =7, also ist auch § =20 =7.

Dies sind drei verschiedene Permanenzreihen, die zu unter-
schiedlichen Ergebnissen fihren!

Jetzt hat man zwar das Argument der Schilerin entkraftet,
aber noch nicht bewiesen, dass g nicht definiert werden kann.
Man befindet sich hier in einer ahnlichen Situation wie bei 0° in
Abschnitt 4: Sowohl fiir 0°=0 als auch fiir 0°=1 gibt es plausible
Griinde. Bei 0° entscheidet man sich fiir 0°=1, bei g dafir, dass
es undefiniert bleibt - warum eigentlich?

Betrachten wir einen haufig genannten Grund, bei dem man sich
auf eine bestimmte Bedeutung des Dividierens beruft. 12:3=4
bedeutet: 3 passt 4-mal in 12, das heiBt 4-3=12. Der Quotient
12:0 hat keine entsprechende Bedeutung. Denn es gibt keine
Zahl x mit x- 0=12. Bei 0:0 ist das entsprechende Argument aber
nicht mehr so iberzeugend, weil es eben Zahlen x mit x-0=0
gibt. Immerhin konnte man noch betonen, dass ein solches x
nicht eindeutig bestimmt ist. Diese Art zu argumentieren (nicht
nur in Hinblick auf Eindeutigkeit) steht aber im Widerspruch
dazu, wie man bei anderen Themen verfahrt:

« Die Gleichung x*=2 hat zwei Losungen. Diese Mehrdeutig-
keit verhindert nicht, dass man V2 definiert, indem man
sich fur eine der beiden Losungen entscheidet. Warum
sollte man sich nicht fir eine der Losungen von x-0=0
entscheiden diirfen, um 0: 0 zu definieren?

In der Grundschule gibt es den genauen Wert des Quo-

tienten 12: 7 nicht (abgesehen von 1 Rest 5). Denn es

existiert keine natiirliche Zahl x mit x- 7 =12. Nachdem
man N zu Q erweitert hat, gibt es so eine (rationale)

Zahl. Vielleicht kann man ja Q so geschickt erweitern,

dass 12:0 und 0: 0 sinnvoll werden. Aber wie soll man in

der Unterstufe erklaren, dass so etwas nicht geht?

« Auf urspriinglichen Bedeutungen beharrt man in anderen
Situationen nicht: 2" wird zunachst fiir n €N definiert und
hat dabei die Bedeutung eines Produkts aus n Faktoren.
Diese Bedeutung muss man fiir n€ Q fallen lassen. Viel-
leicht muss man auch bei 12: 0 einfach nur die urspringli-
che Bedeutung fallen lassen?

Ein erster Blick in die Hochschulmathematik scheint zunachst
nicht weiter zu helfen: In der Algebra werden auf einem Korper
nur zwei Verkniipfungen betrachtet: Addition und Multiplika-
tion. Die Division spielt eher eine Nebenrolle und wird auf die
Multiplikation durch a:b:=a-b~" fiir b=0 zuriickgefihrt.
Diese Definition kann man nicht auf a:0:=a-0~" ausdehnen,
weil 0~' nicht existiert, jedenfalls nicht in einem Korper: Fiir
alle Elemente x eines Korpersist 0-x=1, denn 0+ x=(0+0) - x
=0-x+0-x, also 0-x=0=1. Aber kann man a: 0 evtl. anders
definieren? Bei 0” ist das so: @”:=e"* " ist nur fiir a>0 moglich
und im Fall a=b=0 setzt man 0°:=1 (vgl. Abschnitt 4).

Vielleicht sollte man die Frage der Schiilerin erst prazisieren,
bevor man nach Antworten sucht. Sie will wissen, ob der Bruch
g eine bestimmte Zahl wie 0 oder 1 darstellt und wenn ja, wel-
che. Es geht hier also auch um den Unterschied zwischen Bruch
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und Bruchzahl, der in der Unterstufe bei der Erweiterung von Z
auf Q thematisiert wird. Schulbiicher, die sich vor allem an
Schiiler/innen wenden, mussen die zugrunde liegende Theorie
in didaktisch reduzierter Form behandeln. Unter solchen
Reduktionen leidet oft die begriffliche Genauigkeit. Daher
sollte man einen Blick in Hochschulblicher werfen, wenn man
sich als Lehrkraft wenigstens selbst groRtmogliche Klarheit ver-
schaffen mochte. Dabei lassen sich auch Ideen finden, wie man
g in der Unterstufe fundiert behandeln kann.

Eine genaue Erklarung des Ubergangs von Z nach Q findet man,
wenn man sich mit Quotientenringen oder mit Quotienten-
korpern beschaftigt. Q ist ein spezieller Quotientenring von Z.
Man kann sogar zu jedem Ring R mit einer Nennermenge NCR
(wobei 1eN und a-beN fir alle a, beN gelten soll, vgl. z.B.
Kunz, 1994) einen Quotientenring konstruieren. Bleiben wir
beim Ring Z. Man wahlt eine Menge NCZ von zugelassenen
Nennern. In der Schule ist N=Z\{0}, an der Universitat
betrachtet man auch andere N. Die Paare (z;n) mit zeZ und
neN nennt man Briiche. In der Schule schreibt man  statt
(z;n); das hat den Nachteil, dass man fiir Briiche und Bruchzah-
len die gleiche Notation benutzt, was eine begriffliche Unter-
scheidung erschwert. Durch (a;b)~(c;d): & ad=bc wird auf
der Menge aller Briiche eine Aquivalenzrelation definiert (in
Schul-Notation: 3 =5 ¢ ad=bc) und eine Bruchzahl % ist die
Menge aller Briiche (a;b), die zu (z;n) aquivalent sind.
Bemerkenswert ist nun Folgendes: An der Universitat ist 0eN
erlaubt! Es gibt also Quotientenringe, die g enthalten! Das hat
aber eine drastische Konsequenz: Wenn die Null in der Nenner-
menge N enthalten ist, dann sind alle Briiche zueinander aqui-
valent. Denn nach Definition ist (a;b)~(0;0)&a-0=b-0.
Diese Gleichung ist stets erfullt, also sind alle Briiche zum
Bruch (0;0) aquivalent. Der Quotientenring enthalt damit nur
ein einziges Element und ist zum Nullring {0} isomorph. Fir
Interessierte sei darauf verwiesen, dass Quotientenringe auch
als Lokalisierungen bezeichnet werden. Uber Lokalisierungen
kann man z.B. in BoscH (2013) nachlesen.

Als ,letzte Rettung” vongj fur das gewohnte Rechnen in Q
konnte man eventuell sagen o %ist einfach nur ein Symbol, eine
weitere Schreibweise fur die Zahl 1 und mit w1rd nichts wei-
ter getan, auBer dass es eben die Zahl 1 ist. Genau das macht
man bei 0% Es ist nur ein weiteres Symbol fiir 1, mit dem man
aber nicht wie sonst nach Potenzgesetzen rechnet (also nicht
0°=0""= 5) Doch wahrend 0°: —1 einen praktischen Nutzen
hat (siehe Abschnitt 4), ist uns bei o :=1 kein Nutzen bekannt.

Mit den obigen Uberlegungen haben wir eine Idee gewonnen,
die sich didaktisch reduzieren lasst: Wenn man 0 im Nenner
zulasst, hat das fatale Auswirkungen auf die Briiche: Sie sind
alle zueinander dquivalent! Die Aquivalenz zweier Briiche bzw.
die Gleichheit der zugehorigen Bruchzahlen wird in der Schule
zum Beispiel in Form einer Anweisung festgelegt: Erweitere
oder kiirze die beiden Briiche auf einen gemeinsamen Nenner
und vergleiche anschlieBend die Zahler! Kurz:g=5& %=

bd € & ad = be (es gibt manchmal auch geschicktere gememsame
Nenner). Das entspricht genau der oben definierten Aquivalenz
zweier Briiche. Die Schiilerin vom Anfang dieses Abschnitts ver-
mutet 3 = 2. Man konnte sie zum Beispiel daran erinnern, wie
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sie entscheidet, ob 3 =2 gllt bzw. welcher der belden Briiche
die groBere Zahl darstellt 2 wird mit 11 erweltert, 2 mit 7,
aber 3-11=33=35=5-7. Wenn sie bei § = T genauso verfahrt,
kommt sie zur richtigen Gleichung 0=0 und findet ihre Vermu
tung bestatigt. Doch leider folgt dann zum Belsplel auch 5=71,
also insgesamt 1=7! Wenn also der Bruch 2 o eine Zahl wie etwa
1 darstellen wiirde, dann ware 1=7 und es hatten sogar alle
Briiche den gleichen Wert.

4 Was soll 0° sein?

Ein Schiiler uiberlegt: ,,0° muss gleich Null sein! Nulliger geht
doch nicht - von Nichts kommt nichts!“

Dieser Schillergedanke ist naheliegend. Betrachtet man das Pro-
blem aber etwas genauer, scheinen sogar zwei Losungen plausi-
bel: Einerseits ist xX’=1 fiir alle x>0, andererseits ist 0¥=0 fiir
alle y>0. Was nun soll also 0° sein? Es ist nicht mdglich, beide
Gleichungen fiir den Fall x=y=0 widerspruchsfrei ,,plausibel
fortzusetzen. Denn die erste Gleichung spricht fiir 0°=1, die
zweite Gleichung fiir 0°=0. Man hort deswegen des Ofteren und
auch in manchen Schulblichern halt sich hartnackig (das
Geriicht), dass 0° nicht definiert werden kann. Dies wird gele-
gentlich damit begriindet, dass die beiden Permanenzreihen in
folgender Tabelle schlieBlich zu unterschiedlichen Ergebnissen
fuhren wiirden (mehr zu Permanenzreihen und dass sich damit
keine Aussagen beweisen lassen, siehe Abschnitt 5).

Welche der Permanenzreihen in Tabelle 1 ,,stimmt* nun?

3¥=1 0=0
2’'=1 0°=0
1°=1 0'=0
0°=1 0°=0

Tab. 1. Zwei Permanenzreihen zu 0°

Der scheinbare Widerspruch zwischen 0 und 1 lost sich aber
auf, wenn man ihn mit Mitteln der Hochschule betrachtet, und
zwar mit Hilfe einer Funktion f in zwei Variablen: Der Funk-
tionsterm f(x,y):= X’ sei zunachst fiir alle (x,y) € R, xR, \ {(0,0)}
definiert. Unsere Frage lautet nun, wie die Funktion f an der
Stelle (0,0) fortgesetzt werden soll. Der soeben geschilderte
Konflikt besteht dann lediglich (noch) darin, dass die gesuchte
Fortsetzung nicht stetig sein kann:

(Xyﬁ(oo f(x,y) existiert nicht, weil llm f(x,00=1=0= llm f(0,y).
Jetzt sieht es so aus, als hatte man bei der Festlegung von 0°
die freie Wahl zwischen 0 und 1. Aber vielleicht schieBt man,
salopp gesprochen, bei der einen Festlegung ,,mehr Tore“ als
bei der anderen. Bis hierhin steht es 1:1 unentschieden zwi-
schen 0°=1 und 0°=0, weil wir uns bisher der Stelle (0,0)
einerseits nur mit Punkten (x,0) auf der x-Achse und anderer-
seits nur mit Punkten (0,y) auf der y-Achse genahert haben.
Wenn wir uns (0,0) aber auf der Winkelhalbierenden y = x des
1. Quadranten nahern, also mit Punkten (x,x), dann entsteht

lim f(x,x) = limx* = lime* "*=1.
x—0 x—0 x—0
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Jetzt steht es also bereits 2:1 fir 0°= 1.
Allgemeiner gilt sogar fur alle Geraden y = mx mit m>0:
Ejgr(}f(x,mx) =1.

Damit steht es sozusagen ,,%:1“ fiir 0°=1. Dieses Argument
konnte man bereits in der Mittelstufe mit dem Taschenrechner
andeuten, sobald Potenzen mit rationalen Exponenten zur Ver-
fiigung stehen. Zum Beispiel ist 0,001%*" = 0,993.

Bei der Festlegung eines Wertes fiir 0° wird man sich auBerdem
auch an praktischen Griinden orientieren. In TRETTER (2013, 8)
und auch an vielen anderen Stellen wird 0° als 1 definiert. Nur
dann gilt zum Beispiel

n
Z axX=a,+ax'+..+ax
i=0

auch fiir x=0. Denn dann ist ax’=a,- 0°=aq,.

Auch bei der beriihmten Potenzreihe e‘=2‘;°=o§ gilt im Ubrigen
€°=1 nur dann, wenn 0°=1.

Weiterhin ermdglicht die Festlegung 0°:=1 eine sehr elegante
induktive Definition von x” fiir alle xeR und n€ N, (siehe z. B.
FORSTER, 2016, 22):

X2=1, X" =x" X,
Am Ende steht es also ,, (o +3):1 “ flir 0°=1.

Je nach Jahrgangsstufe lassen sich im Unterricht also verschie-
dene Beispiele und Argumente bringen, warum die Festlegung
0°:=0 zwar moglich, aber in vielen mathematischen Situatio-
nen die Definition 0°:=1 sinnvoller und hilfreicher ist. Selbst
jungere Schiiler konnten hier schon einige ausgewahlte Grenz-
wertprozesse mit einem Taschenrechner durchspielen.

5 Warum ist ,Minus mal Minus gleich Plus“?

Da Schiiler/innen oft Probleme haben, sich die Multiplikation
zweier negativer Zahlen vorzustellen, machen sich Lehrkrafte bei
der Unterrichtsvorbereitung Gedanken folgender Art: ,,Mit Multi-
plikationstabellen (also Permanenzreihen) kann man plausibel
machen, dass es sinnvoll ist, (-1) - (-1) gleich +1 zu setzen, z.B.:

3. (-1)=-3
2-(-1)=-2
1 (-1) =-1
0-(-1)=0
(=1) - (-1) = +1

Das ist natirlich kein Beweis, bei%oder 0° kann das ja auch
schiefgehen (vgl. Abschnitte 3 und 4). Wie kann man das also
fachgerecht begriinden?*

Hinter der Aussage ,,Minus mal Minus gleich Plus“ steckt keine
willkirliche Definition (nach dem Motto ,,das ist halt so“) und
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auch keine Spezialitat der reellen Zahlen. Es gibt einen hand-
festen fachwissenschaftlichen Grund, warum (-1) - (-1) gleich
1 ist. Man beachte, dass die folgende Erklarung auch in sehr
allgemeinen Situationen, zum Beispiel in allen ,,Ringen mit
Eins“, tragfahig ist:

0=0-(-1)=(1+ (1) (-1) ==1+(-1) - (-1),

also muss (=1) - (=1) =1 sein, wie die beidseitige Addition von
1 ergibt. Dabei wird u. a. die Giiltigkeit des Distributivgesetzes
vorausgesetzt. Diese Argumentation funktioniert in allen Rin-
gen R, wenn 1 €R das neutrale Element beziiglich der Multipli-
kation bezeichnet, 0 R das neutrale Element beziglich der
Addition und -1 das Inverse von 1 bezuglich der Addition (mehr
uber das Rechnen in Ringen kann man z. B. in KARPFINGER & MEY-
BERG, 2017, nachlesen).

Obige Begriindung kann man im Unterricht auch mit Verweis
auf ein Permanenzprinzip geben: Bei der Zahlenbereichserwei-
terung von den natiirlichen zu den ganzen Zahlen sollen mog-
lichst viele der bereits bekannten Rechengesetze weiterhin
gelten, zum Beispiel das Distributivgesetz. Die obige Rechnung,
die den wesentlichen Grund fir ,,Minus mal Minus gleich Plus“
liefert, ist dann auch fur Schiiler verstandlich.

AbschlieBend noch einige Bemerkungen zu dem in den Abschnit-
ten 2 bis 5 thematisierten Begriff der Permanenzreihe, iber
deren Zweischneidigkeit sich Lehrkrafte bewusst sein sollten:
Einerseits lassen sich mit Permanenzreihen keine Aussagen
beweisen, denn z.B. ist 0° definierbar (vgl. Abschnitt 4),
»obwohl“ es verschiedene Permanenzreihen mit unterschied-
lichen Ergebnissen gibt. Eine plausible Fortsetzung einer Reihe
muss noch lange keine giiltige Fortsetzung sein. Andererseits
konnen Permanenzreihen fiir anderweitig bereits bewiesene
Aussagen natlrlich durchaus (gultige!) Strukturen und Muster
verdeutlichen und so zur Sinnstiftung und Wissensvernetzung
von Schiiler/innen beitragen.

6 Abschliefiende Bemerkungen

Im vorliegenden Artikel wurde eine kleine Auswahl typischer
Schiilerfragen vorgestellt, denen oft unzureichende oder feh-
lerhafte Vorstellungen zugrunde liegen und zu deren Beantwor-
tung ein - mehr oder weniger - umfassender Blick in die Hoch-
schulmathematik hilfreich sein kann.

Die vorgestellten Beispiele sind Bestandteile einer geplanten
Buchpublikation (KRrauss & LINDL, in Vorb.), fur die die Autoren
des vorliegenden Beitrags derzeit ein entsprechendes wesentlich
umfangreicheres Kapitel mit zahlreichen weiteren Beispielen,
vor allem aus den Bereichen Arithmetik, Algebra und
Analysis, verfassen. Die Frage, ob Hochschulmathematik gele-
gentlich sogar bei Schiilerfragen helfen kann, wird dort also mit
»ja“ beantwortet. Solche Zusammenhange zwischen universita-
rer Mathematik und Schiilervorstellungen konnen fiir fachliche
Sicherheit im Unterricht sorgen oder eine fundierte Einordnung
von bzw. Reaktion auf typische Schiilerschwierigkeiten erlauben.
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Schulpraxis

In letzter Konsequenz kann eine solche ,.didaktische® Nutzung
universitarer Mathematik auch zur Reduzierung der zweiten Dis-
kontinuitdt nach FELIX KLEIN (1908) beitragen. Die vorgestellten
Beispiele konnen zudem bereits die Sinnstiftung im Mathematik-
Lehramtsstudium unterstiitzen, weshalb sie natiirlich auch zur
Uberwindung der ersten Diskontinuitét genutzt werden kénnen.
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