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Gekoppelte Pendel

Die Oszillation zweier identischer, gekoppelter Pendel ist charakterisiert durch die Oszil-
lationsperiode und die Schwebungsdauer. Die Schwebungsdauer ist das Intervall zwischen
zwei Zeitpunkten, in denen ein Pendel mit seiner minimalen Amplitude schwingt.

Beide Werte konnen aus den natiirlichen Oszillationsperioden fiir das gekoppelte Pendel
berechnet werden, wenn die Oszillationen in bzw. aus der Phase sind.

0.1 Vorbereitung

Folgende Begriffe sollten vor Beginn des Experiments bekannt sein, zum Selbststudium
wird auf die aufgelistete Literatur verwiesen:

e Schwebung
e Richtmoment

e Drehmoment

0.1.1 Literaturangaben

Folgende Literatur soll Ihnen bei der Vorbereitung auf diesen Versuch helfen:

e Gobrecht, Heinrich: Bergmann-Schaefer - Lehrbuch der Experimentalphysik, Band
I: Mechanik, Akustik, Warme. Walter de Gruyter, Berlin, 9. Auflage, 1974.

e Westphal, Wilhelm H.: Physikalisches Praktikum. Friedrich Vieweg & Sohn Ver-
lagsgesellschaft mbH, Braunschweig, 13. Auflage, 1974.

e Eichler, Hans J., Heinz-Detlef Kronfeldt und Jurgen Sahm: Das Neue Physikalische
Grundpraktikum. Springer-Verlag, Berlin, 1. Auflage, 2001.

0.2 Grundlegendes

Bei gekoppelten Pendeln wird die Oszillationsenergie von einem Pendel auf das andere
ibertragen. Wenn beide Pendel identisch sind und die Oszillation des einen Pendels
beginnt, wenn das andere gerade in Ruhe ist, wird durch die gekoppelte Schwingung die



Energie mit der Zeit vollstindig auf das andere Pendel iibertragen, so dass anschliefend
das erste Pendel gerade zur Ruhe kommt, wenn das andere mit maximaler Amplitude
schwingt. Die Zeit zwischen zwei solchen Ereignissen bzw. die Zeit zwischen zwei Fallen
minimaler (oder maximaler) Auslenkung nennt man Schwebungsdauer 7.

Abbildung 1: Gekoppelte Pendelschwingungen: die Winkel ¢, und ¢g2 bezeichnen den
Winkel der Ruhelage gegeniiber der Lotrechten, 11 und 9 sind die Auslenkwinkel aus
der Ruhelage.

Die Oszillation zweier identischer, gekoppelter, idealer Pendel kann betrachtet werden als
Superposition zweier natiirlicher Oszillationen. Diese ,natiirlichen“ Oszillationen werden
beobachtet, wenn beide Pendel vollkommen in Phase oder vollkommen aufter Phase sind.
Im ersten Fall schwingen beide Pendel mit einer Frequenz, als gébe es tiberhaupt keine
Kopplung. Im zweiten Fall hat der Kopplungseffekt sein Maximum und die inhirente
Frequenz ist grofser. Samtliche anderen Frequenzen zwischen diesen beiden Extremfillen
kénnen als Superposition dieser beiden ,natiirlichen Oszillationen“ beschrieben werden.
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Abbildung 2: Gekoppelte Pendelschwingungen. Links: allgemeiner Fall mit unterschiedli-
chen, maximalen Auslenkwinkeln ¢; # ¢9. Mitte: Oszillation in Phase mit ¢; = @2 = ¢.
Rechts: Oszillation aufer Phase mit —p; = 3 = .



0.2.1 Bewegungsgleichung der gekoppelten Pendel
Pendelschwingung

Ein drehbar gelagerter Korper, auf den eine zum Auslenkwinkel ¢ proportional, riick-
treibende Kraft wirkt, filhrt harmonische Schwingungen aus. Unter Vernachldssigung der
Reibung lasst sich folgende Bewegungsgleichung aufstellen:

P(t) +wi - o(t) =0, (1)

wobei mit wq die Eigenkreisfrequenz bezeichnet wird. Die allgemeine Losung dieser Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung lautet:

o(t) = a - cos(wot) + b - sin(wpt) (2)
mit
wo : FEigenkreisfrequenz
a = ¢(0): anfingliche Winkelauslenkung

b-w, = ¢(0)anfiangliche Winkelgeschwindigkeit

Gekoppelte Schwingung

Zur einfachenen Betrachtung soll an dieser Stelle ausschliefslich auf die (Feder-)Kopplung
zweier mechanischer Pendel eingegangen werden. Weiter sei angenommen, die Schwin-
gungsdauern der beiden Pendel sei gleich. Fiir die Schwingungen ergeben sich folgende
Moéglichkeiten:

1. Gleichsinnige Schwingung (,,in Phase®)
Werden beide Pendel um gleiche Auslenkwinkel ¢1(0) = 2(0) ausgelenkt, so
schwingen sie parallel nebeneinander. Unter Vernachlassigung der Trégheit der Fe-
der iibt sie keine Drehmomente auf die Pendel aus, beide Pendel schwingen mit der
selben Frequenz wi = we = wy.

2. Gegensinnige Schwingung (,,gegenphasig®)
Werden beide Pendel um gleiche Auslenkwinkel 11 (0) = —12(0) in entgegengesetz-
te Richtungen ausgelenkt, so verformt sich die Kopplungsfeder und {ibt Drehmo-
mente auf die Pendel aus. Die zusétzlichen Drehmomente sind abhingig von der
Auslenkung der Pendel (,,je weiter die Pendel nach aufken schwingen, desto starker
werden sie von der Feder zuriickgezogen®). Eine derartige symmetrische Schwingung
verlduft mit der Eigenfrequenz wi = wa = wgeqy

3. Kopplungsschwingung
Ein ausgelenktes Pendel ¢1(0) # 0 ,zieht“ {iber die Feder an dem zweiten Pen-
del, das urspriinglich in Ruhe war 1¢2(0) = 0, und regt es so zur Schwingung mit
wachsender Amplitude an. Gleichzeitig verliert das erste Pendel seine Amplitude,
bis die gesamte Energie auf das zweite ibertragen wurde und das erste zur Ruhe



kommt. Dann kehrt sich der gesamte Prozess um und beginnt von Neuem - diesmal
in entgegengesetzter Richtung.

Fiir den letztgenannten, allgemeinen Fall der Kopplungsschwingung (auch Schwebungsschwingung
genannt), definieren wir
wy  Kreisfrequenz, mit der beide Pendel schwingen (die Amplitude &ndert sich laufend!).
Es gilt: wy = wg = Wgeg-
w_  Kreisfrequenz, mit der sich die Amplitude der Schwingung &dndert (Schwebung).

Ausgehend von einem symmetrischen Aufbau, d.h. gleiche Pendelldnge, gleiches Trég-
heitsmoment O, gleiche Winkelrichtgrofe D (,Riickstellmoment®, Verhéltnis von Drehmo-
ment zum Drehwinkel), und unter der Annahme einer linearen Kopplung (HOOKEsches
Gesetz mit Federkonstante D) gilt fiir das Drehmoment M des ersten Pendel

M, = —D~g01+D-(T’<p2—Tg01)-T‘+MQ (3)
= —D -1+ Dr? (g — 1) + M.

Der erste Term beschreibt das riicktreibende Drehmoment, der zweite das zusétzliche
Drehmoment aufgrund der Kopplung, My schliefslich ergibt sich aus der Vorspannung
der Feder. Entsprechend gilt fiir das zweite Pendel

My = —D-ps+ Dr?(ps— 1) — M. (4)

Wir wollen im Folgenden relative Winkelinderungen (also Anderungen gegeniiber der
Ruhelage des Pendels) betrachten, entsprechend definieren wir

Y1 o= @1 — o (5)
o 1= P2 — Qo2

Da wir einen symmetrischen Aufbau vorausgesetzt haben, gilt
©o = Po1 = —Po2, (6)

weshalb Gl. |5| auch geschrieben werden kann als

Y1 = ©1—¢o (7)
Yo = Y2+ o

In der Ruhelage existieren keine Drehmomente:

—D - o1 + Dr? (o2 — o1) + My (8)
0 = —D- o2 — Dr*(poz — po1) — Mp. (9)

Aus der Differenz - ergibt sich

My = (2Dr2 + f)) . (10)
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Somit kommt man zu

M, = —D'¢1+DT2(QO2—QD1)+M0

= —D- (Y1 + o) + Dr?(a — 1 — 2¢0) + (QDT2 + D) - 0

= —D -1+ Dr¥(¢s — 1)
und entsprechend

My = —D-thg— Dr?(hy — )

(11)

(12)

Der Zusammenhang zwischen Drehmoment und Winkelbeschleunigung ist gegeben durch

My = ©-¢i(t) =0 -9()
My = ©-¢(t) =0 -9(t)

woraus schliefslich folgt:

D Dr?

i) = —g i+ 5 (a(t) = ()
B = 2= 2 )~ (0.
Mit der Abkiirzung
= D
:

(17)

(18)

erhélt man nun ein System gekoppelter Differentialgleichungen fiir v (¢) und 1(t), deren

Losung die Pendelbewegung beschreibt:

i)+ w1 = K (o — 1)

Va(t) +wy e = —k* (2 — 1)

Aus der Summe und der Differenz der Gln. und folgt
22
de?
92
de?

Durch Substitution

(W2 + 1) +wy(2+41) = 0
(2 — 1) +wiy(tha — 1) = —2k% (2 — 1)

m:= = Y1+
n:= = 1 —1o



wird Gl. und umgeschrieben in

m+w§l-m =0 (25)
i+ (wy +2k*) 0 = 0. (26)
2

geg
Die Losung hiervon stellen harmonische Schwingungen mit den Kreisfrequenzen wg bzw.
wgegdar:
m(t) = a1 -sin(wgt) + az - cos(wgt) (27)
n(t) = a3-sin(wgegt) + as - cos(Wgegt). (28)

Die Riicktransformation ¢ (t) = ™4 und v;(t) = 25 fiihrt dann zu

nit) = [a1 - sin(wg ) + az - cos(wy t)] +2[a3 - 8N (Wgeq 1) + Ay - cO8(wWgey )] 29)
[a1 - sin(wg t) + ag - cos(wg t)] — [ag - sin(wgeg t) + as - co8(wWeeq t)]

valt) = ; (30)

bzw. mit p1(t) = ¥1(t) + @o und pa(t) = 2(t) — wo:

o) = [a1 - sin(wg t) + az - cos(wg t)] +2[a3 - sin(wgeg t) + a4 - coS(wWgeg t)] 31)
[a1 - sin(wg t) + ag - cos(wg t)] — a3 - sin(wgeg t) + a4 - cos(Wgeg t)]

pa(t) = 5 — p432)

Der allgemeine Fall der gekoppelten Schwingung ist also eine Uberlagerung von zwei
Fundamentalschwingungen mit den Kreisfrequenzen wg und wgey. wg ist die Frequenz
der ungekoppelten (bzw. gekoppelten, aber gleichsinnig schwingenden) Pendel, wgeq ist
die Frequenz der gegenphasig schwingenden Pendel.

0.2.2 Schwingungsdauern

Die Kreisfrequenzen der harmonischen Pendelbewegungen

wgl =

T =)
w
=

+ 2k
Wgeg = I

mit der Pendellinge L und der Ortskonstanten g konnen verwendet werden, um die
natiirlichen Oszillationsperioden Ty und Tgey zu bestimmen:

2 L
Ty = L —on /=2 (34)
g
Wel g
27 L
They = — 2
B T e\ g+ 2k



Mit der Abkiirzung

Weeg — Wel

W geg g
2

Weeg + Wyl

wy = geg2 g

ergibt sich die mittlere Periode Ty, einer gekoppelten Schwingung

2T T n T
2 = —
T " Ty Ty
und daher
T, = 2- Lgl Taeg
Tgeq + Tgl

Die Schwebungsdauer Tg ergibt sich entsprechend mit

27 T T
o — _
Ts Tgeq Tgl
il
s = 2 Tgl Tyeq
Ty — Tgeq

0.2.3 Kopplungsgrad

(35)

(37)

(39)

Der Kopplungsgrad K ist ein Maf fiir die Stérke der Kopplung und ist gegeben durch

2 2

K = Wgeg — Wyl
w2 4 w?
geg gl

TgQZ — TgQSg
Ty + T2,
Dr?
D+ Dr?2

(40)



0.3

Fragen und Aufgaben zur Vorbereitung

. Ist die Eigenkreisfrequenz wge, bei gegenphasiger Schwingung kleiner, gleich oder

grofer als bei gleichsinniger Schwingung wg

. Welche Bedeutung haben gekoppelte Schwingungen in der Molekiilphysik?

. Wie kann man Schwebungen zum Stimmen von Musikinstrumenten verwenden?

Warum eignet sich diese Methode insbesonders bei tiefen Frequenzen? Wie kann
man mit Schwebungen sehr hohe Frequenzen messen?

. Wie kann mittels eines sog. FRAHMschen Schlingertanks die Schlingerbewegung

eines groken Schiffs verringert werden (Schiffs-Stabilisator)?



0.4 Durchfiihrung

Bauen Sie den Versuchsaufbau geméfl der Skizze in Abb. [2| auf. Achten Sie insbesonders
auf die Nadellager der beiden Pendel: die Nadeln sind sehr spitz, daher empfindlich;
dariiber hinaus konnten Sie sich bei unsachgeméfiem Umgang an den Spitzen verletzen.
Die Kopplungsfeder wird vorerst noch nicht verwendet.

Die Winkelsensoren sind iiber den Analog-Digital-Wandler (ADC) iiber USB mit dem
Rechner verbunden. Die Daten werden direkt in der Software Coach 7 Lite eingelesen
und konnen dort verarbeitet werden.

1.

Justieren Sie bei absolutem Stillstand der Pendel den Offset der Winkelsensoren
auf 0,0V.

. Lenken Sie beide Pendel geichphasig aus und nehmen Sie einen Datensatz auf,

um daraus die Schwingungsdauern 77, = i—;r bzw. Tp = 2T zu bestimmen. Gilt

WR
Tr, = Tr im Rahmen der Messgenauigkeit?

. Verbinden Sie nun die Pendel iiber die Kopplungsfeder miteinander. Notieren Sie

sich die Position der Befestigungsstelle. Justieren Sie den Offset der Winkelsensoren
erneut auf 0,0V.

Zeichnen Sie die Schwingung auf, wenn beide Pendel in Phase sind und bestimmen
Sie daraus die Periodendauer Tg;.

. Zeichnen Sie die Schwingung auf, wenn beide Pendel gegenphasig sind und bestim-

men Sie daraus die Periodendauer Tge,.

. Lenken Sie nun ein Pendel aus der Ruhelage aus und erzeugen so gekoppelte Schwin-

gungen. Zeichen Sie die gekoppelten Schwingungen auf und bestimmen Sie daraus
die Ostzillationsperiode Ty, und die Schwebungsdauer Tg.

. Vergleichen Sie die erhaltenen Werte mit denen, die Sie fiir die natiirlichen Perioden

Ty und Tgey zuvor berechnet haben. Beriicksichtigen Sie eine kurze Fehlerbetrach-
tung.

Bestimmen Sie den Kopplungsgrad, indem Sie ein Pendel um eine bestimmte Stre-
cke aus der Ruhelage auslenken und die Auslenkung des anderen Pendels messen.
Wiederholen Sie diese Messung fiir die verschiedenen Kopplungsgrade bzw. Auf-
héngungen.

. Wiederholen Sie Aufgabe [] bis [§ fiir einen andern Kopplungsgrad, indem Sie die

Feder an einem anderen Punkt der Pedelstange befestigen.
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