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1. Einleitung

Etwa 100 Jahre nach der ersten Veroffentlichung zum klassischen Hall-Effekt durch E. H.
Hall hat Klaus von Klitzing am 5. Februar 1980 den Quanten-Hall-Effekt entdeckt. Da-
durch wurde die physikalische Forschung der letzten 20 Jahre so mafigebend beeinflusst,
dass der Quanten-Hall-Effekt bis zum heutigen Tag nichts an Aktualitéit verloren hat. Im
Hochfeldmagnetlabor in Grenoble gelangen von Klitzing prézise Messungen des quanti-
sierten Hallwiderstandes Ry, der nur von den Fundamentalkonstanten h (Plancksches
Wirkungsquantum) und e (Elementarladung) abhéngt. Fiir diese besondere Leistung
wurde Klaus von Klitzing 1985 mit dem Nobelpreis fiir Physik ausgezeichnet.

Experimentelle Voraussetzung fiir diese Entdeckung sind hohe magnetische Felder und
tiefe Temperaturen, die Originalmessung z. B. wurde bei 18 T und 1,5 K durchgefiihrt.
Auflerdem tritt die Quantisierung nur an bestimmten Halbleiterbauelementen auf, durch
die zweidimensionale Elektronengase realisiert sind. Dies sind z. B. die im vorliegenden
Versuch verwendeten Halbleiterheterostrukturen, von Klitzing allerdings fiihrte seine
Messungen an MOSFETs (Metal Oxide Semiconductor Field Effect Transistor) durch.

Im klassischen Bild werden die Elektronen eines zweidimensionalen Elektronengases
durch Anlegen eines starken Magnetfelds senkrecht zur Ebene der freien Beweglichkeit
auf Kreisbahnen gezwungen, deren Zyklotronradien mit zunehmendem Magnetfeld klei-
ner werden.

Da das klassische Bild den Quanten-Hall-Effekt nur unzureichend erklart, muss das
Problem, wie schon der Name verrét, quantenmechanisch betrachtet werden. Die Quan-
tisierung der Energiezustdnde dufert sich experimentell durch die Shubnikov-de Haas-
Ostzillationen des Langswiderstandes und durch die Plateaus in der Hallgeraden. Un-
abhéngig von der Geometrie der Probe treten diese gerade bei den Werten

Ry = L % = £ 258128 Q, (v =1,2,3,4,...)
v e v

auf.

Fiir die Metrologie ist der Quanten-Hall-Effekt von grofler Bedeutung. Auf Empfeh-
lung des Internationalen Komitees fiir Ma§ und Gewichte (CIPM) wird der quantisierte
Hallwiderstand Ry seit 1.1.1990 als Widerstandsnormal verwendet [25]. Da er sich nur
aus Fundamentalkonstanten zusammensetzt und auch die Geometrie der Probe keinen
Einfluss auf die Widerstandswerte der Hallplateaus hat, sind diese jederzeit exakt repro-
duzierbar. Durch hochentwickelte Messmethoden kann der quantisierte Hallwiderstand
heute mit einer relativen Unsicherheit von 10'° bestimmt werden [27], was die Genauig-
keit der zuvor verwendeten Widerstandsnormale weit iibersteigt. Zudem hat man somit
eine Moglichkeit gefunden, eine weitere physikalische Einheit auf elementare Naturkon-
stanten zuriickzufiihren.

Neben der Metrologie ist der Quanten-Hall-Effekt auch in der Mikroelektronik von
grundlegender Bedeutung. Die durch seine Entdeckung motivierte, intensive Forschung
auf diesem Gebiet fiihrt zu einem immer besseren Verstédndnis niedrigdimensionaler Sys-
teme. Auch in der Mikroelektronik konnen die erforschten Eigenschaften Verwendung
finden, und zwar dann, wenn die Abmessungen elektronischer Bauelemente so klein



werden, dass Quanteneffekte nicht mehr zu vernachléssigen sind. Der Ein-Elektron-
Transistor (Single Electron Transistor) ist ein eindrucksvolles Beispiel fiir den Ubergang
der Mikro- zur Nanoelektronik.

Der Einblick in aktuelle Forschungsthemen und die Vermittlung moderner physikali-
scher Messmethoden sind wesentliche Lernziele des vorliegenden Praktikumsversuches.
Auf die theoretischen Grundlagen, die Sie sich anhand dieses Versuchs erarbeiten, kann
beim wissenschaftlichen Arbeiten in der Festkorper- und Halbleiterphysik nicht verzich-
tet werden. Zudem ist der Umgang mit tiefen Temperaturen, hohen Magnetfeldern und
das Wissen um die Prinzipien der Probenpréparation nicht nur fiir spétere Diplom- oder
Doktorarbeiten, sondern auch fiir das spéatere Berufsleben, insbesondere in der Halblei-
terindustrie, von Bedeutung.

2. Grundlagen zum Quanten-Hall-Effekt

Anhand des folgenden Kapitels sollen Sie sich die, fiir den Versuch wichtigen, theoreti-
schen Grundlagen soweit erarbeiten, dass Sie die Entstehung des Quanten-Hall- Effekts
und der Shubnikov-de Haas-Oszillationen erkliren kénnen.

Als Einstieg empfiehlt sich der beigefiigte Artikel von Klaus von Klitzing, der im
Spektrum der Wissenschaft vom Mérz 1986 erschienen ist. An dieser Stelle sei auch auf
weitere Literatur verwiesen, die zur Vorbereitung niitzlich ist:

[3] - [6]: Allgemeine Lehrbiicher zur Festkorper- bzw. Halbleiterphysik, mit deren Hilfe
man sich einen Uberblick verschaffen kann.

[1], [2]: Ausfiihrliche Behandlung der Thematik.

Die quantenmechanischen Berechnungen im folgenden Kapitel sind vor allem [1] ent-
nomimen.

Die Ergebnisse Threr Vorbereitung sollen Sie, in eigenen Worten, in Threm Praktikums-
protokoll formulieren. Besonderer Wert soll dabei auf die folgenden Zusammenhénge
gelegt werden:

e Was versteht man unter einem zweidimensionalen Elektronengas? Wie kommt es
zustande und welche besonderen Eigenschaften besitzt es, die fiir den Versuch von
Bedeutung sind?

e Was besagt das Drude-Modell und welche Aussagen lassen sich daraus fiir den
klassischen Hall-Effekt ableiten?

Fiihren Sie insbesondere die, im Abschnitt 2.2.1 angedeutete, Auswertung der klas-
sischen Bewegungsgleichung durch.

e Beschreiben Sie das Phdnomen des Quanten-Hall-Effekts und der Shubnikov-de
Haas-Oszillationen.

e Was versteht man unter Landauaufspaltung?



e Was besagt das Randkanalmodell?

e Wenden Sie den Landauer-Biittiker-Formalismus auf eine Vierpunktmessung der
Léngsspannung an (vgl. Abbildung 10), erlautern Sie die Auswirkungen des Er-
gebnisses und verdeutlichen Sie sich den Unterschied zur Zweipunktmessung.

e Leiten Sie den Zusammenhang (48) her, der fiir die Berechnung der Ladungs-
tragerdichte aus den Shubnikov-de Haas-Oszillationen nétig ist. Gehen Sie dabei
von Gleichung (47) aus und machen Sie sich den Einfluss der Spinaufspaltung klar.

e Wie entstehen lokalisierte Zustdnde und wofiir sind sie nétig?

e Wie werden Messungen zum Quanten-Hall-Effekt durchgefiihrt?

Welche mathematischen Zusammenhénge sind fiir die Auswertung des Versuchs
notwendig?

2.1. Das zweidimensionale Elektronengas

Grundlage der folgenden Quanten-Hall-Effekt-Untersuchungen sind zweidimensionale
Elektronengase (2DEG), die entstehen, wenn man freie Elektronen z. B. in z-Richtung
in einen geeigneten, schmalen Potentialtopf sperrt. In der x-y-Ebene kénnen sich die
Elektronen dann weiterhin frei bewegen, wihrend ihre Bewegung senkrecht dazu durch
den Verlauf des Potentials bestimmt wird. Aus der Quantenmechanik ist bekannt, dass
eine derartige Einschréankung der Elektronen eine Quantisierung der Energiewerte in z-
Richtung bewirkt. Ist nur das unterste Energieniveau besetzt, so erfolgt die Bewegung der
Elektronen nur in der x-y-Ebene, was die Bezeichnung zweidimensionales Elektronengas
rechtfertigt. Im Folgenden wird ein Uberblick iiber die Herstellung und die Eigenschaf-
ten solcher zweidimensionaler Systeme gegeben. Dabei wird dhnlich wie in [1] und [19]
vorgegangen.

2.1.1. Herstellung

Zweidimensionale Elektronengase findet man z. B. in MOSFETSs, an denen die ersten
Messungen zum Quanten-Hall-Effekt durchgefithrt wurden (vgl. 2.3.5), oder auch in
Halbleiterheterostrukturen, die in diesem Praktikum verwendet werden. Fiir die Her-
stellung solcher Heterostrukturen werden verschiedene Halbleiterschichten mit Hilfe der
Molekularstrahlepitaxie aufgewachsen. Dieses Verfahren ist so weit entwickelt, dass ein
atomlagengenaues Wachstum moglich ist. Voraussetzung fiir ein defektfreies Aufwach-
sen ist allerdings, dass sich die Gitterkonstanten angrenzender Schichten nur geringfiigig
unterscheiden.

Geeignete Materialien sind z.B. Galliumarsenid (GaAs) und Aluminium-Gallium- Ar-
senid (AlGaAs), die zugehorige Schichtfolge ist in Abbildung 1 dargestellt.

Am Schichtiibergang AlGaAs/GaAs fliefen Elektronen vom Silizium-dotierten Al-
GaAs mit der hoheren Bandliicke zum GaAs, dessen Leitungsband energetisch giinstiger
liegt. Dieser Ladungstriagertransfer gleicht die Fermienergien der beiden Schichten an



und sorgt fiir eine Verzerrung der Valenz- und Leitungsbédnder. Der so entstandene Po-
tentialtopf sperrt die Elektronen in der Grenzschicht zwischen AlGaAs und GaAs ein

[1].

GaAs Deckschicht
AlGaAs:Si Dotierschicht
AlGaAs Spacer
GaAs\
2DEG
z z

L, L.

Abbildung 1: links: Schichtaufbau einer typischen Heterostruktur: Eine Deckschicht
dient als Oxidationsschutz, und die Spacerschicht sorgt fiir die rdaumliche
Trennung von Dotierschicht und 2DEG.
rechts: Bandverlauf in der Heterostruktur: An der Grenzfliche zwischen
GaAs und AlGaAs entsteht ein Potentialtopf, in den die Elektronen ein-
gesperrt sind.

Einen grofien Einfluss auf die Materialeigenschaften hat die Spacer-Schicht (undotier-
tes AlGaAs). Durch sie sind die Donatoren von den Elektronen des 2DEGs raumlich
getrennt, so dass diese weniger durch das Coulombpotential geladener Donatoren be-
einflusst werden. Dadurch steigt die Beweglichkeit bzw. die mittlere freie Weglénge der
Elektronen.

Zudem wird die Streuung der Elektronen an Phononen durch die Verwendung tiefer
Temperaturen minimiert. Daraus resultieren extrem hohe Beweglichkeiten (im Bereich
von 100 m?(Vs)™!, zum Vergleich metallische Leiter: etwa 0,005 m?(Vs)™!) bzw. sehr
grofle mittlere freie Weglédngen bis in den pm-Bereich.

2.2. Quantenmechanische Betrachtung

Die Elektronen an der Grenzschicht betrachtet man quantenmechanisch als eingeschlos-
sene Teilchen im Potentialtopf. Die Beschrankung durch das Potential fiithrt zu einer
Energiequantisierung in z-Richtung mit diskreten Energiewerten Es (s = 0,1, ...). Die
Gesamtenergie eines Elektrons setzt sich aus dem vom Wellenvektor k unabhéngigen
Anteil Es und einem kontinuierlichen Anteil in x-y-Richtung zusammen. Dieser wichst
quadratisch mit dem Wellenvektor und spiegelt somit die uneingeschréinkte Bewegung
in der x-y-Ebene wider [1].



h2k§<+'h2k§
2m*  2m*’
In dieser Dispersionsrelation ist m* die effektive Masse, die dem Einfluss des periodi-
schen Gitterpotentials Rechnung tragt.
Die Energien der Elektronen im Potentialtopf liegen somit auf Subbiandern mit den

Subbandenergiewerten E; (siche Abbildung 2).

E(s, ky, k) = E, + (s=0,1,2,3,...) (1)

E, E E

z k D(E)

Abbildung 2: Darstellung der Energieniveaus (mit Wellenfunktionen) im annihernd
dreieckigen Potentialtopf, der Subbénder im k-Raum und der in den ein-
zelnen Subbéndern konstanten Zustandsdichte. Bei tiefen Temperaturen
ist nur das unterste Subband besetzt, so dass man von einem zweidimen-
sionalen Elektronengas sprechen kann.

Die Abstédnde dieser diskreten Energieniveaus sind bei tiefen Temperaturen grofer
als die zur Verfiigung stehende thermische Anregungsenergie. Bei den hier verwendeten
Materialien ist deshalb, auf Grund der niedrigen Ladungstriagerdichte, nur das unterste
Subband Fy = 0 besetzt. Somit liegt ein echt zweidimensionales Elektronengas vor. Im
Folgenden wird deshalb der Energienullpunkt auf Fj verschoben, so dass bei 7" = 0
alle Zustédnde mit Gesamtenergie E(0, k,,k,) besetzt sind, fiir die E(0, k,, k) kleiner
als die Fermienergie Er ist. Fiir zweidimensionale Systeme nimmt die Zustandsdichte
eine besonders einfache Form an [19], sie ist innerhalb jedes Subbands konstant (vgl.
Abbildung 2):

*

D(E) = (2)

- Th?
Fiir die Ladungstragerdichte ng und den Fermiwellenvektor kp ergibt sich aufgrund
der konstanten Zustandsdichte folgende Beziehung:

kp = \/27n,. (3)

Daraus erhélt man fiir die Fermienergie Er und die Fermigeschwindigkeit vp

hkr  hy2mn,
Vp = - (4)
m* m*

k%L R’mng

2m* m*

Ep



2.3. Der klassische Hall-Effekt

FlieBt Strom durch einen Leiter, so werden bei Anlegen eines Magnetfelds senkrecht zur
Stromrichtung Elektronen durch die Lorentzkraft abgelenkt. Durch Messung der ent-
stehenden Hallspannung Uy und der Léngsspannung U,, kann das Material beziiglich
seiner elektronischen Eigenschaften, Ladungstragerdichte ny und Beweglichkeit u, cha-
rakterisiert werden. Der klassische Hall-Effekt ist auch an zweidimensionalen Systemen
beobachtbar, auf die sich die folgende Ausfithrung beschrankt[']

2.3.1. Theorie

Fiir schwache Magnetfelder, bei denen Quanteneffekte noch keine Rolle spielen, liefert
das Drude-Modell ([10] und [11]) treffende Aussagen iiber den Transport im 2DEG.
Die Leitungselektronen werden als Teilchen betrachtet, die im Mittel nach einer vom
Magnetfeld unabhéngigen Zeit 7 gestreut werden, und sich wéhrend dieser Zeit wech-
selwirkungsfrei bewegen. Bei Anlegen eines kleinen elektrischen Feldes erhélt man einen
zusétzlichen Geschwindigkeitsbeitrag, die sogenannte Driftgeschwindigkeit v, die Auf-
schluss iiber die Netto-Bewegung der Ladungstréiger gibt. Den Zusammenhang der Drift-
geschwindigkeit vp mit dem angelegten elektrischen Feld E stellt Gleichung (6) dar

p = —FE = uE, (6)
wobei
er
= 7
a m* ™)

die Beweglichkeit der Elektronen beschreibt. Da die driftenden Elektronen Ladung
transportieren, gilt fiir die gesamte Stromdichte:
;’: oE = ensuﬁ = en,Up (8)

Der Nettostrom allerdings wird, wie gezeigt werden kann [1], nur von Elektronen nahe
der Fermikante (mit Energie £ ~ Er und Geschwindigkeit v ~ vr) getragen. Deshalb
gilt fiir die mittlere freie Weglénge 1, die die Strecke zwischen zwei Stéfen angibt:

/2, )

Befindet sich das 2DEG im Magnetfeld, so baut sich senkrecht zum angelegten Feld
Ex ein elektrisches Feld £, auf, bis die Lorentzkraft kompensiert ist. Da die Leitfahigkeit

dann durch einen Tensor beschrieben wird, muss die Beziehung j': oE durch
jx — Ozz Oxy Ex) 10
<jy) <ny Uyy) <Ey (10)

!Diese ist im Wesentlichen der unter [20] und [19] aufgefiihrten Literatur entnommen.

l=Tvp =T




ersetzt werden. Die Diagonalterme o,, und o, des Leitfahigkeitstensors o beschreiben
die Leitfahigkeit in Richtung des angelegten Feldes und o, und o, die Hall-Leitfahigkeit
senkrecht dazu. In isotropen Systemen, wie sie hier verwendet werden, gilt:

Oz = Oyy UNd 0y = —0yy.

Fiir die Messung ist der Widerstandstensor p relevant, der aus dem Leitfdhigkeitstensor
durch Inversion berechnet werden kann.

1 _
p=ol= ( Tyy Owy> (11)

O2a0yy — OgyOyz \ " Oyz Ouzz

Um die Komponenten des Widerstandstensors p bei angelegtem Magnetfeld B =
(0,0, B)) zu bestimmen, wertet man die klassische Bewegungsgleichung im stationéren

Fall

™ Gp=e [E + (T % é)} (12)

\]

aus, wobei Up = (v, vy, 0) ist.
Unter Zuhilfenahme der Beziehungen (7) und (8) ergibt sich

E~T nle _nBe .~T
)-(F )0
nse nsep

und durch Vergleich mit E= crf

1

P Pyy nseit (14)
B

Pyz = —Paxy = n_se (15)

Dieses Modell besagt also, dass p,, konstant ist, wihrend p,, linear mit dem Magnet-
feld ansteigt. Im p,,-B-Diagramm erhilt man die sogenannte Hallgerade.

2.3.2. Das Experiment

Obige Ergebnisse lassen sich bei kleinen Magnetfeldern experimentell bestétigen (vgl.
Abbildung 4 fiir kleine Magnetfelder).

Durchgefiihrt werden solche Messungen an 2DEGs, die mit einer Hallgeometrie (Ab-
bildung 3) strukturiert sind. Der Strom [ wird in x-Richtung durch die Probe geschickt
(1—+4) und das Magnetfeld B wirkt senkrecht dazu in z-Richtung. Dabei werden die
Langsspannung U,, (z. B. 2—3) und die Quer- bzw. Hallspannung Uy (z. B. 3—5)
abgegriffen.



Abbildung 3: Hallbar mit zwei Messfeldern. Als Messfeld bezeichnet man die in der
Abbildung schraffierte Fliche zwischen vier paarweise gegeniiberliegenden
Potentialsonden.

Die Komponenten des Widerstandstensors berechnen sich in zweidimensionalen Sys-
temen unter Beriicksichtigung der Probengeometrie wie folgt [1]:

UueW W
U
Pyz = TH = Ry, (17)

wobei W die Breite der Srompfads und L der Abstand zwischen zwei nebeneinander
liegenden Potentialsonden ist.

Bezeichnend fiir zweidimensionale Systeme ist dabei, dass die Komponenten des Wi-
derstandstensors gerade die Einheit Ohm besitzen, weswegen p,, mit dem Hallwider-
stand Ry iibereinstimmt. Die Komponente p,, hingegen ist bei zweidimensionalen Syste-
men identisch mit dem Schichtwiderstand Ry = Rm%, der als Widerstand einer Leiter-
schicht mit Breite W und Lénge L definiert ist. Die experimentelle Bestimmung der
MaterialgroBen ng und p erfolgt durch Vergleich der Gleichungen (15) und (17) bzw.
(14) und (16).

11 11
p= o = o 18
S e =T (18)
1 1 I L 1

= = (19)

Ns€Prz NseUpa W ngeRo

Dabei ist % die Steigung der Hallgerade. Da p,, unabhéngig vom Magnetfeld ist,
liest man diese Grofle am einfachsten als Nullfeldwiderstand bei B = 0 ab.

10



2.4. Der Quanten-Hall-Effekt und die Shubnikov-de
Haas-Oszillationen

Bringt man ein System mit einem 2DEG bei geniigend tiefer Temperatur (einige Kelvin)
in ein starkes, dazu senkrechtes Magnetfeld und misst den Hall- und den Langswiderstand
in Abhéngigkeit vom B-Feld, so treten bei hohen Feldern vom klassischen Bild abwei-
chende Effekte auf.

300
4000

3000

N

o

o
T

2000

(03] pue)sopIm[RH

Langswiderstand [€]

1000

Magnetfeld [T]

Abbildung 4: Eine typische Messung zum Hall-Effekt: Die Widerstdnde konnen bei
kleinen Magnetfeldern mit dem klassischen Drude-Modell beschrieben
werden, wihrend bei hoheren Feldern Quanteneffekte einsetzen. Im
Liangswiderstand beobachtet man die Shubnikov-de Haas-Oszillationen
und im Hallwiderstand die Ausbildung von Plateaus, den sogenannten
Quanten-Hall-Effekt. Da die Spinaufspaltung nicht aufgelost wird, sind
nur geradzahlige Fiillfaktoren beobachtbar.

Bei schwachem Magnetfeld erhélt man die erwartete Hall-Gerade, wihrend sich bei
hoherem Feld waagrechte Plateaus ausbilden (vgl. Abbildung 4), die unabhéngig von
der Geometrie der Probe bei den Widerstandswerten

1h 1
Ry = PRl 25812,8Q, (v =1,2,3,...) (20)
auftreten [12]. Dieses Phdnomen wird als Quanten-Hall-Effekt (QHE) bezeichnet. Au-
Berdem setzen bei hoheren Feldern im Léngswiderstand Oszillationen ein, wéhrend die-
ser bei kleinen Feldern konstant ist. Die Minima der sogenannten Shubnikov-de Haas-
Oszillationen (SdH-Oszillationen), in denen der Liéngswiderstand verschwindet, liegen
genau bei den Magnetfeldwerten, bei denen sich auch die Plateaus in der Hall-Gerade

befinden.

11



Der Quanten-Hall-Effekt und die Shubnikov-de Haas-Oszillationen sollen im Folgen-
den erklirt werden. Eine ausfiihrliche Behandlung findet man beispielsweise in [1] und
2], wihrend [3]-[6] einen Uberblick iiber die Thematik geben.

2.4.1. Das 2DEG im Magnetfeld

Das Energiespektrum der Elektronen eines zweidimensionalen Elektronengases wird in
einem dufleren Magnetfeld senkrecht zur x-y-Ebene vollstindig diskretisiert.

Dies ergibt sich aus der folgenden quantenmechanischen Betrachtung eines in der x-y-
Ebene freien Elektrons, bei der wie in [1] vorgegangen wird. Das B-Feld ist durch ein Vek-
torpotential Aim Hamiltonoperator beriicksichtigt, so dass die zu l6sende Schrédingergleichung
folgende Form besitzt:

2m*

((mv +eA(z,y))? N U@) U(z,y) = EV(z,y), (21)

wobei das sogenannte Randpotential U(y) die Einschrankung der Elektronenbewegung
auf die Breite der Hallbar ausdriickt und der Energienullpunkt auf die Energie Fy des
untersten Subbands gelegt wurde.

Wihlt man das Vektorpotential A = ( —B,,0,0), so zeigt B = rot A in z-Richtung und
die Schrédingergleichung nimmt, bei Vernachlissigung des Randpotentials (U(y) = 0),
eine einfachere Gestalt an

o ((po + eBy)? +p2)¥(z,y) = E¥(z,y), (22)

wobei p, = —iha% und p, = —iha% ist.
Zur Losung wird der Separationsansatz

() = p(a)x(y) = % exp(ikz)x(y) (23)

verwendet, wobei ¢(y) eine ebene Welle in x-Richtung beschreibt, der Faktor \/LZ der
Normierung dient und die Funktion y(y) der Gleichung

2—;* [(hk + eBy)* + pi] x(y) = Ex(y), (24)

geniigt. Diese lasst sich in die Gleichung

2

e T %m*Wf (v +ue)*| x(v) = Ex(v) (25)

iiberfithren, die der Schrodingergleichung eines eindimensionalen, harmonischen Oszil-

lators mit Frequenz w. = <2 entspricht, der auf der y-Achse um die Zentrumskoordinate
Yk = % vom Nullpunkt verschoben ist.

Die zugehorigen Eigenfunktionen haben die Form

12



(q+—qk)2] H,(q+ qr) (26)

e

m*we m*we

wobel ¢ = /™22y, qx = /"5y, und H,, das n-te Hermitesche Polynom ist.

Die fiir die weitere Betrachtung wichtigen Eigenwerte sind unabhéngig von k und
konnen nur diskrete Werte annehmen.

2

Dies sind die Energiewerte der sogenannten Landauniveaus, in die sich das unterste
Energiesubband unter dem Einfluss eines d&ufleren Magnetfeldes aufspaltet. Die kontinu-
ierliche Energieparabel Ey(k) des untersten Subbands ist also in diskrete Energiewerte
quantisiert (siehe Abbildung 5).

E, = (n—i—l) hwe, (n=0,1,2,...). (27)

E
\ i
RN
i i
S SO PR S
A ' i

&

IME)

(b) Mit Magnetfeld in z-Richtung senkrecht zur x-y-Ebene

Abbildung 5: (nach [3] und [4])

(a) Ohne Magnetfeld liegen die Zustéinde des untersten Subbands Es = 0
gleichverteilt im k-Raum innerhalb des Fermikreises, die Zustandsdichte
ist konstant.

(b) Bei Anlegen des Magnetfelds gehen die kontinuierlichen Zustande des
Subbands Es = 0 in diskrete Zustdnde bei den Energiewerten der Land-
auniveaus F,, iiber. Im k-Raum kondensieren die Zustande auf Kreislinien
und die Zustandsdichte spaltet in die diskreten Landauniveaus auf. Der
Entartungsgrad der Niveaus entspricht der Anzahl der Elektronenzustédnde
auf den Kreislinien.
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Betrachtet man die Situation im E—Raum, so sind die besetzten Zustdnde ohne dufleres
Feld gleichmé&fig innerhalb eines Kreises mit Radius kr verteilt. Bei Anlegen eines Ma-
gnetfelds werden die Zustdnde auf konzentrische Kreise zusammengezogen (vgl. Abbil-
dung 5).

Dadurch spaltet auch die konstante Zustandsdichte bei Anlegen des B-Felds in eine
Reihe dquidistanter 0-Peaks auf, die bei den Energiewerten der Landauniveaus auftreten
und einen energetischen Abstand von Aw. haben. Die einzelnen Niveaus sind entartet,
wobei der Entartungsgrad die Anzahl der Elektronenzustéinde pro Landauniveau angibt.

Das quantenmechanische Ergebnis ist plausibel, wenn man die Situation klassisch be-
trachtet. Beim Anlegen eines dufleren magnetischen Feldes werden die Elektronen auf
Kreisbahnen mit der Zyklotronfrequenz

eB
we =" (28)
gezwungen, welche wiederum Uberlagerungen von zueinander senkrechten harmoni-
schen Schwingungen mit der Frequenz w, sind.

Auch die Zentrumskoordinate y; ermoglicht die Veranschaulichung des quantenmecha-
nischen Ergebnisses: Die entarteten Zustidnde eines Landauniveaus werden durch Wel-
lenfunktionen dargestellt, die von k£ abhéngen und somit um unterschiedliche Zentrums-
koordinaten y;, zentriert sind. Die verschiedenen Elektronenzustéinde représentieren also

unterschiedliche Bereiche der Probe [22].

Der Entartungsgrad eines Landauniveaus ergibt sich somit aus der Zahl der Zentrums-
koordinaten y;, die auf der Probe der Lénge L und Breite W ,Platz* finden [21]. Nimmt
man periodische Randbedingungen an

2
k= nxfw, (n, ganze Zahl),

so ergibt sich fiir den Abstand Ay, der Zentrumskoordinaten

h
Ay, = —Ak
Yk eB )
und die Anzahl berechnet sich wie folgt:
|44 WeBL eB
— — L _—
Ay, 2rh W h

Der Entartungsgrad Ny normiert auf die Einheitsfliche betragt somit

eB
o

In diesem Zusammenhang ist auch der Fiillfaktor v eines zweidimensionalen Elektro-
nengases von Bedeutung. Dieser ist als die Anzahl der mit Elektronen gefiillten Land-
auniveaus definiert [26]

Ny = (20)
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v = (30)

wobei unter Beriicksichtigung des Spins alle Spinniveaus als separate Landauniveaus
geziahlt werden. Bei kleinen Magnetfeldern (j 6T) und Temperaturen von etwa 4,2 K,
wie sie in diesem Praktikumsversuch der Fall sind, ist die Spinaufspaltung gugB (g ist
der Landéfaktor, up das Bohrsche Magneton) klein gegen den Abstand fw,. der Land-
auniveaus, das heifit die einzelnen Spinniveaus kénnen nicht aufgelost werden. Jeder
Elektronenzustand eines Landauniveaus ist demnach unter Beriicksichtigung der Spi-
nentartung mit zwei Elektronen (spin-up, spin-down) besetzt, so dass die Anzahl der
Elektronen pro Landauniveau 2N, (vgl. Formel (29)) entspricht. In diesem Fall ergibt
sich folgender Zusammenhang zwischen dem Fiillfaktor » und der Anzahl i der besetzten
Landauniveaus:

v =2i. (31)

In der folgenden theoretischen Behandlung wird die Spinentartung der Landauniveaus
stets vorausgesetzt.

2.4.2. Das Randkanalmodell

Elektrische Leitung ist generell nur moglich, wenn sich freie Elektron enzustdnde an
der Fermikante befinden. Deshalb wiirde man vermuten, dass der Widerstand dann
am kleinsten ist, wenn die Fermienergie mit einem Landauniveau zusammenfillt. In
Wirklichkeit ist aber genau das Gegenteil der Fall. Der Widerstand ist minimal, wenn
die Fermienergie zwischen zwei Landauniveaus liegt. Wie aber kann eine Probe Strom
transportieren, wenn es zwischen den Landauniveaus gar keine Zustédnde gibt?

Die Antwort ist, dass sich solche Zusténde, die am Rand der Probe anzusiedeln sind,
aufgrund der endlichen Abmessungen der Probe ausbilden. Dies ergibt sich, wenn man
den Einfluss des bisher vernachléssigten Randpotentials beriicksichtigt. Bei der folgenden
quantenmechanischen Behandlung wird wie in [1] vorgegangen. Im Fall eines rechteckigen
Leiters beschreibt das in Abbildung 6 dargestellte Potential U(y) die Situation. Da die
Schrodingergleichung (21) analytisch nur fiir ein parabelférmiges Randpotential gelost
werden kann, niitzt man hier die Storungsrechnung 1. Ordnung, sowie die Losung der
Schrodingergleichung fiir den Fall U(y) = 0. Fiir die Dispersionsrelation ergibt sich
naherungsweise folgende Beziehung:

E(n, k) ~ (n + %) hwe + (n, k|U(y)|n, k). (32)

Jeder Zustand |n, k) wird durch eine Wellenfunktion dargestellt, die um die von k
abhéngige Koordinate y; zentriert ist und eine rdumliche Ausdehnung proportional zu
hz(m*w,)? besitzt. Nimmt man an, dass das Potential U(y) entlang der Ausdehnung
jedes Zustands nahezu konstant ist, so ergibt sich
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1 hk
E(n, k) ~ (n + 5) fuw, + U(yx) mit yp = B (33)

In Abbildung 6 ist die Dispersionsrelation E(n, k) gegen k bzw. y; aufgetragen.

U(y) E(n,yr)
I |
I |
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Abbildung 6: Berticksichtigt man das Randpotential U (y), so spiegelt sich dieses auch in
der Energiedispersion wider. Die Landauniveaus werden an den Réndern
der Probe nach oben gebogen, so dass dort Zustédnde an der Fermikante
entstehen. Diese werden als Randkanéle bezeichnet und sind in der Proben-
geometrie als Pfeile angedeutet. Die Anzahl ¢ der Landauniveaus unterhalb
der Fermikante entspricht der Anzahl der Randkanile.

Man erkennt, dass die Landauniveaus nicht mehr konstant sind, sondern sich unter
dem Einfluss des Randpotentials zum Rand hin aufbiegen. Das heifit am Rand exis-
tieren Zustdnde mit kontinuierlichen Energien, die die Fermienergie schneiden und als
Randzustédnde bezeichnet werden.

Aus der Berechnung der Gruppengeschwindigkeit der Elektronen [1]

oy~ LOE(LE) 100G 10U _ 1 aU)
ORI 5T0k T h 0k Ry 0k eB dy

ergibt sich, dass im Innern der Probe kein elektrischer Transport erfolgt, denn dort
ist a(g_;y) = 0 und somit auch v(n, k) = 0. Am Rand allerdings ist v(n, k) # 0, wobei die
Randzusténde an gegeniiberliegenden Seiten der Probe den Strom in entgegengesetzte

Richtungen transportieren, da das Vorzeichen von 8%—5’) wechselt.

(34)

Im klassischen Analogon spricht man von den sogenannten ,skipping orbits“ (vgl.
Abbildung 7). Im Innern der Probe kénnen die Ladungstriager ungestorte Zyklotronbah-
nen durchlaufen, weswegen sie nicht zum Ladungstransport beitragen. Die zugehorigen
Energiezustinde sind die ungestorten Landauniveaus. Am Rand der Probe stoflen die
Ladungstréager allerdings auf die Probenbegrenzung und werden elastisch reflektiert, die
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Zyklotronbahnen sind nicht mehr geschlossen. Stattdessen , hiipfen* die Ladungstriager
am Probenrand entlang, auf Grund der Lorentzkraft an gegeniiberliegenden Réndern in
entgegengesetzte Richtungen.

SO RS

Abbildung 7: Skipping orbits
Klassisch bewegen sich Elektronen im Magnetfeld auf Kreisbahnen. Am
Probenrand werden sie reflektiert und tragen somit zum Stromtransport
bei.

Die rdaumliche Trennung der Zusténde, welche Ladungstrager in verschiedene Rich-
tungen transportieren, hat zur Folge, dass Riickstreuung vollig unterdriickt wird. Dazu
miisste ein Elektron von einem Randkanal zu einem auf der gegeniiberliegenden Seite
der Probe gestreut werden, was aber nahezu unméglich ist, wenn sich die Fermienergie
zwischen zwei Landauniveaus befindet. Denn dann gibt es im Innern der Probe keine
erlaubten Zusténde, iiber die Streuung erfolgen kann.

Der Uberlapp zweier Wellenfunktionen mit entgegengesetzter Gruppengeschwindig-
keit, also zweier Zustédnde an gegeniiberliegenden Réndern der Probe, ist zudem wegen
der geringen rdumlichen Ausdehnung der Wellenfunktionen extrem klein. Die Streu-
wahrscheinlichkeit zwischen den Leitungskanélen einer idealisierten Probe geht demnach
gegen Null.

Das bedeutet, dass ein Elektron, das an einem Ende der Probe in einen Randkanal
eintritt, keine andere Wahl hat, als sich bis zum néchsten Kontakt am Rand der Pro-
be entlang zu bewegen. Selbst nach Streuung an Storstellen wird es sofort wieder in
Vorwiértsrichtung gezwungen.

2.4.3. Der Landauer-Biittiker-Formalismus

Das Randkanalbild kann durch den Landauer-Biittiker-Formalismus beschrieben werden,
der insbesondere fiir die Erklédrung der elektronischen Eigenschaften sehr kleiner Systeme
von Bedeutung ist, und im Folgenden &hnlich wie in [26] eingefiihrt wird.
Ausgangspunkt ist ein System mit endlicher Ausdehnung, das eine bestimmte Anzahl
j von Kontakten besitzt, die auf verschiedenen chemischen Potentialen py, (k= 1,2, ..., j)
liegen. Es wird angenommen, dass der Strom lediglich von « Randkané&len getragen wird,
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die auf Grund der endlichen Abmessungen des Systems entstehen, wenn die Fermienergie
zwischen dem (i — 1)-ten und dem i-ten Landauniveau liegt.

Der Transport im System wird dann durch Transmissions- und Reflexionswahrschein-
lichkeiten Ty; bzw. Ry beschrieben. Hierbei ist die Anordnung der Indizes so gewéhlt,
dass Ty, die Wahrscheinlichkeit fiir den Streuprozess ist, bei dem ein Elektron aus dem
Kontakt [ in den Kontakt k gestreut wird, und Ry, die Reflexion vom Kontakt k zuriick
in diesen angibt.

Der Einfachheit halber wird zunéchst ein System mit nur zwei Kontakten der chemischen
Potentiale p; bzw. uy betrachtet, bei dem der Stromtransport in nur einem Randkanal

(1 = 1) erfolgt (vgl. Abbildung 8).

Kontakt 2 Kontakt 1

G %G

Ull
|

Abbildung 8: Eine Probe mit zwei Kontakten an die die Spannung U, angelegt ist.
Der Strom wird ausschliellich von Randkanilen getragen, die nach dem
Landauer- Biittiker-Formalismus jeweils die Leitfahigkeit G = 2% besit-
zen.

Fiir die Spannung Uy, zwischen zwei Kontakten gilt allgemein

U,d:“k;’”, (35)

in diesem speziellen Fall also Uy = -2,

Fiir die Transmissions- bzw. Reflexionswahrscheinlichkeiten gilt

T12 = T21 =1 und R11 = R22 = 0, (36)

und die spinentartete Zustandsdichte eines Randkanals ist die eines eindimensionalen
Systems

1
mho(E)
wobei v(F) die Gruppengeschwindigkeit der Elektronen ist. Der Nettostrom [; am

Kontakt 1 berechnet sich aus der Differenz von auslaufendem und in den Kontakt
zuriicklaufenden Strom. Letzterer setzt sich zusammen aus den reflektierten und den

D(E) = (37)
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aus dem gegeniiberliegenden Kontakt 2 einlaufenden Elektronen, so dass die Ratenglei-
chung fiir den Nettostrom am Kontakt 1

leeAMLXEwumdE—(gAmRHDuwmﬁjdE+eAm7hDumeyﬂQ (38)

lautet. Wertet man diese Gleichung aus, so ergibt sich fiir den Nettostrom:

Il = 2—(,&1 - /Lz) = 2—U12. (39)

Analog ergibt sich I, = —1I; = —2§U12.
Die Leitfahigkeit des Randkanals

2

e
G=2— (40)

ist damit nur durch Naturkonstanten bestimmt [1], wobei sich der Faktor 2 aus der
vorausgesetzten Spinentartung der Landauniveaus ergibt.

Wendet man den Landauer-Biittiker-Formalismus auf verschiedene Probengeometrien
mit mehreren Randkanélen an, so wird deutlich, dass auch in diesen Féllen jeder spi-
nentartete Randkanal eine Leitfahigkeit von G = 2% besitzt.

Vor allem aber ermdoglicht der Landauer-Biittiker-Formalismus die Berechnung des
Nettostroms [ in den k-ten Kontakt einer beliebigen Probengeometrie mit beliebig
vielen Randkanilen. Auf den allgemeinen Formalismus, der z. B. in [1] ausfiihrlich
beschrieben ist, wird hier der Einfachheit halber verzichtet. Fiir ideale Systeme mit
1 Randkanélen, Reflexionswahrscheinlichkeit Null und Transmissionswahrscheinlichkeit
Eins bzw. Null, wie sie in Abschnitt 2.3.4 berechnet werden sollen, lisst sich die allgemei-
ne Formel zur Berechnung des Nettostroms unter Beriicksichtigung der Spinentartung
wie folgt vereinfachen:

(41)

e |. .
I, = 2% [Wk — ZZTMMZ
1£k
In Analogie zur Berechnung des Stroms I; bei der Probe mit nur zwei Kontakten

und einem Randkanal, setzt sich der Nettostrom auch hier aus dem Anteil der aus dem
Kontakt k auslaufenden und der in den Kontakt einlaufenden Elektronen zusammen.

2.4.4. Erklarung des Quanten-Hall-Effekts

Anwendung des Landauer-Biittiker-Formalismus auf Vierpunktmessungen
Zur Erklarung des QHE wendet man den Landauer-Biittiker-Formalismus nun auf Vier-
punktmessungen an [26], zunéchst auf ein Hallkreuz (vgl. Abbildung 9).
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Abbildung 9: Hallkreuz zur Messung der Hallspannung
Wird der Strom nur von den Randkanilen getragen, so ist die angelegte
Spannung U3 mit der Hallspannung, die zwischen den Kontakten 2 und 4
abgegriffen wird, identisch.

Liegt die Fermienergie gerade zwischen zwei Landauniveaus, so wird der Strom aus-
schliefllich von den Randzusténden getragen, die Voraussetzungen fiir den Landauer-
Biittiker-Formalismus sind somit erfiillt und es gilt:

Tyy=T="T=1T1=1
Tr; = 0 sonst.

Fiir den Fall, dass gerade ¢ Landauniveaus besetzt sind, also unterhalb der Fermiener-
gie liegen, ergibt sich mit (40) folgendes Gleichungssystem:

L i 0 0 —i\ [
Ll el—=i i 0 0f[p
I4 0 0 —1 1 Ha

Da an den Potentialsonden stromlos gemessen wird, ist I, = I, = 0 und fiir die
chemischen Potentiale der vier Kontakte gilt:

po = p1 und fig = pi3. (43)
AuBerdem ist I} = —I3 = I = 2i£(ju1 — pi3) = 2i% Uys (vgl. Formel (35)), wobei Uyy
die an die Kontakte 1 und 3 angelegte Spannung ist.
Aus 42 folgt nun, dass die an gegeniiberliegenden Kontakten gemessene Hallspannung
Uy mit der angelegten Spannung U;3 identisch ist:

UH:/M;/Q:M:%;M:UB‘ (44)

Der Hallwiderstand Ry besitzt somit den Wert
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T 020, 202Uy 2i€?

(i=1,2,3,..) (45)

Erinnert man sich an den Zusammenhang (31) zwischen der Anzahl ¢ der besetzten
Landauniveaus und dem Fiillfaktor v, so ldsst sich der Hallwiderstand auch wie folgt
schreiben:

C1h

Ry = (v =2,4,6,...). (46)

ve?’

Bei spinentarteten Landauniveaus, wie sie bisher betrachtet wurden, sind in der Hall-
geraden also nur die Plateaus mit geradzahligem Fiillfaktor beobachtbar. Erst bei sehr
hohen Feldern kann die Spinaufspaltung experimentell aufgelost werden, so dass auch
Plateaus mit ungeradem Fiillfaktor auftreten und die hergeleitete Formel mit der aus 20
identisch ist.

G o,

YL - =

X

Abbildung 10: Vierpunktmessung der Lingsspannung
Die angelegte Spannung Uy, bewirkt einen Strom vom Kontakt 1 zum
Kontakt 4. Die Langsspannung wird zwischen den Kontakten 2 und 3 ab-
gegriffen und verschwindet, wenn der Stromtransport nur iiber die Rand-
kanéle erfolgt.

Die Shubnikov-de Haas-Oszillationen kann man durch Anwenden des Landauer-Biittiker-
Formalismus auf eine Probe mit vier Kontakten erkléren, die wie in Abbildung 10 gezeigt
angeordnet sind. Bei dieser Vierpunktmessung des Langswiderstands (I, = I3 = 0) erhélt
man durch Auswerten des zugehorigen Gleichungssystems

p = p2 = s, (47)
d. h. das Potential lings eines Kanals dndert sich nicht. Die Elektronen, die aus dem
Kontakt 1 mit Potential p; kommen, behalten dieses entlang des gesamten Kanals bei,
was bedeutet, dass lings des Kanals keine Spannung abféllt, der Stromtransport also
widerstandsfrei erfolgt.
Hieraus erklért sich der verschwindende Lingswiderstand bei den Minima der SdH-
Oszillationen, die wie die Plateaus dann auftreten, wenn die Fermienergie zwischen zwei
Landauniveaus liegt.
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Damit lasst sich eine weitere Methode zur Berechnung der Ladungstrégerdichte entwi-
ckeln [1]. Sind gerade ¢ spinentartete Landauniveaus vollstandig besetzt, so befindet sich
der Langswiderstand im Minimum und der zugehorige Magnetfeldwert B; kann bestimmt
werden. Bei vorgegebener Ladungstrigerdichte ng gilt also unter Beriicksichtigung der
Spinaufspaltung:

B
ny = vNp = 2iNp, = 2i - eh (48)
Fiir zwei nebeneinanderliegende Minima ergibt sich die Beziehung
1 1 1 €
| =A— =92 49
(Bi+1 Bz ) Bz nsh ’ ( )

d.h. bei Veréinderlichem Magnetfeld sind die Minima der Shubnikov-de Haas-Oszillationen
periodisch in = 5

Aus einem Diagramm, in dem die reziproken Magnetfeldwerte = an denen Minima
auftreten gegen die entsprechenden Indizes ¢ der Minima aufgetragen sind, kann die
Steigung der Ausgleichsgeraden ermittelt und zur Bestimmung der Ladungstréigerdichte
herangezogen werden.

Aus dem verschwindenden Léngswiderstand ergibt sich auflerdem ein messtechnischer
Vorteil, denn die Sonden zur Messung der Hallspannung miissen somit nicht exakt ge-

geniiber liegen.

Lokalisierte Zustinde durch Storpotentiale

Bisher ist nur der Fall betrachtet worden, dass Er zwischen zwei Landauniveaus liegt.
Dies scheint aber zunéchst gar nicht moéglich zu sein. Betrachtet man ein im Magnetfeld
befindliches SystemP] so sind die Zustéinde auf den Landauniveaus kondensiert. Bei tiefer
Temperatur sind alle Landauniveaus mit £, < Er voll besetzt, wobei die Fermienergie
Er durch das hochste besetzte Landauniveau definiert ist.

Wird das Magnetfeld erhoht, so wird sowohl der Abstand Aw,. = hiﬁ der Landau-
niveaus, als auch ihr Entartungsgrad (siche Formel 29) gréfler. Das bedeutet, dass die
Landauniveaus sich zu hoheren Energien verschieben, wobei die Fermienergie dem obers-
ten besetzten Niveau folgt. Gleichzeitig finden aber auch die Elektronen des obersten
Niveaus auf den energetisch tieferliegenden Platz. Ist der Entartungsgrad der unteren
Niveaus grofl genug, um alle Elektronen des obersten Niveaus aufnehmen zu kénnen, so
dass dieses vollig entleert ist, so springt die Fermienergie abrupt auf das nédchsttiefere
Landauniveau. Dies ist in Abbildung 11 mit dem Landauficher dargestellt.

Demnach wiirde die Fermienergie immer mit dem obersten besetzten Landauniveau
iibereinstimmen und lédge nie zwischen zwei Niveaus.

Gerade diese Situation war aber Voraussetzung fiir das Verschwinden des Langswiderstands
und die Bildung der Plateaus im Hallwiderstand. Es muss also Zustéinde zwischen den
Landauniveaus geben, auf denen die Fermienergie liegen kann. Eine Md&glichkeit bieten

2Es sei an dieser Stelle auf die im Folgenden beniitzte Literatur [2] und [22] verwiesen.
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die Randzusténde, deren Anzahl aber im Vergleich zu denen auf den Landauniveaus zu
gering ist, als dass sich die Fermienergie dort stabilisieren kénnte.

In realen Proben allerdings fithren Verunreinigungen und Kristalldefekte im Materi-
al zu Storstellen, durch die auf die Elektronen des 2DEGs ein zusétzliches, raumlich
zufélliges Potential wirkt.

Die Energiedispersion F(n,k) ist unter dem Einfluss von Storpotentialen auch im
Inneren der Probe nicht mehr unabhéngig von k, sondern weist Fluktuationen auf (siehe
Abbildung 12). Dadurch verbreitern sich die §-Peak-formigen Landauniveaus energetisch
und es entstehen ausgedehnte Zusténde.

E(na yk)

w
2

S5

Abbildung 11: Unter dem Einfluss von Storpotentialen ist die Energiedispersion auch im
Innern der Probe nicht mehr konstant (nach [13]).

Die Fluktuationen haben auflerdem zur Folge, dass auch im Innern der Probe Zusténde
an der Fermikante existieren. Dort entstehen ebenfalls Leitungskanile, die aber in sich
geschlossen sind, so dass Elektronen in bestimmten, voneinander getrennten Raumbe-
reichen eingefangen werden. Deren energetische Zustédnde weichen weit von den Land-
auniveaus ab und kénnen nicht mehr zum Stromtransport beitragen, weswegen sie auch
als lokalisiert bezeichnet werden. Die Fermienergie kann sich nun auf einer Vielzahl von
Zusténden stabilisieren, die energetisch zwischen den Landauniveaus E, = (n + %) lie-
gen (vgl.Abbildung 13).

Die Auswirkungen der lokalisierten Zustdnde auf den Transport in der Probe sind
in Abbildung 14 dargestellt. Liegt die Fermienergie zwischen zwei Landauniveaus, so
transportieren die Randkanile den Strom nach wie vor widerstandsfrei. Im Gegensatz
zu den bisherigen, idealisierten Annahmen existieren jetzt aber auch im Innern der Probe
Elektronenzustdnde an der Fermikante (vgl. Abbildung 14(a)).

Uber diese lokalisierten Zusténde konnen die Elektronen aber nicht gestreut werden,
so dass der widerstandsfreie Transport in den Randkanélen nicht beeinflusst wird. Es
ergeben sich die Minima der SdHs und die Plateaus in der Hallgeraden.
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Abbildung 12: Verunreinigungen und Kristalldefekte fithren zu einer Verbreiterung der
Landauniveaus (ausgedehnte Zusténde) und zu lokalisierten Zustédnden

(aus [22]).

Verschiebt sich das oberste besetzte Landauniveau durch weitere Magnetfelderh6hung
in Richtung der Fermienergie, so beginnt sich der innerste Kanal vom Rand weg zu be-
wegen und es setzt Riickstreuung ein (vgl. Abbildung 14(b) und (c)). Sobald das oberste
besetzte Landauniveau in der Fermienergie liegt, bricht der innerste Kanal komplett in
lokalisierte Zustédnde auf. Jetzt gibt es im Innern der Probe kontinuierliche, erlaubte
Zustédnde, iiber welche die Elektronen von einem zum gegen iiberliegenden Rand der
Probe gestreut werden kénnen (vgl. Abbildung 14(d)). Die rdumliche Trennung entge-
gengesetzter Strome ist somit vollstdndig aufgehoben. Der Lingswiderstand wird maxi-
mal und ist umso hoher, je weniger Kanile sich noch am Rand der Probe befinden, in
denen die Ladungen widerstandslos transportiert werden, je weniger Landauniveaus sich
also unterhalb der Fermienergie befinden.

Ausschlaggebend dafiir, ob sich im Langswiderstand gerade ein Maximum oder ein
Minimum ausbildet, ist die Lage der Fermienergie relativ zu den Landauniveaus. Im-
mer dann, wenn sich die Fermienergie genau in einem Landauniveau befindet, erhélt
man ein Maximum, und ein Minimum liegt vor, wenn sich die Fermienergie zwischen
zwei Landauniveaus auf lokalisierten Zustéinden stabilisiert Uberraschend ist, dass der
Quanten-Hall-Effekt und die Shubnikov-de Haas-Oszillationen nur deshalb beobachtet
werden konnen, weil sich durch Kristalldefekte und Verunreinigungen Storpotentiale in
der Probe ausbilden. Extrem hochbewegliche Proben mit wenigen Storstellen lassen kei-
ne gute Darstellung des Quanten-Hall-Effekts zu. Die Plateaus im Hallwiderstand und
ebenso die Minima der Shubnikov-de Haas-Oszillationen sind nur sehr schwach ausge-
pragt.

Zu viele Storstellen allerdings wiirden die Beweglichkeit der Ladungstriager so weit
einschranken, dass der Quanten-Hall-Effekt wiederum nicht beobachtbar wire, so dass
bei der Auswahl des Probenmaterials ein Mittelweg gefunden werden muss.
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Abbildung 13: Elektronenzustinde an der Fermikante bei von (a) nach (d) zunehmender
Magnetfeldstéarke (nach [13])
(a) Die Fermienergie liegt zwischen dem 3. und 4. Landauniveau, am
Rand befinden sich somit drei Kanéle, die widerstandsfrei leiten. Die lo-
kalisierten Zustédnde in der Mitte tragen nicht zum Stromtransport bei.
(b) Mit zunehmendem Magnetfeld wandert das 3. Landauniveau in Rich-
tung der Fermienergie und der innerste Randkanal bewegt sich vom Pro-
benrand weg.
(c) Die Riickstreuung setzt ein.
(d) Die Fermienergie liegt im 3. Landauniveau und der innerste Randka-
nal ist vollstdndig in lokalisierte Zusténde aufgebrochen.

Giiltigkeitsbereich des klassischen Modells
Es bleibt schliefllich noch zu kléren, ab welcher Grofle des Magnetfelds die fiir den
Quanten-Hall-Effekt verantwortlichen Quanteneffekte auftreten, bzw. bis zu welchem
Magnetfeld das klassische Modell seine Giiltigkeit behélt.

Um dies abzuschétzen kann die einfache klassische Vorstellung der im B-Feld auf Kreis-
bahnen gezwungenen Elektronen zu Hilfe genommen werden [19]. In diesem klassischen
Bild werden die fiir den Quanten-Hall-Effekt ausschlaggebenden Effekte auf Elektronen
zuriickgefiihrt, die mehrere Zyklotronbahnen ungestort durchlaufen konnen. Das heif3t
die Umlaufzeit T, = i—” muss deutlich kleiner sein als die Zeit 7, nach der ein Elektron
im Mittel gestreut wird. Unter Ausnutzung von (7) und (28) ist dies dquivalent zu

pB > 27, (50)

Diese Abschétzung ist zwar quantenmechanisch nicht exakt, den experimentellen An-
forderungen jedoch geniigt sie vollkommen. Aus Beziehung 49 ist auflerdem ersichtlich,
dass der QHE bei moderaten Magnetfeldern erst beobachtet werden konnte, als es ge-
lang, Proben mit sehr hohen Beweglichkeiten herzustellen.
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2.4.5. Die Originalmessungen zum Quanten-Hall-Effekt

Der Vollstidndigkeit halber wird hier noch auf die Originalmessungen zum Quanten-
Hall-Effekt von Klaus von Klitzing eingegangen. Diese sind nicht an GaAs/AlGaAs-
Heterostrukturen, sondern an Si-MOSFETSs (Metal-Oxid-Semiconductor Field-Effect Tran-
sistor) durchgefiihrt worden.
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Abbildung 14: Die 1980 von Klaus von Klitzing in [12] ver6ffentlichte Messung der Langs-
und Hallspannung U, bzw. Uy bei 1,5 K und einem konstanten Magnet-
feld von 18 T an einer Si-MOSFET-Struktur. Mit der Gatespannung Vg
wird die Ladungstriagerdichte variiert.

Dabei hat man durch eine Gatespannung Vi die Ladungstrigerdichte, welche bis
zu 100mal niedriger ist als die in Heterostrukturen, variiert, wihrend das Magnetfeld
konstant gehalten wurde. Der Unterschied zwischen einer solchen Quanten-Hall-Effekt-
Messungen an MOSFETSs und denen an Heterostrukturen, wie sie auch im Praktikum
durchgefiihrt werden, ist im Wesentlichen dadurch bedingt, dass die Relativbewegung
der Fermienergie zu den Landauniveaus auf unterschiedliche Weise verursacht wird. Bei
Heterostrukturen schieben sich die Landauniveaus aufgrund der B-Feld-Variation durch
die Fermienergie, die sich wegen der konstanten Ladungstrigerdichte nicht &ndert. Bei
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MOSFETSs hingegen bietet sich die Variation der Ladungstrdgerdichte bei konstantem
Magnetfeld an, so dass sich hier die Fermienergie durch die Landauniveaus bewegt.

Auch in den Messdiagrammen ist ein Unterschied bemerkbar, der sich aber anhand von
Gleichung 30 erkléren ldsst. Bei Heterostrukturen wird der Fiillfaktor v mit steigendem
Magnetfeld kleiner, wihrend bei MOSFETS eine direkte Proportionalitéit des Fiillfaktors
v zur Ladungstrigerdichte besteht.

2.5. Die van der Pauw-Methode

Um auf einer Halbleiterheterostruktur eine Hallgeometrie zu definieren, miissen aufwen-
dige Verfahren wie optische Lithographie und nasschemisches Atzen verwendet werden.
Die Materialeigenschaften kénnen so zwar mit grofler Genauigkeit bestimmt werden,
aber insbesondere fiir eine schnelle Charakterisierung des Materials ist eine einfachere
Probenpréparation wiinschenswert. Hierzu eignet sich die Methode von L. J. van der
Pauw [16], welche die Bestimmung des Widerstands von Halbleiterproben beliebiger
Form ermoglicht, und im Folgenden fiir zweidimensionale Systeme beschrieben wird.

Unter einer van der Pauw-Geometrie, wie sie in Abbildung 16 dargestellt ist, versteht
man ein Halbleiterstiick beliebiger Form, das an vier Stellen A, B, C und D kontaktiert
ist und den folgenden Anforderungen geniigt:

e Die Kontakte sind klein und am Rand der Probe angebracht.
e Die Dotierung ist homogen und gleichméfig.

e Im Innern der Probe sind keine Locher.

Abbildung 15: Schema der van der Pauw-Methode (nach [8]):
Ein beliebig geformtes Halbleiterstiick wird am Rand an vier Stellen A,
B, C und D kontaktiert.
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Das Problem bei der Bestimmung des Widerstands eines Halbleiterstiicks beliebiger
Form ist, dass dieser von der Wahl der Abgriffpunkte abhéingt. Mit Hilfe der van der
Pauw-Methode kann der Widerstand durch zyklisches Vertauschen der Kontakte be-
stimmt werden. Diese Methode ist im Folgenden behandelt, wobei dhnlich wie in [§]
vorgegangen wird.

Dazu wird zunédchst der Widerstand Ragcp

U
Rapep = I—AB (51)
cD

definiert, wobei Usp die zwischen den Kontakten A und B abgegriffene Spannung ist,
wenn ein Strom Iop von C nach D durch die Probe fliefit. Dabei ist auf stromlose Mes-
sung der Spannung Uup zu achten, um die Messung nicht zu verfilschen. Mittels funk-
tionentheoretischer Berechnungen konnte van der Pauw zeigen, dass die Widerstande
Rapep und Rpgepa bei zyklischer Vertauschung der Kontakte der folgenden Relation

gentigen:
R R
P P

Hierbei ist p der Widerstand des Halbleitermaterials.
Diese Gleichung kann man nach p auflésen

m (RABCD —l—RBCDA) £(O) (53)

7= (2 2
wobei ) = % und f(Q) der van der Pauw-Korrekturfaktor ist. Die Funktion f(Q)
ist durch die Gleichung
Q-1 f .. {h@)
0r1 @) cos 5 Py (54)

definiert [8] und kann nummerisch bestimmt werden. Der zugehorige Graph ist in
Abbildung 17 dargestellt und wird zur Bestimmung des Widerstands p graphisch aus-
gewertet. Bei zweidimensionalen Systemen stimmt p mit dem Schichtwiderstand Ry der
Probe iiberein.

In der Praxis tauscht man gewohnlich die Kontakte A;B;C und D zyklisch durch
und bestimmt die Widerstéinde RABCD; RBCDA; RCDAB; RDABC‘ Gleichung (52) wertet
man dann fiir alle méglichen Kombinationen aus und mittelt iiber die erhaltenen Wi-
dersténde.

Auch an dieser einfachen van der Pauw-Geometrie ist es moglich, den Quanten-Hall-
Effekt und die SdHs zu beobachten. Dazu wird zunéchst, bei verdnderlichem Magnet-
feld senkrecht zur Ebene des 2DEGs, der Lingswiderstand gemessen. Die Abriffpunkte
entsprechen denen bei Messung des Widerstands Rapcp (bzw. zyklische Vertauschung
der Kontakte). In einer weiteren Messung kann die Hallspannung z.B.in den Punkten A
und C abgegriffen werden, wenn der Strom iiber die Kontakte B und D flief3t.
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Abbildung 16: Die Funktion f(Q) wird durch Gleichung (53) definiert und fiir die Be-
rechnung des Widerstands nach der van der Pauw-Methode benétigt (aus

8])-

Es ist von Vorteil, wenn die Probe symmetrisch, z.B. quadratisch, ist. Dadurch l&sst
sich die Offsetspannung bei der Messung der Hallspannung weitgehend vermeiden. Auch
durch das Messen mit Wechselstrom und das Mitteln {iber den positiven und negati-
ven Magnetfeldbereich lassen sich die, durch diese Messmethode bedingten, Messfehler
einschrianken. Innerhalb der Probe sind zudem bei tiefen Temperaturen die thermoelek-
trischen Effekte, die das Messergebnis beeintréchtigen kénnen, nur schwach ausgepragt.
Auf die Diskussion dieser Effekte und die Messanordnungen zur Unterdriickung der ent-
sprechenden Fehler, sowie auf den Einfluss der endlichen Kontaktflichen wird deshalb,
im Rahmen dieses Praktikumsversuches, nicht ndher eingegangen. Es sei aber auf wei-
terfithrende Literatur [8] und [23] verwiesen.

Léngsspannung Hallspannung

C D C D

Abbildung 17: Messung der Langs- (links) bzw. der Hallspannung (rechts) an einer qua-
dratischen van der Pauw-Geometrie.
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2.6. Der persistente Photoeffekt

Ein entscheidender Parameter bei Messungen zum Quanten-Hall-Effekt ist die Ladungs-
tragerdichte. Bei den hier verwendeten Proben kann sie nicht direkt geregelt werden, da
bei der Probenstrukturierung auf ein Gate verzichtet worden ist. Allerdings bietet der
persistente Photoeffektrf] (Persistent Photo Conductivity, kurz PPC) eine Moglichkeit,
die Ladungstriagerdichte ng in GaAs-AlGaAs Heterostrukturen fiir einen lingeren Zeit-
raum zu erhohen. Beleuchtet man die abgekiihlte Probe kurz, so steigt ny und behélt
diesen Wert, solange die Probe nicht iiber eine bestimmte Temperatur (etwa 150 K)
erwiarmt wird. Die Temperaturabhéngigkeit der Ladungstragerdichte vor und nach der
Belichtung bei tiefen Temperaturen ist in Abbildung 19 gezeigt. Aus ihr ist auch ersicht-
lich, dass die Ladungstrigerdichte nach dem Belichten ab einer gewissen Temperatur
wieder gleiches Verhalten wie vor der Beleuchtung aufweist. Der Vorgang der Ladungs-
tragerdichteerh6hung durch den PPC ist also reversibel und kann durch Erwérmen wie-
der geloscht werden.
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Abbildung 18: Temperaturabhéingigkeit der Ladungstrégerdichte(aus [15]):

Kiihlt man Si-dotiertes AlGaAs von Zimmer- auf Heliumtemperatur, so
nimmt die Ladungstréigerdichte kontinuierlich ab und weist beim anschlie-
Benden Erwédrmen wieder die gleiche Temperaturabhéngigkeit auf.
Belichtet man allerdings die abgekiihlte Probe, so steigt die Ladungs-
tragerdichte stark. Dieser erhohte Wert bleibt auch nach der Belichtung
(mehrere Tage) erhalten, solange die Probe nicht tiber 150 K erwérmt
wird. Steigt die Temperatur noch weiter, so zeigen die belichtete und die
unbelichtete Probe wieder gleiches Verhalten.

Erklirung des PPC durch DX-Zentren
Die elektrische Leitfihigkeit der Probe resultiert aus den freien Ladungstrigern, die von
der Silizium-dotierten AlGaAs-Schicht zur Verfiigung gestellt werden. Dabei gibt das als

3Bei der Erstellung dieses Kapitels wurde auf [24] zuriickgegriffen.
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Donator fungierende Siliziumatom sein iiberschiissiges Elektron ab. Solche Elektronen
nehmen energetische Niveaus zwischen Valenz- und Leitungsband des Halbleiters ein.
Man unterscheidet hierbei zwei Fille.

Liegt das Elektronenniveau so nahe unterhalb der Leitungsbandkante, dass die Ener-
giedifferenz durch thermische Anregung iiberwunden werden kann, so spricht man von
flachen Storstellen. Die Leitfahigkeit des Halbleiters bei tiefen Temperaturen wird im We-
sentlichen auf die von solchen flachen Storstellen abgegebenen Elektronen zuriickgefiihrt
(vgl. flache Gerade in Abbildung 19).

Durch Dotierung kénnen aber auch noch energetisch tiefer liegende Storstellen ent-
stehen, die thermisch nicht mehr anregbar sind. Trotzdem ist z. B. durch Photonenein-
strahlung eine lonisierung dieser tiefen Storstellen moglich, die aber meist schon nach
kurzer Zeit wieder mit Elektronen des Leitungsbands rekombinieren. Nur bei Tempe-
raturen unterhalb 150 K kann der persistente Photoeffekt beobachtet werden, da dann
die angeregten Ladungstriger langerfristig erhalten bleiben. Dies deutet auf eine Ener-
giebarriere hin, die bei tiefen Temperaturen eine Riickkehr der Ladungstréger in den
urspriinglichen Zustand verhindert.

Man geht davon aus, dass die tiefen Storstellen von sogenannten DX-Zentren herriihren,
die neben der, bei tiefen Temperaturen uniiberwindbaren, Potentialbarriere auch eine
Verzerrung des Gitters verursachen. Im Silizium-dotierten AlGaAs werden die Silizium-
Atome auf den Pldtzen der Gallium-Atome ins Kristallgitter eingebaut (siche Abbildung
20), wodurch flache Storstellen entstehen. Neben dieser symmetrischen Lage im Gitter
gibt es fiir das Silizium, aber auch noch energetisch giinstigere Konfigurationen, bei
denen sich das Gitter verzerrt. Diese asymmetrischen Gleichgewichtslagen werden DX-
Zentren genannt und fithren zu tiefen Storstellen.

(a) (b)

5 .\SZO

As Si As

-

Ga

d DX~

Abbildung 19: Ein Si-Atom wird in ein GaAs-Gitter an Stelle eines Ga-Atoms eingebaut.
Neben der symmetrischen Lage im Gitter (a) existiert auch ein asymme-
trischer Gleichgewichtszustand (b). Dieser liegt unter Umstdnden ener-
getisch giinstiger und wird als DX-Zentrum bezeichnet (aus [14]).
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Rechnungen von Chadi und Chang [14] ergaben, dass das Energieminimum eines DX-
Zentrums erst durch Aufnahme eines weiteren Elektrons (von einem anderen Dona-
tor) erreicht wird. Die DX-Zentren sind also negativ geladen und kénnen z. B. durch
Photonen (E ~ 1 eV) angeregt werden. Diese angeregten Zustidnde kénnen entweder
unter Aussendung von Photonen wieder zu DX-Zentren rekombinieren oder in symme-
trische Zustédnde relaxieren. Letzteres fithrt zu einer Erh6hung der Ladungstrigerdichte,
da die zuvor gebundenen Elektronen als Leitungselektronen zur Verfiigung stehen. Ei-
ne Riickkehr in energetisch giinstigere DX-Zusténde ist bei tiefen Temperaturen nicht
moglich, da dies einen Wechsel der rdumlichen Lage der Silizium-Atome erfordern wiirde,
wozu die thermische Energie aber nicht ausreicht. Erst bei weiterer Erwédrmung kann
diese Energiebarriere iiberwunden werden. Da bei dem hier verwendeten Material die
DX-Zentren gegeniiber den flachen Storstellen bevorzugt sind, dominiert deren Verhal-
ten dann wieder die Abhéngigkeit der Ladungstragerdichte von der Temperatur (vgl.
steile Gerade in Abbildung 19).
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3. Versuchsaufbau
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Abbildung 20: Heliumkanne, Magnetsystem und Probenstab werden ineinander gefiigt
und ergeben den fertigen Versuchsaufbau. Das Magnetsystem ist 1252
mm und der Probenstab 1337 mm lang.

Um Magnetotransportmessungen an Halbleiterproben (Herstellung vgl. Abschnitt 5)
durchfithren zu kénnen, miissen zwei experimentelle Voraussetzungen erfiillt sein: Zum
einen benotigt man hohe magnetische Felder, und zum anderen tiefe Temperaturen. Der
im Praktikum verwendete Messaufbau besteht aus einem Magnetsystem (vgl. Abbildung
21), das in eine 65 1 Helium—KanneEl eingebaut werden kann. Ein separater Probenstab,
an dessen unterem Ende die Probe befestigt wird, kann in den im Magnetsystem in-
tegrierten Probenraum eingefiihrt werden. In diesem befindet sich fliissiges Helium, so
dass alle Messungen direkt bei T = 4,2 K durchgefiihrt werden. Das Kannensystem ist

4Das ist eine Kanne, die fiir den Transport und die Aufbewahrung von fliissigem Helium vorgesehen
ist.
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an eine Riickfithrung angeschlossen, die das verdampfende Helium wieder in die Ver-
fliissigungsanlage leitet.

Die Stromleitungen zur Probe verlaufen im Inneren des Probenstabs und werden an
ein Schaltbrett angeschlossen. Letzteres ermoglicht ein iibersichtliches Abgreifen der Pro-
benkontakte und ein schnelles Umstecken. Zum Aufnehmen der sehr schwachen Mess-
signale werden analoge Lock-in-Verstarker verwendet und die Messergebnisse iiber die
nachgeschalteten Digitalmultimeter (DMM) vom Computer ausgelesen. In Abbildung 22
ist der elektronische Messaufbau schematisch dargestellt.
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Abbildung 21: Uberblick iiber die einzelnen Komponenten des elektronischen Messauf-
baus.

Die wichtigsten Bestandteile des Versuchs, und worauf bei deren Benutzung zu achten
ist, werden im Folgenden néher erlautert.

Helium

Um die Probe ausreichend zu kiihlen, verwendet man fliissiges Helium. Befindet sich die
Probe direkt in Helium, so hat sie eine Temperatur von =~ -269 °C. Der Umgang mit einer
tiefkalten Fliissigkeit wie Helium kann sehr gefihrlich Werdenﬂ Gekiihlte Gegenstidnde
(z. B. der Probenstab) konnen durchaus so tiefe Temperaturen erreichen, dass Luft an
ihnen kondensiert. Deshalb unbedingt Schutzhandschuhe tragen! Auch die enorme Vo-
lumenvergréferung beim Verdampfen sollte man sich bewusst machen: 1 Liter fliissiges
Helium bei 4,2 K entspricht 749 Litern gasférmigen Heliums bei 15°C!

SSicherheitshinweise im Anhang beachten!
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Wéhrend des Versuchs ist daher Vorsicht geboten und Folgendes unbedingt zu beach-
ten:

e Die Kanne muss immer an die Riickfithrung angeschlossen (Ventil offen!) und das
Ventil zum Ballon stets offen sein, damit verdampfendes Helium entweichen kann
(Explosionsgefahr).

e Die Kanne beim Einbau nur kurz 6ffnen, um ein Eindringen von Luft bzw. Wasser
zu verhindern und die Abdampfverluste zu reduzieren.

e Das Abkiihlen muss langsam erfolgen, da sonst in kurzer Zeit sehr viel Helium
verdampft.

Magnetfeld
Zur Erzeugung eines relativ hohen Magnetfeldes wird eine supraleitende Spule aus Niob-
Titan-Filamentdraht mit ca. 10000 Windungen verwendet. Mit dieser Spule erreicht man
Magnetfelder bis etwa 5 T.

Ubersteigt der Spulenstrom einen kritischen Wert von ca. 50 A oder wird die Spule
nicht mehr ausreichend gekiihltf] so wird sie normalleitend und gibt einen grofien Teil
ihrer Energie in Form von Wéarme an das Helium ab, welches sofort verdampft - die
Spule quencht. Ein schnelles Verdampfen aber fithrt zu einem plotzlichen Druckanstieg!

Messelektronik

Das Prinzip einer Magnetotransportmessung ist es, einen konstanten Strom durch die
Probe zu schicken, der dadurch erreicht wird, dass man einen im Vergleich zum Proben-
widerstand grofien Vorwiderstand R (siche Abbildung 22) in die Schaltung einbaut. Die
an den Potentialsonden abgegriffenen Spannungen sind deshalb direkt proportional zu
den entsprechenden Widersténden.

Da zudem der Strom durch die Probe moglichst klein sein sollte (uA-Bereich, sonst
erwirmt sich die Probe zu stark), sind auch die zu messenden Spannungen sehr niedrig
(uV-Bereich). Deshalb werden zwei Lock—In—VerstéirkeI{z] verwendet, um externe Stérungen
herauszufiltern. Bei einem Lock-In-Verstéarker handelt es sich um einen extrem schmal-
bandigen Verstarker, der aus dem gesamten Spektrum nur das Wechselspannungssi-
gnal der Frequenz verstirkt, die ihm als Referenzwechselspannung eingespeist wird.
Da die zu messende Léngs- oder Hallspannung exakt dieselbe Frequenz wie die Re-
ferenzspannung hat, wird nur diese verstirkt und Rauschanteile werden unterdriickt.
Die Ubereinstimmung der Referenzfrequenz mit der Lings- bzw. Hallspannungsfrequenz
ist gewahrleistet, da die Referenzspannung iiber den Vorwiderstand R auch als Wech-
selstromquelle fiir die Probe verwendet wird. Bei diesem Versuchsaufbau werden zwei
analoge Lock-In-Verstéirker verwendet, deren Ausgangssignale iiber Digitalmultimeter
(DMM) in den Computer eingelesen werden.

Einige grundsétzliche Bemerkungen zu den Messungen:

6Der Heliumstand in der Kann sollte noch mindestens 20 cm betragen, das entspricht ~ 30 1 fliissigen
Heliums.
"Eine ausfiihrliche Beschreibung finden Sie z.B. in [28]
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e Der Vorwiderstand R muss so grof3 gewéhlt werden, dass der Strom durch die Probe
trotz des magnetfeldabhiangigen Probenwiderstandes als konstant angenommen
werden kann. Da die verwendeten Proben einen Widerstand in der Gréflenordnung
von k(2 haben, ist z. B. ein Vorwiderstand von 10 Mf2 fiir Hallgeometrien bzw. 1
MQ fiir van der Pauw-Geometrien geeignet.

e Lock-In-Einstellungen:

— Oszillatorfrequenz z. B. F,,. = 81 Hz, also weit entfernt von der Netzfrequenz
(50 Hz) und deren Vielfachen.

— Oszillatoramplitude LV L., ~ 1 V, so dass der Strom durch die Probe bei
einem Vorwiderstand von 10MS) 100 nA betragt.

Eingangsfilter: Tiefpass (LP) mit automatischer Wahl der Grenzfrequenz (TRACK:
Fgrenz - Fosc)-

Zeitkonstante: abhéngig vom Zeitschritt tm der Messwertaufnahme (bei ¢,
=152z B.tenst = 15).

— LI; wird intern gesteuert (INT)
LI, erhélt das Referenzsignal von LI;.

4. Bedienung des Kannensystems

Der Ein- und Ausbau des Magnetsystems bzw. des Probenstabs sollten aus
Sicherheitsgriinden nur in Anwesenheit des Betreuers geschehen.

4.1. Einbau des Magnetsystems

Um die Messungen durchfithren zu kénnen, muss zunéichst das Magnetsystem (ohne
Probenstab) in die Heliumkanne eingebaut werden.

e Dazu sollten Sie sich zunéchst vergewissern, dass die Quetschverschraubung am
unteren Ende des Magnetsystems befestigt ist.

e Achten Sie auch darauf, dass die Kanne iiber Wellschlduche an die Riickfiihrung
angeschlossen und das entsprechende Ventil geoffnet ist.

e Dann kann der groflere Flansch der Heliumkanne gedffnet und der Aufsatz der
Kanne entfernt werden, wobei der Dichtring auf der Kanne bleiben muss. Dieser
wird nun durch das Magnetsystem ersetzt, und die Kanne anschliefend sofort
wieder verschlossen.

Es sollte darauf geachtet werden, dass die Kanne insgesamt nur so kurz wie mdoglich
geoffnet ist, damit moglichst wenig Helium verdampft und keine Luft eindringen kann.
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e Jetzt kann das Magnetsystem durch vorsichtiges Lockern der Quetschverschrau-
bung und der Feststellklemme langsam tiefer in die Kanne eingefiihrt werden, darf
dabei aber nicht losgelassen werden. Um die Abdampfrate zu kontrollieren, sollten
Sie den Ballon an der Kanne beobachten und das System nur so langsam einfiihren,
dass der Ballon sich nicht merklich vergréfert.

e Noch wihrend Sie das Magnetsystem einfiihren, sollten Sie so bald wie moglich
den zweiten Wellschlauch an der Riickfithrung oben am Magnetsystem befestigen
und die entsprechenden Hahne 6ffnen.

e Schliellich muss die Stromversorgung der Spule angeschlossen werden. Befestigen
Sie dazu die Netzteilkabel am T-Stiick des Magnetsystems (Erdungskabel nicht
vergessen!).

Es ist auf langsames und vorsichtiges Einfithren des Magnetsystems und spéter
auch des Probenstabs zu achten, da sie sich dabei auf die Temperatur des fliissigen
Heliums abkiihlen. Geschieht dieser Abkiihlvorgang zu plotzlich, so verdampft in kurzer
Zeit sehr viel Helium, was, wie beim Quenchen der Spule, zu einem raschen Druckanstieg
fithrt. Um dies zu vermeiden, sollten Sie fiir den Einbau des Magnetsystems 10 - 15 min
und fiir den Probenstab etwa 5 min Zeit einplanen.

Das abgekiihlte Magnetsystem bleibt wihrend des ganzen Versuchs in der Kanne (und
die Ventile zu den Riickfithrungsleitungen bleiben offen!).

4.2. Einbau des Probenstabs und Probenwechsel

Einbau des Probenstabs
Die verschiedenen Proben konnen mit dem separaten Probenstab schnell und einfach
gewechselt werden. Dabei verfiahrt man dhnlich wie beim Einbau des Magnetsystems.

e Achten Sie darauf, dass sich die Quetschverschraubung am unteren Ende des
Probenstabs befindet.

e Offnen Sie den vorgesehenen Flansch am oberen Ende des Magnetsystems, entfer-
nen Sie den Blindflansch (aber nicht den Dichtring), setzen Sie den Probenstab
auf und verschliefen Sie den Flansch wieder.

e Der Probenstab kann nun langsam nach unten geschoben werden und kiihlt dabei
ab.

Probenwechsel
Beim Probenwechsel miissen Sie nur den Probenstab wieder aus der Kanne holen.

e Ziehen Sie, nachdem die Quetschverschraubung gelockert wurde, den Stab so weit
wie moglich nach oben, wobei Sie unbedingt Handschuhe tragen miissen. Friert er
fest, so warten Sie, bis Sie den Probenstab wieder ein Stiick herausziehen kénnen.
Achten Sie darauf, dass der Probenstab nicht wieder nach unten rutscht.
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e Offnen Sie den Flansch, holen Sie den Stab heraus und verschlieBen Sie die Offnung
umgehend mit einem Blindflansch.

e Tauschen Sie die Probe aus, und fithren Sie die neue Probe erst ein, wenn
der Probenstab wieder trocken ist, damit kein Wasser in die Kanne gelangen
kann.

4.3. Ausbau des Magnetsystems

Nach dem Messen muss das Magnetsystem wieder ausgebaut und die Kanne mit dem
Originalaufsatz verschlossen werden. Dabei kommen Sie mit sehr kalten Gegenstéinden
in Kontakt und miissen unbedingt Schutzhandschuhe tragen!

e [st der Probenstab bereits ausgebaut und das Netzkabel entfernt, so wird das
Magnetsystem langsam aus der Kanne gezogen. Das System ist sehr kalt, und kann
deshalb festfrieren. Geschieht dies, dann sollten Sie die Quetschverschraubung bis
zum Anschlag festdrehen und das System noch zusétzlich mit der Feststellklemme
sichern. Das Magnetsystem darf beim Auftauen auf keinen Fall wieder
in die Kanne rutschen! Nach kurzem Warten lédsst es sich wieder bewegen.
Der Aufwirmvorgang kann durch das Benutzen eines Heifluftfons (7)., = 100°C)
beschleunigt werden.

e Befindet sich die Spule direkt unter dem Flansch der Kanne, sollte das System
trockengeblasen werden, damit beim Ausbau kein Wasser in die Kanne eindringt.

e Jetzt konnen Sie den Flansch 6ffnen, das Magnetsystem durch den Originalver-
schluss ersetzen und den Flansch wieder verschlieflen.

5. Probenherstellung

Im Praktikum werden Sie zwei verschiedene Halbleiterproben untersuchen, so dass sie
sich von der Geometrieunabhéngigkeit des Quanten-Hall-Effekts {iberzeugen koénnen.
Die mit einer Hallbar strukturierte Probe ist bereits fertig prozessiert, wihrend Sie die
wesentlich einfachere Herstellung der van der Pauw Geometrie selbst iibernehmen sollen.

5.1. Hallbar

Die im Praktikum zu untersuchenden Hallgeometrien werden in einem komplizierten,
zeitaufwendigen Verfahren im Reinraum hergestellt. Im Folgenden wird, zum besseren
Versténdnis, ein kurzer Uberblick iiber die wichtigsten Schritte der Probenherstellung
gegeben.

Das Ausgangsmaterial ist eine GaAs/AlGaAs-Heterostruktur, bei der die einzelnen
Schichten mittels Molekularstrahlepitaxie gewachsen wurden.
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1. Probenvorbereitung
Mit Hilfe eines Diamantritzers wird aus dem Ausgangsmaterial, das in Form eines
2-Zoll-Wafers vorliegt, ein Rechteck mit einer Kantenlénge von ca. 5 mm bzw. 6
mm herausgebrochen und mit Aceton gereinigt.

2. Photolithographie und Mesadtzen

Das Halbleiterstiick wird mit einem UV-empfindlichen Photolack iiberzogen und
in einem Maskenbelichter belichtet, d. h. die auf der Maske befindliche Struktur
wird auf den Lack {ibertragen. Die sogenannte Photolithographie eignet sich fiir
die Herstellung von Strukturen bis hinab in den pgm-Bereich. Die belichtete Probe
wird dann in einer NaOH-haltigen Losung entwickelt, so dass beim anschlieSenden
nasschemischen Atzen (Essigsdure) nur die von der Photolackschicht geschiitzte
Struktur - die Mesa - stehen bleibt. Im restlichen Bereich wird das 2DEG durch
geniigend tiefes Atzen entfernt (vgl. Abbildung 23).
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Abbildung 22: Schematische Darstellung der einzelnen Prozessschritte bei der Mesade-
finition (aus [19]).

3. Kontaktierung

Nach einer erneuten Reinigung der Probe wird wieder Photolack aufgeschleudert
und nochmals belichtet. Die diesmal verwendete Maske 6ffnet nur Kontaktfenster
(vgl. Abbildung 24).

In einer Hochvakuumanlage werden Gold/Germanium und Nickel aufgedampft.
Die Metalle lagern sich in den gedffneten Kontaktpads, aber auch auf der Photo-
lackschicht ab. Entfernt man diese im sogenannten Lift-off mit Aceton, so 16sen
sich die darauf befindlichen Metallschichten mit ab. Nur auf den Kontaktpads
bleibt das auf dem Substrat aufgedampfte Metall zuriick. Um ohmschen Kontakt
zum 2DEG zu erhalten werden die Kontakte einlegiert, d. h. die Probe wird unter
Formiergasatmosphére auf ca. 450°C erhitzt, so dass das Metall aufschmilzt und
in den Halbleiter eindiffundiert.
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Abbildung 23: Schematische Darstellung der einzelnen Prozessschritte bei der Kontak-
tierung des 2DEGs (aus [19]).

In einem weiteren Lithographieschritt (mit gleicher Maske) wird noch Gold aufge-
dampft. Diese Goldschicht auf den Kontaktpads ist fiir das Bonden nétig.

B |

Abbildung 24: Links die fertig produzierte Hallbar, die anschliefend in einen Chipcarrier
geklebt und gebondet wird (rechts).

4. Fertigstellung und Bonden
Schlieflich wird das Probenstiick zerteilt, und jede einzelne Hallbar in einen sepa-
raten Chipcarrier geklebt. Die Verbindung von den Kontaktpads der Probe zu den
Kontakten des Chipcarriers erhélt man durch das Bonden. Dabei wird ein diinner
Golddraht (Durchmesser ca. 25 um) auf die Kontakte gedriickt und mit einem
kurzen Ultraschallsto8 festgeschweifit.

5.2. Van der Pauw-Geometrie

Wesentlich einfacher als die Hall-Struktur ist die van der Pauw-Geometrie, die Sie mit
Hilfe der folgenden Anweisungen selbst herstellen konnen. Beachten Sie dabei die Sicher-
heitshinweise im Anhang! Dabei muss ein quadratisches Halbleiterstiick (Heterostruktur
mit 2DEG) kontaktiert und in einen Chipcarrier eingeklebt werden. Abbildung 26 zeigt
eine fertige van der Pauw-Probe.
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Abbildung 25: Fertige Van der Pauw-Probe

1. Kontaktieren des Halbleiterstiicks
Mit Indium werden die vier eingeritzten Ecken des Halbleiterstiicks kontaktiert.
Dazu wird mit einer 450°C heiflen Lotspitze eine diinne Indiumschicht auf die Ritze
aufgetragen. Darauthin werden die Kontakte im Reinraum vom Betreuer einlegiert,
so dass diese ohmsches Verhalten zeigen.

2. Vorbereiten des Chipcarriers
In einen passenden Stecksockel werden zwei vierpolige Kontaktleisten gesteckt,
um diese zu fixieren. AnschlieBend wird eine Platine bei 350°C an den Leisten
festgelotet. An den vier Ecken wird dann ein diinner, verzinnter, etwa 2 cm langer
Draht eingel6tet, der spiter zum Kontaktieren des Halbleiterstiicks dient.

3. Fertigstellung
Das Halbleiterstiick wird nun mit ,, PMMA zum Kleben “ in den vorbereiteten Chip-
carrier geklebt. Bei 200°C wird das Indium an den Ecken nochmals aufgeschmolzen
und die Kontaktdrihte werden damit festgelotet. Um dies zu erleichtern, sollten
die Drahte zuvor in die richtige Form gebogen werden.

6. Messungen

6.1. Hallbar

Es wird eine mit einer Hallbar strukturierte Probe eingebaut und nach den folgenden
Anweisungen vermessen. Beim Einbau darf die Leuchtdiode nicht vergessen werden.

1. Unbeleuchtete Messung
Ziel ist es, die Hallspannung und die Shubnikov-de Haas-Oszillationen mit Hilfe
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einer Messung aufzunehmen.
Bemerkungen:

e An welchen Kontaktpunkten muss abgegriffen werden (Belegung beim Betreu-
er erfragen), um die Hallgerade (Messbereich 3 mV) bzw. die Shubnikov-de
Haas Oszillationen (Messbereich 300 ©V) zu erhalten?

e Um Inhomogenitéten der Probe herauszumitteln ist es sinnvoll sowohl bei po-
sitiven als auch bei negativen Magnetfeldern zu messen und dann zu mitteln.

e Auflerdem sollte die Sweeprate zwischen 0,008 T/s und 0,005 T/s gewéhlt
werden, um eine sinnvolle Messung in moglichst geringer Zeit zu erhalten.

2. Beleuchtete Messung Beleuchten Sie nun die Probe mittels der eingebauten LED
kurz (etwa 1 s) und wiederholen Sie anschlieend die oben durchgefiithrte Messung,
bei sonst gleichen Bedingungen.

6.2. Van der Pauw-Geometrie

Im zweiten Versuchsteil wird die von Thnen hergestellte van der Pauw-Geometrie (vgl.
Abschnitt 5.2) untersucht und die Messergebnisse mit denen der zuvor untersuchten
Probe verglichen. Dazu werden ebenfalls Hall- und Léngsspannung aufgenommen. Die
van der Pauw-Probe wird mit einer Leuchtdiode in den Probenstab eingebaut und ab-
gekiihlt.

Uberlegungen und Bemerkungen:

e Ist es sinnvoller, die Messung im beleuchteten oder im unbeleuchteten Zustand
durchzufiihren?

e Der Vorwiderstand muss bei dieser Probe nicht so grof§ gewéhlt werden (1 MS2).

e An welchen Kontakten kann die Léngsspannung abgegriffen werden? Wie misst
man die Hall-Spannung? Kénnen die SdHs gleichzeitig mit der Hallgeraden aufge-
nommen werden?

e Der Messbereich der Hallspannung muss bei der van der Pauw-Probe auf 10 mV
erhoht werden.

e Auch hier sollte der negative und positive Magnetfeldbereich gemessen werden.

Um bei der van der Pauw-Geometrie den fiir die Bestimmung der Beweglichkeit p
notwendigen Schichtwiderstand Rp ermitteln zu kénnen, muss R4pcp und mindestens
einer der entsprechenden Widerstdnde mit zyklischer Vertauschung der Abgriffpunkte
gemessen werden. In der Praxis ist es sinnvoll, bei B = 0 alle vier Widerstédnde Ragcp,
Rpepa, Repas Rpapce zu messen, und daraus den Schichtwiderstand Ry zu berechnen.
Die einzelnen Messungen dazu sollten in einem kleinen Bereich um B = 0(—0,5 bis 0,5
T) durchgefiihrt werden.
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7. Auswertung

7.1.

Hallbar

Werten Sie die experimentellen Daten mit Hilfe von ,,Origin“ anhand von B-p,,-bzw.
B-p,,-Diagrammen aus. Beachten Sie dabei, dass die gemessenen Werte in Abhéngigkeit
vom Magnetfeld nicht Widersténde, sondern Spannungen sind.

1.

7.2.

. Ordnen Sie den Hallplateaus die entsprechenden Fiillfaktoren v zu.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Plateaus der Hallgeraden und den
Shubnikov-de Haas-Oszillationen?

Ordnen Sie den Hallplateaus die entsprechenden Fiillfaktoren v zu. Vergleichen
Sie die Widerstandswerte der Plateaus mit den theoretisch erwarteten Werten.
Ermitteln Sie aus den experimentellen Daten die Konstante C der Hallplateaus
Ry =C- % und vergleichen Sie diese mit der Klitzing-Konstante Ry = 6% Wie
kann man die Abweichung erkléren?

Diskutieren Sie den Einfluss des Elektronenspins.

Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen der Anzahl ¢ der besetzten Landauni-
veaus und dem Fiillfaktor » und ordnen Sie den Hallplateaus den entsprechenden
Index 4 zu.

Bestimmen Sie die Ladungstragerdichte ns auf zwei verschiedene Arten. Berechnen
Sie die Beweglichkeit p und die mittlere freie Weglénge [.

. Vergleichen Sie die Ergebnisse der Messungen vor und nach der Beleuchtung. Be-

schreiben und diskutieren Sie die Unterschiede.

Van der Pauw-Geometrie

Was lésst sich iiber die Abhéngigkeit der Widerstandswerte von der Geometrie der
Probe aussagen?

Bestimmen Sie die Ladungstragerdichte n, auf zwei verschiedene Arten. Bestim-
men Sie den Schichtwiderstand R und berechnen Sie die Beweglichkeit 1 und die
mittlere freie Weglénge (.

Vergleichen Sie die Werte mit denen aus der Hallbar-Messung, falls fiir die Her-
stellung der van der Pauw-Geometrie und der Hallbar die gleiche Halbleiterhe-
terostruktur verwendet wurde (beim Betreuer erfragen). Was ldsst sich iiber die
Genauigkeit der van der Pauw-Methode aussagen?

8. Ausblick

Im Rahmen dieses Praktikums wurde der Integrale Quanten-Hall-Effekt behandelt, bei
dem die Plateaus in der Hallgeraden nur bei ganzzahligen Fiillfaktoren auftreten. Wenige
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Jahre nach der Entdeckung des Integralen Quanten-Hall-Effekts durch Klaus von Klit-
zing allerdings fanden Tsui, Stormer und Gossard [17] in hochreinen Heterostrukturen
bei sehr tiefen Temperaturen ein zusétzliches Plateau in der Hallspannung bei Fiillfaktor
v = % Kurz nach der experimentellen Entdeckung konnte dies mit einer relativ einfa-
chen Theorie erkldrt werden, die die Coulombwechselwirkung zwischen den Elektronen
berticksichtigt.

In der Folgezeit wurden zunehmend Plateaus bei gebrochenzahligen Fiillfaktoren be-
obachtet. Dieser Gebrochenzahlige oder Fraktionale Quanten-Hall-Effekt zeichnet sich
dadurch aus, dass zusétzlich zu den Plateaus bei ganzzahligen Fiillfaktoren auch Plate-
aus bei gebrochenzahligen Fiillfaktoren auftreten, fiir die gilt:

p
v==

4q
wobei p und ¢ ganzzahlig und ¢ auflerdem ungerade ist. Der Fiillfaktor v gibt auch
hier die (im Allgemeinen nicht ganzzahlige) Anzahl der Landausubniveaus an, die mit
Elektronen besetzt sind.
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Abbildung 26: Der Gebrochenzahlige Quanten-Hall-Effekt (aus [9]). Zu erkennen sind

die Serien um die Fiillfaktoren % und %

Im Laufe der Jahre konnten Heterostrukturen mit immer hheren Beweglichkeiten her-
gestellt werden, und in demselben Mafle wurden immer mehr gebrochenzahlige Fiillfaktoren
aufgelost. Besonders ausgeprigt sind die Effekte bei Fiillfaktoren, fiir die gilt:

v = und v =1 — P
2p+1 2p+1
Diese gruppieren sich symmetrisch um v = % Auch um andere Fiillfaktoren mit

geradzahligem Nenner, z. B. v = % oder v = i, lassen sich solche Serien beobachten.
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Diese zunehmende Anzahl gebrochenzahliger Plateaus erforderte schliellich eine recht
komplizierte Erklarungstheorie.

Im Jahre 1989 wurde der Gebrochenzahlige Quanten-Hall-Effekt von Jain [18] als
Quanten-Hall-Effekt von Composite Fermions interpretiert. Diese Verbundfermionen
sind Teilchen, die aus einem Elektron und einer geradzahligen Anzahl von angehéngten
magnetischen Flussquanten bestehen. Sie tragen, wie Elektronen, ganzzahlige Ladung,
das Anhéngen der Flussquanten bewirkt allerdings ein homogenes Magnetfeld, das in Ge-
genrichtung zum dufleren Feld wirkt. Demnach spiiren die Composite Fermions ein redu-
ziertes effektives Magnetfeld, das z. B. fiir ein Elektron mit zwei angehéngten Flussquan-
ten bei Fiillfaktor % gleich Null ist. Damit wird der gebrochenzahlige Quanten-Hall-Effekt
auf eine sehr intuitive Weise auf den Integralen Quanten-Hall-Effekt zuriickgefiihrt. Die-
se Theorie, fiir die R. B. Laughlin, H. L. Stérmer und D. C. Tsui 1998 mit dem No-
belpreis fiir Physik ausgezeichnet wurden, wird als Erklarungsmodell fiir viele aktuelle
Forschungsergebnisse verwendet.
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A. Anhang A: Ein einfiihrender Artikel zum QHE

Eine Kopie des unten aufgefithrten Artikels sollte Threr Praktikumsanleitung beigelegt
sein.

Klaus von Klitzing: Der Quanten-Hall-Effekt
Spektrum der Wissenschaft, Mérz 1986.
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B. Anhang B: Sicherheitshinweise

Neben den Praktikumsrichtlinien und der Laborordnung der Naturwissenschaftlichen
Fakultét 11 Physik ist besonders auf Folgendes zu achten:

Umgang mit tiefkalten Fliissigkeiten:

e Augen, Gesicht und Haut vor Fliissigkeitsspritzern schiitzen, da tiefkalte Fliissigkeiten
bei Kontakt verbrennungsiahnliche Frostschidden verursachen (Schutzkleidung)!

e Nur in gut geliifteten Rdumen arbeiten, da der Sauerstoffgehalt der Luft durch
verdampfendes Helium herabgesetzt sein kann (Erstickungsgefahr)!

e Kein Feuer in der Nihe von tiefkalten Fliissigkeiten, da Luftsauerstoff auf kalten
Oberfldchen auskondensiert (Brand- und Explosionsgefahr)!

Umgang mit hohen Magnetfeldern:

e Keine losen ferromagnetischen Gegenstinde im Umkreis des Magneten, da diese
angezogen werden konnen.

e Die Funktion von Herzschrittmachern kann im Bereich hoher Magnetfelder beein-
trachtigt werden.

e Magnetfeldempfindliche Wertgegenstinde (z. B. Kreditkarten) sollten in ausrei-
chendem Abstand aufbewahrt werden.

Umgang mit Galliumarsenid:
Galliumarsenid bildet mit Feuchtigkeit in Gegenwart von Luftsauerstoff an der Ober-
fliche eine diinne, in Wasser l6sliche, giftige Arsenoxidschicht. Vor allem bei der Her-
stellung der van der Pauw-Geometrie ist deshalb zu beachten:

e Nur in gut geliifteten Rdumen arbeiten, da die toxische Wirkung vor allem auf das
Einatmen freigesetzten Arsentrioxids und entstehenden Arsenwasserstoffs zuriickzufiihren
ist.

e Bei der Herstellung der van der Pauw-Geometrie immer Schutzhandschuhe tragen,
um Hautkontakt zu vermeiden.

e Bei Beriihrung mit der Haut sofort mit viel Wasser nachspiilen.

Umgang mit Chlorbenzol:
PMMA-Lack, der fiir das Einkleben der van der Pauw-Geometrie verwendet wird, be-
steht aus in Chlorbenzol gelostem Plexiglas. Deshalb:

e Nur in gut geliifteten Rdumen arbeiten und die Dampfe nicht direkt einatmen.

e Beriihrung mit Augen und Haut vermeiden und gegebenenfalls sofort mit viel
Wasser spiilen.
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